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VORREDE  ZUR  VIERTEN  AUFLAGE. 


£s  ist  jetzt  ungefähr  zwei  Jahre  her,  seit  mir  die  Verlags- 
buchhandlung von  Fried r.  Vieweg  u.  Sohn  den  Vorschlag 
machte,  die  Vorlesungen  von  Biemann  über  partielle  Differential- 
gleichungen, die  seit Rieinanns  Tode  in  drei  nicht  wesentlich  ver- 
schiedenen Auflagen,  zuletzt  im  Jahre  1882,  von  Karl  Hattendorf  f 
veröffentlicht  waren,  aufs  neue  herauszugeben.  Ich  bin  auf  diesen 
Vorschlag  zwar  nicht  ohne  Bedenken,  aber  schließlich  doch  guten 
Mutes  eingegangen,  um  so  mehr,  als  ich  selbst  schon  seit  Jahren 
den  Gedanken  bei  mir  erwogen  habe,  meine  Arbeiten  auf  dem 
Gebiete  der  partiellen  Differentialgleichungen  einmal  im  Zu- 
sammenhang darzustellen  und  zu  veröffentlichen. 

Riemann  sagt  in  der  Einleitung,  die  in  der  Hattendorff- 
schen  Bearbeitung  nach  einer  Riemannschen  Aufzeichnung  aus 
dem  Jahre  1854  wörtlich  abgedruckt  ist,  etwa  folgendes  über  die 
Aufgabe  und  das  Wesen  der  mathematischen  Physik: 

„Eine  wissenschaftliche  Physik  existiert  bekanntlich  erst  seit 
der  Erfindung  der  Differentialrechnung.  Erst  seitdem  man  gelernt 
hat,  dem  Laufe  der  Naturereignisse  stetig  zu  folgen,  sind  die 
Versuche,  den  Zusammenhang  der  Erscheinungen  in  abstrakten 
Begriffen  nachzukonstruieren,  von  Erfolg  gewesen.  Hierzu  gehört 
zweierlei:  erstens  einfache  Grundbegriffe,  mit  denen  man  kon- 
struiert, und  zweitens  eine  Methode,  um  aus  den  einfachen  Grund- 
gesetzen dieser  Konstruktion,  welche  sich  auf  Zeitpunkte  und 
Raumpunkte  beziehen,  die  Gesetze  für  endliche  Zwischenzeiten 
und  Abstände,  welche  allein  der  Beobachtung  zugänglich  sind 
(mit  der  Erfahrung  verglichen  werden  können),  abzuleiten.^ 

Die  erste  der  beiden  hier  von  Riemann  bezeichneten  Auf- 
gaben ist  die  Aufstellung  der  Differentialgleichungen,  gestützt  auf 
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physikalische  Tatsachen  und  auf  Hypothesen.  Die  zweite  ist  die 
Integration  dieser  Differentialgleichungen  und  ihre  Anwendung  auf 
den  einzelnen  konkreten  Fall,  und  dies  ist  Aufgabe  der  Mathematik. 

Riemann  führt  nun  aus,  wie  sich  auf  den  Grundlagen,  die 
Galilei  und  Newton  gelegt  haben,  die  physikalischen  Theorien 
entwickelt  haben,  wie  die  Anschauungen  Newtons  in  den  ver- 
schiedenen Zweigen  der  mathematischen  Physik  zum  Ausdruck 
der  Gesetze  durch  Differentialgleichungen  geführt  haben,  und  wie 
die  Wissenschaft  noch  zu  der  Zeit,  da  er  schrieb,  auf  dem  Stand- 
punkt Newtons  stehe. 

„Es  ist  seit  Newton  kein  neuer  Fortschritt  gemacht^ 
schreibt  er;  „alle  Versuche,  über  diese  Grundbegriffe  hinaus  ins 
Innere  der  Natur  zu  dringen,  sind  bis  jetzt  mißglückt;  der  Ein- 
fluß der  späteren  philosophischen  Systeme,  wo  er  sich  in  der 
physikalischen  Literatur  geltend  gemacht,  hat  nur  den  Erfolg 
gehabt,  die  ursprüngliche  Auffassung  Newtons  zu  verunstalten 
und  Inkonsequenzen  in  dieselbe  einzuführen." 

Daß  Riemann  selbst  an  einer  Vertiefung  der  Naturerkenntnis 
über  die  Newton  sehen  Grundlagen  hinaus  mit  Ernst  gearbeitet 
hat,  wissen  wir  aus  seinen  Briefen  und  den  von  ihm  hinterlassenen 
naturphilosophischen  Fragmenten,  die  in  seinen  gesammelten 
Werken  (Leipzig  1876,  l.Aufl.;  1892,  2.  Aufl.)  veröffentlicht  sind. 
Es  zeigen  sich  in  diesen  Fragmenten  deutliche  Spuren  des  Be- 
strebens, einerseits  die  verschiedenen  Naturerscheinungen  wie 
Licht,  Wärme,  Elektrizität,  Gravitation  aus  einer  gemeinsamen 
Quelle  abzuleiten,  andererseits  sie  auf  eine  Übertragung  der  Wir- 
kung durch  eine  vermittelnde  Substanz  zurückzuführen.  Die  an- 
geführte Stelle  deutet  aber  darauf,  daß  er  zur  Zeit  als  er  sie 
niederschrieb,  mit  den  Ergebnissen  seiner  naturphilosophischen 
Spekulationen  noch  nicht  zufrieden  gewesen  ist 

Seit  jener  Zeit  ist  fast  ein  halbes  Jahrhundert  verstrichen, 
und  die  Sachlage  ist  eine  andere  geworden. 

Von  England  her,  von  wo  uns  vor  zweihundert  Jahren  die 
Lehre  von  der  allgemeinen  Gravitation  gekommen  ist,  hat  sich  eine 
Anschauung  Bahn  gebrochen,  die,  wenigstens  was  die  Erschei- 
nungen der  Elektrizität,  des  Magnetismus  und  des  Lichtes  betrifft, 
jenem  Riemann  sehen  Ideale  nahe  kommt,,  wenn  sie  uns  auch 
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in  bezug  auf  die  Gravitation  bis  jetzt  noch  im  Stiche  läßt.  Es 
ist  die  auf  Faradays  Anschauungen  fußende,  von  Maxwell  aus- 
gebaute und  jetzt  fast  allgemeiit  angenommene  Theorie  des  Elek- 
tromagnetismus und  des  Lichtes,  durch  die  diese  Erscheinungen 
nicht  mehr  aus  einer  unvermittelten  Fernewirkung,  sondern  aus 
einem  Spannungszustande  des  umgebenden  Raumes  abgeleitet 
werden.  Hand  in  Hand  mit  der  Entwickelung  dieser  Theorie,  die 
große  Erscheinungsgebiete  auch  in  mathematisch  befriedigender 
Weise  erklärt,  ist  die  Erkenntnis  neuer  Tatsachen  und  Erschei- 
nungen gegangen,  die  sie  auf  jedem  Schritte  bestätigt  haben 
und  der  mathematischen  Theorie  eine  Fülle  neuer  Aufgaben 
stellen.  Wir  brauchen  nur  an  die  Experimente  von  H.  Hertz  zu 
erinnern,  die  eine  so  augenfälHge  Übereinstimmung  in  den  Gesetzen 
der  Fortpflanzung  elektrischer  Wirkung  mit  der  Optik  ergeben 
haben.  Alles  in  allem  haben  wir  es  hier  mit  einer  Anschauung 
zu  tun,  die  auch  den  zu  erfreuen  geeignet  ist,  der  in  den  physi- 
kalischen Theorien  mehr  sucht,  als  bloße  Darstellung  oder  Be- 
schreibung der  Erscheinungen. 

Durch  diese  Entwickelung  hat  die  mathematische  Physik  eine 
durchgreifende  Umgestaltung  erfahren.  Es  ist  dies  aber  nicht 
80  zu  verstehen,  als  ob  nun  die  älteren  Theorien  falsch  oder 
überflüssig  geworden  seien.  Sie  haben  vielmehr  in  der  Haupt- 
sache eine  neue  Bestätigung  und  tiefere  Begründung  gefunden. 
Freilich  sind  wesentliche  Ergänzungen  hinzugekommen,  die  auch 
auf  die  mathematische  Behandlung  zurückwirken.  Hierher  gehören 
die  schon  genannten  elektromagnetischen  Schwingungen  und  alle 
die  neuen  Aufgaben,  die  aus  der  Weiterentwickelung  der  Hydro- 
dynamik, der  Elastizitätslehre,  der  physikalischen  Chemie  ge- 
flossen sind. 

Auch  die  mathematischen  Hilfsmittel  für  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  haben  in  den  letzten  Jahr- 
zehnten manchen  Zuwachs  erhalten,  unter  denen  ich  hier  nur 
die  hauptsächlich  auf  Riemanns  Einfluß  zurückzuführende  aus- 
gedehnte Anwendung  der  funktionentheoretischen  Methoden  her- 
vorheben möchte. 

Wenn  sich  hiemach  der  Inhalt  der  mathematischen  Physik 
in  den  vierzig  Jahren,  seit  Riemann  diese  Vorlesung  zum  letzten- 
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mal  gehalten  hat,  so  bedeutend  verändert  hat,  so  war  es  keine 
Frage,  daß  ein  unveränderter  oder  wenig  revidierter  Abdruck 
jener  Vorlesungen  gar  nicht  mehr  zeitgemäß  gewesen  wäre,  sollte 
das  Buch  mehr  als  bloß  historischen  Wert  haben,  sollte  es,  wie 
es  seinerzeit  gewesen  ist,  ein  Handbuch  sein,  das  auch  dem 
Physiker  in  leicht  verständlicher  Form  die  nötigen  theoretischen 
Hilfsmittel  bietet.  Es  mußte  also  an  eine  vollständige  Neu- 
bearbeitung gegangen  werden.  Dabei  erschien  es  denn  auch  an- 
gemessen, die  Beschränkung  aufzugeben,  die  die  gemessene  Zeit 
einer  Universitätsvorlesung  vorschrieb.  In  den  Hatten dorff sehen 
Ausgaben  findet  sich  nichts  über  Elektrizität  und  Magnetismus. 
Der  physikalische  Stoff  beschränkt  sich  auf  Wärmeleitung,  Elasti- 
zität und  Hydrodynamik.  Dies  war  um  so  mehr  gerechtfertigt 
als  Riemann  die  Schwere,  die  Elektrizität  und  den  Magnetismus 
in  einer  anderen  Vorlesung  behandelt  hat,  die  gleichfalls  von 
Hattendorff  für  den  Druck  bearbeitet  ist  (Hannover  1876). 
So  entstand  denn  der  Plan,  um  einige  Vollständigkeit  zu  erreichen, 
das  Werk  in  zwei  Bänden  herauszugeben,  von  denen  der  erste 
jetzt  vorliegende  auße»^  den  allgemeinen  mathematischen  Hilfs- 
mitteln die  Gebiete  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  und 
zuletzt  die  Theorie  der  elektrolytischen  Verschiebungen  be- 
handelt. Der  zweite  Band,  der  dem  ersten  baldigst  folgen  soll, 
wird  die  Wärmeleitung,  die  Theorie  der  Schwingungen,  einschließ- 
lich der  elektrischen,  die  Elastizitätstheorie  und  Hydrodynamik 
enthalten. 

Eines  aber  muß  noch  hervorgehoben  werden.  Das  vorliegende 
Buch  soll  kein  physikalisches  Lehrbuch  sein.  Die  kurzen  Ent- 
wickelungen  der  einzelnen  physikalischen  Theorien  machen  keinen 
Anspruch  auf  Vollständigkeit.  Sie  sollen  nur  die  Theorien,  aus 
denen  die  behandelten  Probleme  entnommen  sind,  verständlich 
machen.  Der  Schwerpunkt  liegt  in  der  mathematischen  Behandlung 
der  einzelnen  Probleme.  Es  ist  bei  der  Fülle  des  Stoffes  selbst- 
verständlich, daß  bei  diesen  Problemen  nur  eine  sehr  beschränkte 
Auswahl  getroffen  werden  konnte,  wobei  neben  dem  physikalischen 
besonders  auch  auf  das  mathematische  Interesse  Gewicht  gelegt 
ist.  Umständliche  Entwickelungen  und  Annäherungsrechnungen, 
so  sehr  sie  auch  dem  Physiker    in   Ermangelung  besserer  und 
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strenger  Methoden  notwendig  sein  mögen,  sofern  sie  ohne  beson- 
deres mathematisches  Interesse  sind,  werden  vermieden. 

Ebenso  aber  sind  Fragen  von  nur  mathematischem  Interesse, 
die  dem  Physiker  all^u  abstrakt  erscheinen  möchten,  z.  B.  die 
schwierigen  tiefer  gehenden  Untersuchungen  über  die  Existenz 
der  Lösungen,  nicht  in  den  Kreis  der  Betrachtungen  gezogen. 

Es  entstand  nun  aber  die  Frage,  ob  es  bei  dem  Plane,  den 
ich  hier  dargelegt  habe,  dessen  Durchführung  eine  durchgreifende 
Umarbeitung  in  allen  Teilen  nötig  machte,  noch  gerechtfertigt 
sei,  das  Werk  als  Vorlesung  Riemanns  zu  bezeichnen. 

Ich  bin  mir  wohl  bewußt,  daß  ich  in  der  Hauptsache  die 
Verantwortung  allein  trage.  Da  aber  nicht  nur  die  Anlage  im 
ganzen  in  Riemanns  Weise  beibehalten  ist,  sondern  ich  auch, 
soviel  in  meinen  Kräften  stand,  bemüht  gewesen  bin,  die  Arbeit 
in  Riemanns  Sinn  und  Geist  fortzuführen,  so  habe  ich  es  gewagt, 
dem  Werke  auf  dem  Titel  den  Schmuck  von  Riemanns  Namen 
zu  lassen. 

Straßburg,  Juni  1900. 

H.  Weber, 


VORREDE  ZUR  FÜNFTEN  AUFLAGE. 


In  den  zehn  Jahren,  die  seit  dem  Erscheinei^  der  vorigen 
Auflage  dieses  Werkes  verstrichen  sind,  hat  die  Physik  wiederum 
in  vielen  Zweigen  ein  anderes  Ansehen  bekommen.  Die  Fortschritte, 
die  gemacht  worden  sind,  liegen  durchaus  in  der  Richtung,  die 
ich  in  der  Vorrede  zur  vorigen  Auflage  angedeutet  habe  und 
durften  bei  der  Neubearbeitung  nicht  unberücksichtigt  bleiben. 

Manche  der  neugestellten  Fragen  harren  noch  der  endgültigen 
Beantwortung,  und  der  Einfluß,  den  sie  auf  die  mathematischen 
Anschauungen  und  Methoden  haben,  wird  allerseits  noch  von 
Physikern  und  Mathematikern  durchdacht  und  erforscht.  Wenn 
also  diese  Fragen    auch   für  eine  abschließende  Darstellung  in 


X  Vorrede  zur  fünften  Auflage. 

einem  Lehrbuch  noch  nicht  reif  sind,  auch  mir  Kräfte  und  Lebens- 
zeit dazu  fehlen  dürften,  so  konnte  ich  sie  doch  nicht  ganz  bei- 
seite lassen.  Die  Punkte,  wo  diese  Forschungen  einsetzen  und 
an  das  Alte  anknüpfen,  mußten  wenigstens  bezeichnet  werden. 

Ich  hebe  zwei  Dinge  hervor,  von  denen  das  eine  mehr  mathe- 
matisch, das  andere  mehr  physikalisch  ist.  Das  erste  ist  die 
Theorie  der  Integralgleichungen,  die  jetzt  so  vielfach  von  den 
Mathematikern  behandelt  wird. 

In  dem  vorliegenden  ersten  Bande  findet  der  Leser  eine  An- 
wendung davon  auf  die  Elektrostatik. 

Im  zweiten  soll  noch  die  Anwendung  auf  die  Schwingungen 
der  elastischen  Membran  besprochen  werden,  die  wohl  einer  der 
Anstöße  für  die  ganze  Theorie  gewesen  ist. 

Der  zweite  Punkt,  auf  den  ich  im  folgenden  Band  zurück- 
zukommen hoffe,  ergab  sich  aus  gewissen  Beobachtungen  auf  dem 
Gebiete  der  Elektrizität  und  der  Optik,  die  sich  den  theoretischen 
Anschauungen  nicht  fügen  wollten.  Die  mathematische  Physik 
hat  dieser  Schwierigkeit  durch  eines  der  gewagtesten  Hilfsmittel, 
nämlich  durch  eine  Korrektur  unserer  Raum-  und  Zeitbegriffe 
Herr  zu  werden  gesucht.  So  entsteht  die  Vorstellung  der  Rela- 
tivität von  Raum  und  Zeit. 

Auch  die  Thermodynamik  greift  ein,  nicht  nur  in  der  Wärme- 
lehre, sondern  auch  besonders  in  der  Theorie  der  Luftschwin- 
gungen. Hier  war  ein  Punkt  richtig  zu  stellen,  der  in  der  vorigen 
Auflage  nicht  in  Ordnung  war. 

Andere  kleinere  Verbesserungen  und  Erweiterungen,  die  noch 
gemacht  worden  sind,  erwähne  ich  nicht  ausdrücklich. 

Es  bleibt  mir  übrig,  allen  Freunden  und  Kollegen  zu  danken, 
die  mich  durch  Ratschläge  und  Hilfe  bei  der  Korrektur  unter- 
stützt haben,  unter  denen  ich  die  Herren  R.  Gans  in  Tübingen, 
Pringsheim  in  München,  M.  Hafen  in  Wien,  F.  Jüttner  in 
Breslau,  M.  de  la  Rive  in  Genf,  E.  Wedekind  in  Straßburg, 
erwähne.  Auch  der  Hilfe  meines  Sohnes  R  H.  Weber  in  Rostock 
darf  ich  hier  gedenken. 

Straßburg,  Juli  1910. 

H.  Weber. 
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ANALYTISCHE  HILFSMITTEL. 


Biemann -Web er,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  2 


Erster  Abschnitt. 

Bestimmte  Integrale, 


§  1. 

Obere  und  untere  Grenze. 
Es  bedeute  ^  irgend  eine  Menge  reeller  Zahlen 

CC  =  06|,    CC2,    Äs»    •    •    • 

in  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl,  jedoch  so,  daß  alle 
a  zwischen  zwei  endlichen  Zahlwerten  eingeschlossen  sind. 

Wir  stellen  dann  den  Satz  an  die  Spitze,  daß  es  für 
die  Menge  91  eine  obere  und  eine  untere  Grenze  gibt. 

Es  sind  darunter  zwei  Zahlen  A^  B  zu  verstehen,  von  denen 
die  kleinere  A  nicht  größer,  die  größere  B  nicht  kleiner  als 
irgend  eine  der  Zahlen  91  ist,  während,  wenn  g?  eine  beliebig 
kleine  positive  Zahl  ist,  sowohl  zwischen  A  und  A  -{-  (q^  als 
auch  zwischen  B  und  B  —  o  (mit  Einschluß  der  Grenzen  A 
und  B)  noch  Zahlen  aus  %  enthalten  sind. 

Der  Beweis  dieses  Satzes,  auf  den  wir  hier  nicht  eingehen, 
ergibt  sich  fast  von  selbst  aus  einer  strengen  Auffassung  des 
Zahlbegriffes. 

§  2. 
Funktionen.     Stetigkeit. 

Man  nednt  eine  Variable  y  eine  Funktion  einer  Variablen  x 
und  setzt 

(1)  y  =  nx), 

wenn  die  beiden  Variablen  so  voneinander  abhängig  sind,  daß 
zu  jedem  Wert  von  x  ein  bestimmter  Wert  von  y  gehört.  Diese 
Abhängigkeit  kann  durch  einen  analytischen  Ausdruck  bestimmt 
sein,  oder  sie  kann  auch  auf  andere  Art,  z.  B.  graphisch,  gegeben 


4  ^  Erster  Abschnitt.  §  2. 

sein,  wenn  y  die  Ordinate  einer  Kurve  ist,  die  zu  der  Abszisse  x 
gehört.    Die  Kurve  kann  willkürlich  gezeichnet  gedacht  werden. 

Es  kommt  auch  vor,  daß  die  Abhängigkeit  des  y  von  x 
nicht  für  alle  x,  sondern  nur  in  einem  beschränkten  Intervall 
gegeben  ist. 

Sind  a,  b  irgend  zwei  Werte  und  a  <  J,  so  bilden  alle  der 
Bedingung 

(2)  a^x^b 

genügenden  Werte  von  x  das  Intervall 

J  =  (a,  6), 

dessen  Größe  b  —  a  wir  gleichfalls  mit  z/  bezeichnen. 

Ist  8  =  («,  ß)  irgend  ein  Intervall,  in  dem  die  Funktion  y 
überall  einen  bestimmten  Wert  hat,  und  in  dem  sämtliche  Werte 
der  Funktion  zwischen  endlichen  Grenzen  liegen,  so  haben 
diese  Werte  von  y  nach  §  1  eine  untere  und  eine  obere  Grenze 
-4,  B^  und  der  Unterschied 

D  =  jB  —  ä 

heißt  die  Schwankung  der  Funktion  f(x)  in  dem  Intervall  S. 

Teilen  wir  das  Intervall  ^  in  kleinere  Intervalle  d,  die  sämt- 
lich kleiner  als  eine  willkürlich  anzunehmende  Größe  d  sind,  so 
heißt  die  Funktion  f{x)  in  dem  Intervall  z/  stetig,  wenn 
sich  die  obere  Grenze  der  Schwankungen  D  in  den  Teilinter- 
vallen zugleich  mit  d  der  Grenze  Null  nähert 

Sind  f{x)  und  q){x)  zwei  stetige  Funktionen,  so  sind  auch 
Summe,  Differenz  und  Produkt  in  demselben  Intervall  stetig. 
Für  den  Quotienten  f{x)  :  q)  (x)  gilt  dies  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  g){x)  in  dem  Intervall  nicht  Null  wird. 

Diese  Definitionen  lassen  sich  auch  auf  Funktionen  mehrerer 
Variablen  ausdehnen.  Sind  z,  B.  x^  y  rechtwinklige  Koordinaten 
in  einer  Ebene  und  £!  die  Ordinate  einer  krummen  Oberfläche, 
so  ist 

^  =  f{^^  y) 

eine  Funktion  von  zwei  Variablen.  Ebenso  ist,  wenn  x^  t/,  z 
rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  sind, 

eine  Funktion  von  drei  Variablen,  wenn  zu  jedem  Punkte  mit 
den  Koordinaten  x^  y^  0  ein  bestimmter  Wert  von  u  gehört 
Solche  Funktionen  können  auch  nur  in  einem  endlichen  Gebiete  T 
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der  Ebene  oder  des  Raumes  gegeben  sein.  Den  Intervallen  d 
entsprechen  hier  Elemente  r  der  Ebene  oder  des  Baumes,  die 
das  Gebiet  T  ganz  erfüllen,  deren  Lineardimensionen  sämtlich 
unter  einer  bestimmten  Grenze  d  liegen.  Auch  hier  haben  die 
Werte  einer  Funktion  in  einem  Element,  wenn  sie  zwischen 
endlichen  Grenzen  liegen,  eine  obere  und  untere  Grenze,  deren 
Differenz  die  Schwankung  der  Funktion  im  Element  d  ist, 
und  die  Funktion  ist  stetig,  wenn  die  obere  Grenze  der  Schwan- 
kung zugleich  mit  d  unendlich  klein  wird.  Der  Wert  d,  der 
erforderlich  ist,  um  die  Schwankung  in  r  auf  eine  gegebene 
Kleinheit  heruntersinken  zu  lassen ,  ist  für  das  ganze  Gebiet,  in 
dem  die  Funktion  stetig  ist,  derselbe  (gleichmäßige  Stetig- 
keit). 

Eine  Funktion  von  einer  oder  mehreren  Variablen,  die  in 
einem  Gebiet  T  stetig  ist,  ist  in  diesem  Gebiet  auch  end- 
lich, d.  h.  alle  Werte,  die  eine  solche  Funktion  in  dem  Gebiet 
T  annehmen  kann,  sind  zwischen  zwei  endlichen  Zahl  werten 
eingeschlossen  und  haben  also  eine  obere  und  eine  untere 
Grenze. 

Von  einer  in  einem  endlichen  Gebiete  stetigen  Funk- 
tion gilt  der  Satz,  daß  sie  jeden  zwischen  der  oberen 
und  unteren  Grenze  gelegenen  Wert  für  einen  Punkt 
des  Gebietes  annimmt. 

Es  ist  hier  wohl  am  Platze,,  darauf  hinzuweisen,  daß   eine 

Funktion  f(x^y)^  die  für  jeden  Wert  von  x  eine  stetige  Funktion 

von  y  und  für   jeden  Wert  von  y  eine  stetige  Funktion  von  x 

ist,  darum  noch  nicht  eine  stetige  Funktion  der  beiden  Variablen 

X,  y    in    dem    oben    festgesetzten   Sinne  ist      So   ist  z.   B.   die 

Funktion 

x^ 

x^~~-\^^ 

für  jedes  x  eine  stetige  Funktion  von  y  (die  für  x  =  0  identisch, 
für  jedes  y  Null  wird)  und  für  jedes  y  eine  stetige  Funktion 
von  X  (für  y  =  0  identisch  =1),  und  doch  schwankt  die  Funk- 
tion in  jedem  noch  so  kleinen  Abstand  des  Punktes  a;  =  0, 
y  =  0  zwischen  den  Werten  0  und  1. 

Von  der  Stetigkeit  in  einem  Intervalle  muß  die  Stetigkeit 
in  einem  Punkte  unterschieden  werden. 

Eine  Funktion  f{x)  heißt  in  dem  Punkte  a  stetig,  wenn 
sich  f{x)  der  Grenze  f{a)  nähert,  mag  x  von  kleineren  oder  von 
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größeren  Werten  her  der  Grenze  a  zustreben,   oder  in  Zeichen, 

wenn 

lim  f(x)  =  f(a) 

X  z=.  a 

ist. 

Man  sieht,  daß  eine  Funktion,  die  in  einem  Intervalle  stetig 
ist,  auch  in  jedem  einzelnen  Punkte  dieses  Intervalles  stetig  ist. 
Denn  wenn  die  Funktion  in  a  nicht  stetig  ist,  so  ist  ihre 
Schwankung  in  einem  noch  so  kleinen,  den  Punkt  a  enthaltenden 
Intervalle  größer  als  eine  endliche  Größe.  Von  Heine  ist 
auch  das  Umgekehrte  bewiesen,  nämlich,  daß  eine  in  jedem  ein- 
zelnen Punkte  eines  Intervalles  stetige  Funktion  auch  in  dem 
Intervalle  stetig  ist  (Grelles  Journal,  Bd.  74). 

Eine  Funktion  von  einer  oder  mehreren  Variablen  heißt  in 
einem  unendlichen  Gebiet  stetig,  wenn  sie  in  jedem  endlichen 
Teil  dieses  Gebietes  stetig  ist  und  in  den  übrigen  Teil  des  Ge- 
bietes zwischen  endlichen  Grenzen  bleibt. 


§3. 
Bestimmte  Integrale. 

Es  sei  y  =  f(x)  eine  in  dem  Intervalle 

(1)  ^  =  (a,  h) 

stetige  Funktion  einer  Variablen  x.  Das  Intervall  J  teilen  wir 
nun  in  Teilintervalle  d,  die  alle  unter  einer  oberen  Grenze  d 
liegen,  so  daß 

(2)  J  =  2:8 

ist.  Eines  dieser  Teilintervalle  8  ist  in  der  Fig.  1  durch  die 
Endpunkte  a,  ß  bezeichnet.     Ist  |  die  Abszisse   eines  Punktes  in 

dem  Intervalle  5,  so  ist  das  Pro- 
dukt 8 .  /*(!)  der  Flächeninhalt 
des  über  8  stehenden  Rechtecks 
von  der  Höhe  /*(S),  und  die 
Summe 

(3)  S=2:8.f{^) 

ist  der  Inhalt  einer  aus  solchen 
Rechtecken  zusammengesetzten 
Fläche,  die  sich  der  durch  die 
lLwrfQy  =  f{x)  begrenzten  Fläche 
{ah cd)  um  so  mehr  anschließt,  je  kleiner  die  TeiHntervalle  8 
werden,  oder  je  kleiner  deren  obere  Grenze  d  ist. 


Fig.i. 
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Die  Summe  S  nähert  sich  nun  mit  unendlich  ab- 
nehmendem d  einer*  festen  Grenze  —  nämlich  dem 
Flächeninhalt  der  erwähntenFläche  —  die  das  bestimmte 
Integral  von  f{x)  zwischen  der  Grenze  a  und  b  heißt  und 
mit 


1 


f(x)dx 


bezeichnet  wird. 

Der  Beweis  hierfür  ergibt  sich  aus  folgenden  Betrachtungen. 
Sind  Ä^  B  die  untere  und  obere  Grenze  von  f{x)  im  Inter- 
valle d^  so  folgt  aus  (2)  und  (3) 

AJ  <S<:  BJ, 
und  mithin,  wenn  S  einen  in  dem  Intervalle  J  gelegenen  Wert 
von  X  bedeutet,  der  der  Bedingung 

genügt: 

(4)  S  =  d.f{S). 

Es  hat  also  S  jedenfalls  einen  endlichen  Wert. 
Sind  ferner  ^,  ä  die   untere  und  obere  Grenze  von  f{x)  in 
dem  Intervalle  d,  so  ist 

(5)  EgS  <  S<2Jhd. 

Wenn  also 

D  =  h-g 

die  Schwankung  der  Funktion  im  Intervalle  S  ist,  so  sind  die 
Schwankungen  der  Summe  S  bei  festgehaltenen  d  nicht  größer 
als  Z'DÄ,  und  wenn  G  die  obere  Grenze  von  D  ist,  nicht  größer 
als  6rz^,  und  sind  also  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von 
f{x)  bei  unendlich  abnehmendem  d  unendlich  klein. 

Wenn  wir  aber  das  Intervall  ö  in  kleinere  Intervalle  ö'  ein- 
teilen und  mit  |'  einen  in  d'  gelegenen  Wert  von  x  bezeichnen, 
so  ist,  wenn  wir  die  Formel  (4)  auf  das  Intervall  d  anwenden, 

2;ä7(|')  =  «.AI), 

WO  I  in  Ä  liegt,  und  mithin  ist  die  Summe 

(6)  S'  =  2J  iV .  /"(r)  =  2Jd.  /(S), 

die  dieser  weiter  getriebenen  Einteilung  entspricht,  unter  den 
verschiedenen  Werten  von  S  enthalten.  Nehmen  wir  jetzt  zwei 
beliebige  Einteilungen  von  d  in  Teilintervalle  dj  und  dg»  so 
erhalten  wir    eine    dritte    Einteilung    in    kleinere    Intervalle    ö, 
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wenn  wir  die  beiden  ersten  Einteilungen  zusammen  bestehen 
lassen,  und  die  mit  diesen  Einteilungen  nach  (3)  gebildeten 
Summen  Si,  iSg,  S  werden  nach  (6)  identisch,  wenn  man,  bei 
gegebenen  Mittelwerten  |  in  der  Summe  S,  die  Mittelwerte  Sn  I2 
in  den  Summen  Si  und  S2  passend  bestimmt,  und  daraus  folgt, 
daß  sich  mit  S  zugleich  Si  und  S2  einer  und  derselben  festen 
Grenze  nähern,  auch  wenn  die  Mittelwerte  |i,  S2  anders  ge- 
wählt sind. 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  daß  dieser  Grenzwert  von  S  zu- 
gleich den  Inhalt  F  der  von  der  Kurve,  den  Endordinaten  und 
der  Abszissenachse  begrenzten  Fläche  ausdrückt.  Denn  zieht  man 
für  jedes  Teilstück  die  Parallele  mit  der  Abszissenachse  durch 
den  höchsten  Punkt  der  Kurve,  so  wird  S  >  J',  zieht  man  sie 
durch  den  tiefsten  Punkt,  so  wird  S  <i  F.  Folglich  fällt  der 
Grenzwert  von  S  mit  F  zusammen. 

§  ^• 
Erweiterung  des  Integralbegriffes. 

Die  Stetigkeit  der  Funktion  f{x)  in  dem  Intervalle  z^,  die 
wir  bisher  vorausgesetzt  haben,  ist  für  die  allgemeine  Definition 
des  bestimmten  Integrals  nicht  notwendig.  Die  notwendigen 
und  hinreichenden  Voraussetzungen,  die  in  dieser  Beziehung  über 
die  Funktion  f{x)  gemacht  werden  müssen,  sind  von  Riemann 
festgestellt  1).  Wir  führen  hier  nur  die  Erweiterungen  des  Integral- 
begriffes auf,  die  für  die  Anwendungen  von  Wichtigkeit  sind. 

1.  Wenn  die  Funktion  f(x)  nicht  durqhweg  stetig  ist,  so  soll 
sie  so  beschaffen  sein,  daß  jedes  endliche  Intervall,  in  dem  die 
Funktion  f(x)  gegeben  ist,  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teil- 
intervallen zerfällt,  in  deren  jedem  einzelnen  f(x)  stetig  ist,  so 
daß  die  Funktion  mit  der  Annäherung  von  x  an  einen  Teilpunkt 
zweier  solcher  Intervalle  von  beiden  Seiten  her  einen  bestimmten, 
aber  beiderseits  verschiedenen  Grenzwert  erhält.  Um  einen  kurzen 
Ausdruck  zu  haben,  wollen  wir  solche  Funktionen  (nach  C.  Neu- 
mann) abteilungsweise  stetig  nennen. 


^)  Bernhard  Biemanns  gesammelte  mathematische  Werke.  Zweite 
Auflage  (Leipzig  1892),  S.  239.  Riemann  spricht  dort  (S.  242  bis  243)  den 
nicht  schwer  zu  beweisenden  Satz  aus,  daß  eine  Funktion,  die  in  einem 
endlichen  Intervalle  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  auch 
wenn  sie  unendlich  viele  ünstetigkeitsstellen  besitzt,  immer  integrierbar  ist, 
vorausgesetzt,  daß  sie  nicht  unendlich  wird. 


§4- 


Erweiterung  des  Integralbegriffes. 


In   der  Fig.  2  sind   (a,  c)  und  (c,  b)  zwei  solche  Intervalle. 
In  c  findet  eine  plötzliche   sprungweise  Änderung  der  Funktion, 


Fig.  2. 


eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  statt, 
und  die  beiden  dort  zusammenstoßen- 
den Werte  von  f{x)  werden  (nach  einer 
von  Dirichlet  eingeführten  Bezeich- 
nung) mit 

f{c  —  0)    und    f{c  +  0)  _ 

bezeichnet!).     Für  solche   Fälle   wird  *  ob 

das    bestimmte   Integral   der   Funktion   f{x)    einfach   durch   die 
Formel  erklärt: 

h  c  h 

(1)  [f{x)dx  =  [f{x)dx-\-[f{x)dx, 


a 


und  diese  Formel  gilt  natürlich  auch,  wenn  c  kein  Unstetigkeits- 
punkt  ist. 

Wenn   wir  nach    dieser   Festsetzung   ein   Integral   mit   ver- 
änderlicher oberer  Grenze  x  betrachten: 


X 


(2) 


F(x)  =  {f(x)dx 


a  ^  a;  <  6, 


so  ist  F(x)  selbst  dann  eine  stetige  Funktion  von  x^  wenn  f(x) 
nicht  stetig  ist.  Denn  ist  d  =  (a,  ß)  irgend  ein  Teilintervall,  so 
ist  die  Schwankung  von  F{x)  in  diesem  Intervalle  dieselbe  wie 
die  der  Funktion 


X 


F{x)  -  F(«)  =  jf(x)d 


X 


a 


X 


ß. 


a 


und  diese  Differenz,  und  also  auch  ihre  Schwankung,  ist  absolut 
kleiner  als  gd^  wenn  g  größer  ist  als  der  absolut  größte  Wert 
von  f{x)  im  Intervall  ö.  Das  Produkt  gd  wird  aber  zugleich 
mit  8  unendlich  klein. 

Die  Funktion    f{x)   ist    der    Differentialquotient  der   Funk- 
tion F(x), 


*)  Wenn  die  Funktion  f(x)  endlich  ist  und  in  einem  endlichen  Inter- 
valle nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  so  hat  für  jedes  x 
sowohl  f(x-}-0)  als  f{r  —  0)  einen  hestimmten  Wert.  Dies  ist  wohl  zuerst 
von  Biemann  ausgesprochen.  (Mathematische  Werke,  2.  Auü.,  S.  237,  An- 
merkung.) 
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2.  Die  Definition  des  Integrals  durch  die  Summe  S  versagt, 
wenn  die  Funktion  f(x)  in  dem  Integrationsintervall  oder  an 
einer  der  Grenzen  unendlich  wird.  Nehmen  wir  an,  die  Funk- 
tion f{x)  wachse  über  alle  Grenzen,  wenn  sich  x  von  größeren 
Werten  her  dem  Werte  a  nähert,  sei  aber  sonst  in 'dem  Inter- 
valle (äf,  b)  endlich.     Dann  ist 

b 


(3)  F{x)  =^ax) 


dx 


solange  a?  >  a  ist,  eine  wohldetinierte  Funktion  von  x. 

Es  ist  nun  möglich,  daß,  wenn  sich  x  der  Grenze  a  nähert, 
F{x)  einer  bestimmten  Grenze  F{a)  zustrebt,  und  dann  setzen 
wir  definitionsweise: 


(4)  F(,a)  =  \^f{x) 


dx. 


Wenn  ein  solcher  bestimmter  Grenzwert  F{a)  vorhanden  ist, 
dann  nennen  wir  das  Integral  (3)  konvergent  Wenn  aber  F{x) 
mit  der  Annäherung  von  x  an  a  unendlich  wird  oder  keinen  be- 
stimmten Grenzwert  hat,  dann  heißt  das  Integral  divergent.  In 
diesem  Falle  wird  dem  Zeichen  (4)  keine  Bedeutung  beigelegt. 

Ein  einfaches  Kennzeichen  der  Konvergenz  des  Integrals  ist 
folgendes : 

I.    Das  Integral  F{x)  konvergiert,  wenn  sich  ein  posi- 
tiver Exponent  fc  <;  1  so  bestimmen  läßt,  daß 

{x  —  af  f(x) 

bei  o;  =  a  in  endlichen  Grenzen  bleibt. 

Man  darf  aber  nicht  umgekehrt  schließen,  daß,  wenn  ein 
solcher  Exponent  nicht  existiert,  das  Integral  immer  divergent  sei. 
Insbesondere  lassen  sich  solche  Fälle,  in  denen  f(x)  bei  der  An- 
näherung an  a  unendlich  oft  sein  Zeichen  wechselt,  schwer  unter 
eine  allgemeine  Regel  bringen. 

Ein  ausreichendes  Kennzeichen  der  Divergenz  können  wir 
in  folgendem  Satze  aussprechen: 

IL  Wenn  die  Funktion  f(x)  in  der  Nähe  von  x  =  a 
nicht  unendlich  oft  ihr  Zeichen  wechselt  und 
wenn  (x — a)f{x)^  solange  x  zwischen  a  und  c  liegt, 
nicht  unter  eine  positive  Konstante  Ä  herunter- 
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sinkt,  insbesondere  also,  wenn  {x  —  a)f(x)  für 
X  =  a  einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwert 
hat,  so  ist  das  Integral  F(x)  divergent. 

Denn  dann  ist,  solange  a  <^  x  <^  c  ist,  wenn  f(x)  positiv 

angenommen  wird, 

(x-a)f{x)>A 
und  folglich 


\a.)ä.>Al^^. 


Es  ist  aber 


u;  X 


c 

dx  1      c  —  a 

=  loff 


x  —  a  ^  X —  a 


X 

was  für  X  =  a  unendlich  wird. 

Wenn  die  Funktion  f{x)  statt  an  der  unteren  Grenze  a  an 
der  oberen  Grenze  h  unendlich  wird,  so  ist  die  Sache  ebenso, 
nur  daß  man  die  Funktion 


Fix)  =jf{x) 


dx 


a 


nait  der  Annäherung  von  a:  an  6  zu  betrachten  hat. 

Der  Fall  endlich,  daß  f(x)  in  einem  inneren  Punkte  c  des 
Integrationsintervalles  (a,  b)  unendlich  wird,  wird  durch  die 
Formel  (1)  auf  die  beiden  soeben  betrachteten,  speziellen  Fälle 
zurückgeführt. 

3.   Wenn  das  Integral 

X 

dx 


Fix)  =^  fix) 


a 


mit  unendlich   wachsendem    x  einer  bestimmten  Grenze    C  zu- 
strebt, so  setzen  wir 


00 

C=^fix) 


dx 


und  definieren  also  ein  Integral   mit  einer  unendlichen  Grenze 
durch  die  Grenzgleichung 

00  ," 

(5)  f{x)dx  =  lim    f(x)dx. 


a  a 
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Wir  sagen  auch  hier,  das  Integral 


oc 


f{x)dx 


konvergiere    oder   divergiere,    je    nachdem    ein    solcher    be- 
stimmter endlicher  Grenzwert  vorhanden  ist,  oder  nicht. 
Hiernach  ist  die  Bedeutung  der  Zeichen 

6  +00 

\f{x)dx^  \f{x)dx 


00  —  00 


gleichzeitig  mit  erklärt.     Hier  gilt  das  folgende  Kennzeichen  für 
die  Konvergenz: 

HL    Das  Integral  jP(a?)  konvergiert  für  a;^oo,    wenn 
sich  ein  Exponent  fc  >>  1  finden  läßt,  so  daß 

x^  f(x) 

für  a;  =  00   in  endlichen  Grenzen  bleibt. 

Auch  dieses  Kriterium  ist  nicht  umkehrbar,  und  hier  sind 
besonders  die  Fälle  von  Bedeutung,  in  denen  die  Funktion  f(x) 
unaufhörlich  ihr  Vorzeichen  wechselt,  etwa  wie  die  trigonometri- 
schen Funktionen  smx^  cosa;. 

Man  unterscheidet  bedingt  konvergente  und  unbedingt 
konvergente  Integrale  und  nennt  unbedingt  konvergente  Inte- 
grale solche,  bei  denen  die  Konvergenz  nicht  aufhört,  wenn  die 
Funktion  f(x)  überall  durch  ihren  absoluten  Wert  ersetzt  wird. 
Bei  den  bedingt  konvergenten  Integralen  dagegen  beruht  die 
Konvergenz  wesentlich  darauf,  daß  sich  die  positiven  und  nega- 
tiven Bestandteile,  deren  jeder  für  sich  unendlich  ist,  in  be- 
stimmter Weise  gegenseitig  aufheben. 

Als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Kon- 
vergenz ist  folgendes  zu  bemerken: 

IV.   Das  Integral 


00 

1' 


f(x)dx 


ist  konvergent,  wenn  das  Integral 


c 

f 


f{x)dx 
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kleiner  als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Größe 
CD  wird,  wenn  6  und  c  beide  willkürlich,  nur  größer 
sind  als  eine  hinlänglich  große  Zahl  n. 

Denn  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  sind  die  Schwan- 
kungen der  Funktion  F(x)^  sobald  x  größer  als  n  geworden  ist, 
kleiner  als  co. 

§  •^• 
Der  erste  Mittelwertsatz. 

Bedeutet  ai,a2...,  a„  eine  Reihe  positiver  Zahlwerte  und 
Äi,Aa...,  An  eine  zweite  Reihe  beliebiger  Zahlen,  so  wird  die 
Summe 

J.  =  Ai  %  +  Äa  aa  +  •  •  •  +  *n  «n 

vergrößert,  wenn  ma^  die  sämtlichen  A  durch  das  größte  unter 
ihnen,  6r,  und  verkleinert,  wenn  man  sie  durch  das  kleinste,  ^, 
ersetzt;  es  ist  also 

9{(h  +  «a  H h  an)<Ä<:G{ai  -{-  a^ -\ f-  a„), 

und  wenn  man  also 

(1)  A  =  w(ai  +  aa  H h  Un) 

setzt,  so  ist  m  ein  Mittelwert  unter  den  verschiedenen  Werten 
von  A,  d.  h.  m  genügt  der  Ungleichung 

(2)  g<m<G, 

und  das  Zeichen  <;  würde  nur  dann  durch  das  Gleichheitszeichen 
zu  ersetzen  sein,  wenn  alle  A  und  folglich  auch  g  und  G  ein- 
ander gleich  sind. 

Die  Formel  (1)  gilt  natürlich  ebenso,  wenn  die  ai,aa,  •  •  •,  a» 
alle  negativ  sind. 

Dieser  Satz  läßt  sich  auf  die  das  bestimmte  Integral  defi- 
nierende Summe  anwenden  und   gibt   dann   folgendes   Resultat: 

Es  sei 

(3)  f(x)=g>(x)t{x) 

das  Produkt  zweier  Funktionen,  von  denen  die  erste  qp  (x)  in  dem 
Intervalle  ^  =  (a^b)  nur  positive  oder  wenigstens  keine  nega- 
tiven Werte  annimmt.     Ist  dann  wie  im  §  3 

80  ergibt  sich  nach  (1) 
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worin  m  einen  Wert  bedeutet,  der  zwischen  der  unteren  und 
oberen  Grenze  der  Funktion  tlf(x)  liegt.  Wenn  also  die  Funktion 
tl>(x)  stetig  ist,  so  gibt  es  einen  Wert  J-,  so  daß  J 

w  =  #»  (S) 
wird,  vmä.  der  Grenzübergang  zu  unendlich  kleinen  8  liefert  die 
Formel 

h  h 

(4)  ^>{oc)il} {x) dx  z=z  ^{^)\q) (x) dx. 


a 


Hierin  ist,  um  das  Gesagte  zu  wiederholen,  qp  (x)  eine  Funk- 
tion, die  in  dem  Intervalle  (a,  b)  nicht  negativ  wird,  die  aber  auch 
unstetig  sein  kann.  ilf(x)  ist  eine  endliche  und  stetige  Funktion, 
und  S  ist  ein  im  allgemeinen  nicht  bekannter  Wert  von  x  im 
Intervalle  ^. 

Natürlich  gilt  die  Formel  ebenso,  wenn  (p{x)  im  Intervalle 
nicht  positiv  wird;  und  wenn  die  Funktion  if{x)  unstetig  sein 
sollte,  so  tritt  an  Stelle  von  i^(|)  ein  mittlerer  Wert  zwischen 
der  unteren  und  oberen  Grenze  der  Funktion  tl^  (x). 

Die  Formel  (4)  nennen  wir  den   ersten   Mittelwertsatz. 

Einen  speziellen  Fall   davon   erhalten  wir,  wenn  ^dr  q)(x)  =  l 

annehmen: 

b 

(5)  j  fix)  dx  =  /•(!)  (b  -  a). 

a 

§6. 
Der  zweite  Mittelwertsatz. 

Der  zweite  Mittelwertsatz  bezieht  sich  gleichfalls  auf  Inte- 
grale, in  denen  die.  integrierte  Funktion  das  Produkt  zweier 
Funktionen  ist.    Es  sei  also 

(1)  fix)  =  <pix)tU  ix), 

und  es  werde  vorausgesetzt: 

Die  Funktion  tl^(x)  sei  in  dem  Intervalle  ^  =  (a,6)  mit 
wachsendem  x  nirgends  wachsend  oder  nirgends  ab- 
nehmend. 

Die  Funktion  q){x)  setzen  wir  als  stetig  voraus. 

Wir  führen  noch  die  Hilfsfunktion 

(2)  *  F{x)  =  {(p{x)dx 
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ein,  indem  wir  die  untere  Grenze  (oder  eine  additive  Konstante 
im  unbestimmten  Integral)  nach  Willkür  festsetzen. 

Nun  teilen  wir  das  Intervall  J  in  Teilintervalle  S  ein,  indem 
wir  die  Punkte 

«0?  «n  «a?  ••  •»  "» 

in  dieser  Größenfolge  annehmen  und  dabei 

(3)  «0  =  «?       «n  =  ^       «.  —  «i-l  =  *t 

setzen.    Dann  ist  nach  dem  ersten  Mittelwertsatze 

«. 

(4)  J'(«i)  -  J'(«<_,)  =  r<p(x)da;  =  9(l.)*.-. 


a 
t— 1 


wenn  5<  ein  Mittelwert  in  dem  Intervalle  S,-  ist.  Diese  Gleichung 
multiplizieren  wir  nun  mit  !('(5»)  und  bilden  die  Summe 

-2^<!P(IO*(«0«i  =^{lx)  [-FC«.)  -  -f  (««)] 

+  ,(;(|,)[F(«,)-F(«0] 

-fTi.(|„)[F(«.)-F(«„-i)], 

oder,  wenn  man  die  Glieder  dieser  Summe  anders  anordnet  und 
!?'(«,)  =  F{a\  F(cc„)  =  F{b)  setzt: 

(5)  S  <p  (|<)  t  (10 Ä.-  =  FM  [^  (I,)  -  '^  (!«)] 

+  F(«,)  [^  (I,)  -  t  (I,)] 
H h  -F(««-i)  [t(ln-l)  -  lf(l«)] 

Nun  haben  nach  der  Voraussetzung  die  Differenzen 

alle  dasselbe  Vorzeichen,  und  daher  können  wir  den  Satz  des 
§  5  anwenden.  Nach  diesem  Satze  können  wir  die  Faktoren 
F{o^)^  -^(«2)1  •  •  M  -F(an-i)  durch  einen  Mittelwert  ersetzen,  und 
da  F(x)  eine  stetige  Funktion  ist,  können  wir  einen  im  Inter- 
valle ^  gelegenen  Wert  |  so  bestimmen,  daß  dieser  Mittelwert 
i^(|)  wird.    Dann  gibt  die  Formel  (5) 

(6)        1 9  (10  (^  (1.)  di  =  Fa)  {1/;  (10  - 1^  (s„)} 

-\-i>{UF(b)-il;a,)F(a). 

Wenn  man  nun  die  d»  unendlich  klein,  und  ihre  Zahl  zu- 
gleich unendlich  groß  werden  läßt,  so  gehen  Si  und  g„  in  a  und  b 
über,  und  die  Formel  (6)  ergibt 
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b 

(7)  \q)(x)t(^)dx 


a 


X 


=  i^ih)F(b)  -  ii^{a)F{a)  +  F{^)  [^(a)  -  ^(6)]. 

Über  die  Stetigkeit  der  Funktion  i){x)  ist  nichts  vorauH- 
gesetzt.  Es  können  sogar  unendlich  viele  Unstetigkeiten  vor- 
kommen, wenn  nur  die  Bedingung  erfüllt  ist,  daß  ^(o?)  mit 
wachsendem  x  nicht  wächst  oder  nicht  abnimmt  Nur  ist  in 
der  Formel  (7),  wie  die  Ableitung  aus  t/'di)  und  tf'dn)  zeigt, 
^  (a  +  0)  und  i\){b  —  0)  unter  i>  (a)  und  i^  (6)  zu  verstehen. 

Auch  die  Funktion  qp  {x\  die  wir  hier  als  stetig  vorausgesetzt 
haben,  kann  Stetigkeitsunterbrechungen  in  endlicher  Anzahl  haben, 
was  aber  für  die  Anwendungen  von  geringerer  Bedeutung  ist 
und  daher  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden  soll. 

Mit  Benutzung  der  Relationen 

F(S)  -  F{a)  =  j<p  {x)  dx,     F{h)  -F(f)  =  {q>  (x) d, 

«  I 

können  wir  schließlich  dem  zweiten  Mittelwertsatze  die  elegantere 
Gestalt  geben: 

b  l  b 

(8)  (p(x)Tlf  (x)  dx  =  rlf(d)\q)  (x)  dx  -\-  tp(b)\  (p  {x)  dx^ 

a  a  \ 

oder  auch 

b  b  b 

(9)  \(p(x)t(x)dx=  tlf{a)\q)(x)dx-\-[xlj(b)—tia)]{(p(x)d 

a  a  \ 

Beide  Mittelwertsätze  sind  auch  anwendbar,  weun  die  Grenzen 
der  Integration  unendlich  werden,  vorausgesetzt,  daß  die  darin 
vorkommenden  Integrale  noch  konvergent  bleiben  i). 

§7- 
Bedingt  konvergierende  Integrale. 

Der  zweite  Mittel wertsatz  führt  zu  dem  folgenden,  häufig 
angewandten  Kennzeichen  für  die  Konvergenz  eines  Integrals: 


X. 


*)  Der  zweite  Mittel  wertsatz  ist  zuerst  von  0.  Bonnet  (1849)  aus- 
gesprochen, aber  lange  unbeachtet  geblieben.  Er  ist  von  P.  du  Bois- 
Reymond  wieder  entdeckt  und  allgemein  bewiesen  (1875). 
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Ist 

X 

q){x)dx 


eine  Funktion  von  x^  die  mit  unendlich  wachsen- 
dem X  in  endlichen  Grenzen  bleibt,  und  tlf(x)  eine 
Funktion,  die  von  einem  bestimmten  x  an  be- 
ständig abnimmt  und  sich  dabei  mit  unendlich 
wachsendem  x  der  Grenze  Null  nähert,  so  ist 


OD 

1 


q)(x)tlf{x)dx 

a 

konvergent 

Die  Voraussetzung  über  die   Funktion  q>{x)  involviert,  wie 
man  bemerkt,  nicht  die  Konvergenz  des  Integrals 


00 

1 


qj  (x)dx. 

Der  Beweis  ergibt  sich  aus  dem  Kriterium  §  4,  IV,  und  aus 
dem  zweiten  Mittelwertsatze.    Danach  ist  nämlich 

c  ^  c 

q)(x)tl;(x)dx  =  i^(ft)  I  g) (x) d x -{- i^ (c)     q)(x)dx^ 

und  man  sieht,  daß  diese  Größe  kleiner  gemacht  werden  kann 
als  eine  beliebig  kleine  Größe  o,  wenn  b  und  c  größer  sind  als 
eine  hinlänglich  große  Zahl  n. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Funktionen 

X 

sin  xdx  =  cos  a  —  cos  x 


\ 

a 

X 

\ 


COS  xdx  =  —  sin  a  -f-  sin  rr. 


a 


SO  sieht  man,  daß  die  gemachte  Voraussetzung  erfüllt  ist,  wenn 
sina:  oder  cosa?  für  q>{x)  gesetzt  wird. 

Demnach  sind  für  ein  positives  a  und  a  die  beiden  Integrale 


00  00 


f  sin  a:  ,  f  cos  x  , 

I dx^  — ^dx 


a  a 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichangen.    L    6.  Aufl. 
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konvergent.    Beachtet  man   noch  wegen   der   unteren   Grenze 
das  Kriterium  §  4,  I,  so  folgt,  daß  von  den  Integralen 


flO 


C&mx  j  f  cos  X  , 

0  0 


das  erste  konvergiert,  solange  a  zwischen  0  und  2,  das  zweite, 
solange  cc  zwischen  0  und  1  liegt.  Denn  coso;  wird  mit  ver- 
schwindendem X  gleich  1,  sina:  proportional  mit  x. 

§8. 

Stetigkeit  eines  bestimmten  Integrals  als  Funktion 

eines  Parameters. 

Wenn  in  einem  bestimmten  Integrale 


0 

(1)  <&(y)=|/"(^,y)d 


X 


die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  außer  von  x 
von  einer  zweiten  Variablen  «/,  einem  sogenannten  Parameter, 
abhängt,  so  ist  das  Integral  selbst  eine  Funktion  dieser  Variablen  y. 
Es  gilt  dann  der  Satz: 

1.  Wenn  f(x^  y)  eine  stetige  Funktion  der  beiden 
Variablen  x^y  ist,  so  ist  ^(t/)  eine  stetige  Funk- 
tion von  t/. 

Denn  ist  die  Schwankung  der  Funktion  f{x^y)^  während  x 
fest  bleibt  und  y  ein  Intervall  8  durchläuft,  kleiner  als  Z),  so 
kann  man  D  von  x  unabhängig  annehmen  und  doch  bei  der 
Voraussetzung  der  Stetigkeit  von  f{x^  y)  zugleich  mit  d  unendlich 
klein  werden  lassen  (§  2).  Dann  ist  aber  die  Schwankung  von 
0(y)  kleiner  als  D(6  —  a),   worin   die  Stetigkeit  von  0{y)  liegt. 

Dieser  Satz  gilt  zunächst  nur  für  den  Fall  endlicher  Grenzen. 
Wird  eine  Grenze  unendlich,  so  erhält  man  durch  Anwendung 
des  ersten  Mittelwertsatzes  folgende  Fassung  des  Satzes  von  der 
Stetigkeit: 

2.  Das  Integral 


00 


♦(2)  ^(y)=^t(x)(p(x,y)d 


X 
a 
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ist  eine  stetige  Funktion  von  y,  wenn  tlf{x)  im 
Integrationsintervalle  positiv  ist,  wenn  das 
Integral 


00 


(3)  {t{Jc)dx 


konvergiert,  und  wenn  g?(-r,t/)  in  endlichen  Grenzen 
bleibt  und  für  endliche  x  eine  stetige  Funktion 
von  x^y  ist. 

Denn  setzt  man 

h  CO 

0{y)  =  1  t{x)(p{x,y)dx+  \  tl}{x)q){x,y)dx, 

a  h 

SO  kann  man  zunächst  b  von  y  unabhängig  so  groß  annehmen, 
daß  das  Integral 

00 


I 


^  (x)  dx 

h 
und  folglich  auch 

^  {x)q>{x.y)dx 


\ 


h 

kleiner  wird  als  eine  beliebig  kleine  Größe  Va«.  Dann  ist  auch, 
während  y  ein  Intervall  8  durchläuft,  die  Schwankung  dieses 
Integrals  kleiner  als  Va  ^  i  ^^^  dann  kann  man  noch  nach  dem 
Satze  1.  das  Intervall  d  so  klein  annehmen,  daß  auch  die  Schwan- 
kung des  Integrals 

h 

\'il^(x)(p{x,y)dx 

a 

kleiner  als  72^'»  ^^d  folglich  die  Schwankung  von  ^{y)  kleiner 
als  CO  wird. 

Zu  bemerken  ist,  daß  dieser  Satz  auch  dann  noch  gilt,  wenn 
die  Funktion  tlf(x)  nicht  von  unveränderlichem  Vorzeichen  ist, 
vorausgesetzt,  daß  das  Integral  (3)  unbedingt  konvergent 
ist,  d.  h.,  daß  das  Integral 


00 


1 


tlf{x)\dx 


2* 
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noch  konvergiert,  wenn  |i<'(a:)|  den  absoluten  Wert  von  il^{x)  be- 
deutet. Denn  ist  q)  (a?,  y)  dem  absoluten  Werte  nach  immer 
kleiner  als  eine  endliche  Größe  £,  so  ist 

^ (^) 9^ (^> y)dx<zK\  \tlf{x)\dx 

h 

und  kann  durch  ein  von  y  unabhängiges,  hinlänglich  großes  b  be- 
liebig klein  gemacht  werden. 

Dasselbe  Schlußverfahren   gestattet  auch  die  Stetigkeit  des 
Integrals 


I 


(4)  j  ^  (^)  9^  (^,  y) 


dx 


zu   erweisen,    wenn   ^(x)    an   den  Grenzen   oder  zwischen    den 
Grenzen  in  einzelnen  Punkten  so  unendlich  wird,  daß  das  Integral 

h 

t  (x)  dx 

a 

unbedingt  konvergent  bleibt. 

§9. 

Stetigkeit  eines  Integrals  bei  bedingter  Konvergenz. 

Wir  wenden  den  zweiten  Mittelwertsatz  an  zum  Beweise  eines 
wichtigen  Satzes  über  die  Stetigkeit  eines  bestimmten  Integrals: 

Ist    q>(x)    eine    endliche    Funktion    von    der    Be- 
schaffenheit, daß  das  Integral 


00 


(1)  jg'(a^)rf 


X 


a 


konvergiert  (bedingt  oder  unbedingt),  ^(o?)  eine  stetige 
Funktion,  die  von  einem  bestimmten  x  an  fort- 
während abnimmt  und  sich  mit  unendlich  wachsen- 
dem X  der  Grenze  Null  nähert,  a  eine  Variable,  die 
sich  von  positiven  Werten  der  Grenze  Null  nähert, 
so  ist 


00  00 


(2)  lim  I  qp  (^)  il'  (jxx)  d^  =  ^  (0)     (p(x)  dx. 
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Es  ist  nämlich  nach  dem  zweiten  Mittelwertsatze 

c 

l  q){x)ilj{ax)dx 

a 
h  £  c 

=    (p (x)  t  (ccx) dx -^  t  (ab)  I  (p(x)dx-\-t(ccc)  I  q>{x)dx 

a  h  i 

und  für  c  =  oo 

00  ft  '  5 

(p{x)tl;(ux)dx  =  \(p(x)tl}(ax)dx-\-if(ab)  \(p(x)dx 

a  ä  b 

ferner 

00  h  oo 


Np  (ic)  da;  =  l  qp  (a;)  diu  +  MP  (^)  d^^ 


und  daraus 


CO 


I  q){x)^  {ax)  dx  —  ^  (0)  Kp  {x)  dx 


a 

5 


CO 


=  I  qp(a;)[V^(aa;)  —  tlf{0)]dx-{-^{ab)    q>{x)dx  — 1^(0)    q>{x)dx. 

a  b  h 

Daraus  läßt  sich  zeigen,  daß  man  a  so  nahe  an  Null  an- 
nehmen kann,  daß  die  linke  Seite  dieser  Gleichung,  die  von  b 
gar  nicht  abhängt,  beliebig  klein  wird. 

Da  if  {ab)  immer  unter  einer  endlichen  Grenze  bleibt,  so  kann 
man  zunächst  nach  der  über  (p(x)  gemachten  Voraussetzung  b, 
von  a  unabhängig,  so  groß  annehmen,  daß 


S 


!(;  («6)    9  (x)  dx  —  ^  (0)     q)  (x)  dx 

b  b 

beliebig  klein  wird.    Ist  dies  geschehen,  so  kann  man  a  so  klein 
machen,  daß  die  Differenz 

^  (ax)  —  t  (0) 
für  jedes  x  zwischen  a  und  b  und  folglich  auch  das  Integral 

b 

|,W[,(».)_*(0)]fe 

a 

beliebig  klein  wird.    Damit  ist  der  verlangte  Beweis  geführt. 
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.  Der  am   häufigsten  angewandte  spezielle  Fall  dieses  Satzes 
ist  der,  wo  t  {x)  =  e~*  ist,  und  dann  lautet  unser  Satz : 


00  00 


lim    e-^^q> {x) dx  ^=\q) {x) dx^ 

a  =  0  •'  •' 


0 
a  a 


wobei  nur  die  Voraussetzung  zu  machen  ist,  daß  das  Integral 
rechter  Hand  konvergiert. 

§10. 

Differentiation  eines  Integrals  nach  einem  Parameter. 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  geben  uns  die  Mittel 
zur  Differentiation  eines  bestimmten  Integrals.  Wir  stützen  uns 
dabei  auf  den  Fundamentalsatz  der  Differentialrechnung,  daß, 
wenn  qp(y)  eine  Funktion  von  y  ist,  deren  Differentialquotient 
q)*  (y)  eine  stetige  Funktion  von  y  ist,  für  ein  beliebiges  ä,  soweit 
die  vorausgesetzte  Stetigkeit  besteht,  die  Formel  gilt 

worin  0-  ein  positiver  echter  Bruch  ist. 

Es  sei  nun  q>{x^y)  eine  Funktion  von  der  Eigenschaft,  daß 
der  Differentialquotient 

eine  stetige  Funktion  von  x  und  y  ist,  die  zwischen  endlichen 
Grenzen  eingeschlossen  ist,  und  il){x)  wie  früher  eine  Funktion, 
für  die  das  Integral 


00 


^  (;r)  dx 


unbedingt  konvergiert. 
Ist  dann 


00 


(2)  <P  ((/)  =  U  (a;)  9  (x,  y)  dx, 

a 

SO  folgt 


00 


<p  (y + fe)  —  <P  (y)  ^  [^(a;)WM+*)zz^(£LJ!)dic, 


a 


und  nach  (1) 


§  11.  Yertauschung   der  Integrationsfolge.  23 


h 


OD 


wenn  wir   nun    h  gegen  0   konvergieren   lassen   und    von    dem 
Schlußverfahren  des  §  8  Gebrauch  machen,  so  folgt 


00 


(3)  ^-^  =  |.wisf»),,. 


a 


Man  erhält  also  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen den  Differentialquotienten  der  durch  (2) 
definierten  Funktion  <^(t/),  indem  man  unter  dem 
Integralzeichen  nach  y  differentiiert. 

Als  spezieller  Fall  ist  hierin  der  der  endlichen  Grenzen 
enthalten.  Man  hat  nur  if{x)  zwischen  a  und  b  gleich  1  und 
zwischen  b  und  oo  gleich  0  anzunehmen.  Dann  ergibt  sich  der 
Differentialquotient  der  Funktion 

(4)  '^{y)  =  \(p(oo,y)dx 

a 

in  der  Form 

(5)  ^4M=bjfSEiy)ä,^ 

^  ^  dy  ]      cy  ' 

a 

und  die  einzige  hierbei  zu  machende  Voraussetzung  ist  die,  daß 
der  nach  y  genommene  Differentialquotient  von  q>  (a:,  y)  eine 
stetige  Funktion  von  x  und  y  sei. 

§11. 
Vertauschung  der  Integrationsfolge. 

Durch  die  ümkehrung  der  Sätze  des  vorigen  Paragraphen 
gelangen  wir  zu  der  Integration  eines  bestimmten  Integrals  nach 
einem  Parameter. 

Es  sei,  wie  bisher,  vorausgesetzt,  daß  das  Integral 


flO 

(1)  |^(x) 


dx 


a 


unbedingt  konvergiere.    Es  sei  fem  er  x(x,y)  eine  in  endlichen 
Grenzen  eingeschlossene  stetige  Funktion  von  x  und  y  und 
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9(^»y)  =  \x{^'^y)dy, 


und  folglich,  wenn  «,  ß  zwei  endliche  Werte  sind, 

f 

(2)  g>(x,ß)  —  (p(x,(K)=  \xix,y)dy. 


U 


Nun  kann  man  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen: 


OD 


j-\ip (x)  q>{x,y)dx=  U (x) x (x,y) dx 

a  a 

zwischen  den  Grenzen  a  und  ß  integrieren  und  erhält  links: 


00 


j  *  w  [9  (^1  ß)  —  ^  (^1 «)]  ^^1 

a 

oder  wegen  (2): 

(3)  \t{x)dx\x(pc,y)dy  =1  dy  \if{x)x(3Cyy)dx. 

a  a  a  a 

Nehmen  wir  an,  daß  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte 
von  X  das  Integral 

(*)  J  X  (a?,  y)  dy 


a 


konvergent  sei,  und  zwar  so,  daß  das  Integral  (4)  unter  eine  be- 
liebig gegebene  Grenze  heruntersinkt,  wenn  a  über  einem  von  x 
unabhängigen,  hinlänglich  großen  Werte  liegt,  so  folgt  aus  den 
Stetigkeitssätzen  des  §  8: 


X  00  00  00 


(5)  j  V{oc)dx\x{^^y)^y  =  1  dy\^{x)x{x,y)dx, 

a  a  a  a 

und  diese  Formel  gilt  auch  noch  dann,  wenn  das  Integral  (4) 
für  a:  =  00  oder  einen  anderen  besonderen  Wert  von  x  zu  kon- 
vergieren aufhört,  wenn  es  nur  mit  der  Annäherung  von  x  an 
diesen  Wert  einen  endlichen  Wert  nicht  überschreitet  und  die 
unbedingte  Konvergenz  des  Integrals  (1)  festgehalten  wird. 

Als  Spezialfall  ist  auch  hier  die  Vertauschbarkeit  der  Inte- 
grationsfolge bei  endlichen  Grenzen  in  diesen  Sätzen  enthalten, 
die  sich  in  der  Formel  ausdrückt: 
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h         ß  ß         1» 

(6)  \dx\xioi^,y)dy  =\dy\x(a:,y)dx. 


a  a 


,  Wir  wollen  noch  einen  zweiten  Satz  über  die  ümkehrung 
der  Integrationsfolge  ableiten. 

Es  sei  f{x^  y)  eine  Funktion,  die  für  positive  x^  y  nur  positive 
oder  wenigstens  keine  negativen  Werte  annimmt  und  einen  end- 
lichen Grenzwert  nicht  übersteigt.    Dann  hat  das  Integral 


X  y 

^da^f{a,ß)dß  =  F{x,y) 


für  jedes  positive  ät,  y  einen  bestimmten  endlichen  Wert,  der 
sowohl  mit  wachsendem  x  als  mit  wachsendem  y  zunimmt  (oder 
wenigstens  nicht  abnimmt).  Wenn  nun  die  Funktion  F{x^  y)  nicht 
über  alle  Grenzen  wächst,  so  hat  sie  eine  obere  Grenze  A^  und 
wir  können  ein  Zahlenpaar  a,  6  so  bestimmen,  daß  der  Unter- 
schied A  —  F(a^b)  kleiner  ist  als  eine  beliebig  gegebene  Größe  co. 
Der  Unterschied  A  —  F{x^y)  wird  dann  um  so  mehr  kleiner  als 
CO  sein,  wenn  x^a^y^h  ist,  und  es  folgt  daraus,  daß  A  der 
Grenzwert  von  F{x^  y)  ist,  wenn  x  und  y  irgendwie  ins  Unend- 
liche wachsen. 

Wenn  das  Integral 


00 


(7)  jd«j /•(«,/?) d/3 

0  0 

konvergiert,  so  ist  die  Voraussetzung  dieses  Satzes  erfüllt  und  es 
folgt,  daß  der  Wert  dieses  Integrals,  den  man  aus  F{x^y)  erhält, 
wenn  man  zuerst  y  und  dann  x  ins  Unendliche  wachsen  läßt, 
gleich  A  ist.  Denselben  Grenzwert  erhält  man  aber  auch,  wenn 
man  x^y  irgendwie  anders,  z.  B.  in  umgekehrter  Beihenfolge,  ins 
Unendliche  gehen  läßt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht,  wie  man  sieht,  wesentlich 
darauf,  daß  das  Integral 

OD  00  ah 

(8)  \da[f{a,ß)dß-\da{fia,ß)dß, 

0  0  0  0 

das  aus  lauter  positiven  Elementen  besteht,  für  hinlänglich  große 
a^b  unter  jede  gegebene  Grenze  co  herunter  sinkt,  und  dies  ist, 
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wenn  f{x^  y)  nicht  negativ  wird ,  eine  Folg^  der  Konvergenz  von 
(7).  Diese  Eigenschaft  des  Integrals  (8)  bleibt  aber  erhalten, 
wenn  f{x^y)  der  absolute  Wert  einer  Funktion  ^>{x^y)  ist,  die 
das  Zeichen  wechselt,  und  wir  können  f(oCyß)  in  (8)  durch  ^>{a^ß) 
ersetzen.  Wenn  wir  also  unter  absoluter  Konvergenz  eine 
solche  verstehen,  die  bestehen  bleibt,  wenn  das  Integrations- 
element durchweg  durch  seinen  absoluten  Wert  ersetzt  wird,  so 
haben  wir  den  Satz: 

Wenn  von  den  beiden  Integralen 


00  00  00  00 


[da{q>{a,ß)dß,       {  dß{^>ia,ß)da 

0  0  U  0 

das  eine  absolut  konvergiert,  so  konvergiert  auch 
das  andere,  und  beide  haben  denselben  Wert. 

Selbstverständlich  können  für  die  unteren  Grenzen  0  auch 
beliebige  andere  konstante  Grenzen  gesetzt  werden. 

Wie  bei  der  XJmkehrung  der  Integrationsfolge  Vorsicht  ge- 
boten ist,  zeigt  folgendes  Beispiel.    Die  Funktion 

'^^'^^  ~~  dxdy\x^-\- yV  ~     {x^  +  y^Y 

ist  für  jeden  Wert  von  x  eine  stetige  Funktion  von  y  und  für 
jeden  Wert  von  y  eine  stetige  Funktion  von  x.  Trotzdem  ist  sie 
in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  als  Funktion  von  x^y  unstetig. 
Integrieren  wir  zuerst  nach  y  und  dann  nach  x  beide  Male 
zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  so  folgt 


^4'^^Ä(^')  =  '' 


während  die  Vertauschung  von  x  mit  y  offenbar  den  entgegen- 
gesetzten Wert  ergeben  würde.  Wollte  man  in  dem  Doppel- 
integral die  positiven  und  die  negativen  Teile  für  sich  betrachten, 
so  würde  sich  für  beide  ein  unendlicher  Wert  ergeben. 

§12. 

Berechnung  bestimmter  Integrale.    Erstes  Beispiel. 

Die  Vertauschung  der  Integrationsfolge  ist  häufig  das  Mittel 
zur  Wertbestimmung  bestimmter  Integrale,  die  sich  nicht  aus 
dem    unbestimmten   Integrale    ableiten    lassen.     Wir    betrachten 
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einige  Beispiele,  die  wir  so  auswählen,  daß  sie  uns  später  nütz- 
lich sind. 

Das  Integral 


00 


0)  c  =  f 


e-'^de 


0 

ist   konvergent    und    hat    einen   bestimmten    positiven   Wert   C. 
Substituieren  wir  darin 

g  =  xy^        dz  =  xdy 

und  verstehen  unter  x  eine  positive  Konstante,  unter  y  die  neue 
Integrationsvariable,  so  folgt 

C  =  x  [er^^y^dy. 

0 

Hier  multiplizieren  wir  nun  mit  er-'^dx  und  integrieren  noch 
einmal  in  bezug  auf  x  von  0  bis  od.  Dadurch  ergibt  sich,  wenn 
man  in  (1)  0  durch  x  ersetzt: 


00  oc 


C^=  \€r-^xdx\er-'*^dy, 


0  0 

und  da  hier  nun  die  Bedingungen  für   die  Umkehrbarkeit  der 
Integrationsfolge  erfüllt  sind: 


00  00 


C^  =  {dy  {e-(^'^y'^''xdx. 
0        0 

Nun    ist    die    Integration    unbestimmt    ausführbar.    Es    ist 

zunächst 

00 


J  2(1-1 


0 

und  sodann 

00 

dy  % 


1 


2(1 +j/«)        4' 

0 

und  folglich,  wenn  man  die  Wurzel  zieht: 


00 


(2)  ü  ={e-*  de  =  \yi%. 
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Hieraus  folgt  auch  der  Wert  des  Integrals 

+  00 

(3)  {e-^dz  =  i'%. 


—  00 


Ist  p  eine  positive,  q  eine  beliebige  reelle  Eonstante,  so  kann 
man  in  diesem  Integrale  die  Substitution 

machen  und  erhält 

+00  —    r~ 

(4)  {er-p^'-^^'dx  =  e^  l/— 


-00 


Ein  anderes  bemerkenswertes  Integral  erhalten  wir  daraus 
auf  folgende  Weise:    Wenn  man  in  dem  Integrale 


00 


(5)  ^1-"^^  =  1 

die  Substitution  macht: 


JS 


=  „_i,     d.=(i  +  i)d«, 


worin  q  eine  positive  Größe  ist,  und  a  von  Yq  bis  oo    geht,  so 
erhält  man 

V^J_  in]  «2 

Im  zweiten  dieser  Integrale  substituiere  man 

so  daß  «1  die  Grenzen  ^q  und  0  erhält.    Setzt  man  dann  wieder 
a  an  Stelle  von  «i,  so  ergibt  sich 


Vir 
oder  endlich 


00  o 


(6)  "7=  f^         «'^da  =  c-2<?. 
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Macht  man  in  der  Formel  (6)  die  Annahme 
(7)  2g  =  (l-fi)i>,  2q^^ip^ 

und  trennt  den  reellen  von  dem  imaginären  Teil,  so  folgt 


00 


2    f       ,  Jt)2 

-=  I  e~«  cos^^-raa  =  e~P  cos«, 


0 

00 


(8) 

2   f        ,    .     p2 

'        0 

Da  aber  die  Formel  (6)  nur  für  ein  reelles  q  erwiesen  ist,  so 
müßte  die  Berechtigung  zu  der  Substitution  (7)  für  ein  reelles  p 
erst  nachgewiesen  werden.  Dies  kann  mit  Hilfe  der  Sätze  über 
die  Integration  auf  komplexem  Wege  geschehen,  worauf  hier  nicht 
näher  eingegangen  werden  soll. 

Die  Formel  (5)  läßt  sich  noch  auf  eine  andere  Weise  ver- 
allgemeinern. Man  erhält  nämlich  durch  die  Substitution  zYöc 
für  IS 

0  ' 

und  dies  läßt  sich  beliebig  oft  in  bezug  auf  u   differentiieren. 
Setzt  man  dann  wieder  a  =  1,  so  folgt  für  jedes  ganze  positive  n 


00 


(10)  j 


er^  z^""  dz  =  ^ 


1 3     2w— 1  y^ 


2  2  2         2 


§  13. 

Zweites  Beispiel. 

Als  zweites  Beispiel  wollen  wir  das  Integral  betrachten 


00 


(1)  ^  =  je-vsinj/^, 

0 

worin  6  eine  positive  Konstante  sein  soll.    Es  ist  aber,  wie  sich 
durch  unmittelbare  Integration  ergibt,  für  jedes  positive  y 


\ 


00 


e-y^dx  = 


y 

und  wenn  wir  dies  in  A  einsetzen: 
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00  00 


A  =  I  siny  dy  I  er-v^dx^ 


0 

oder  nach  Umkehrung  der  Integrationsfolge: 


00  00 


(2)  ^  =    da:    e-^y  sin  y  dy. 

c  0 

Es  ergibt  sich  aber  durch  Differentiation 

—  €^''y{cosy-\-xsmy)  =  — (l-\-x^)€^^ysiay^ 
und  hieraus  durch  Integration  nach  y: 

00 

(3)  \e-'y  siny  dy  = 


1  -f  X' 

0 

Es  folgt  also 

00 

dx 


=1t 


+  x^ 


=  arc  cotg  €, 


7t 

wenn  arc  cotg  s  zwischen  0  und  ~  genommen  ist.    Also  haben 


wir  das  Integral 


oo 


dy  _ 


(4)  I  er-^y  sin  y  ^^^^  =  arc  cotg  e. 

0 

Ist  b  eine  positive  Konstante,  so  kann  man  in  (4)  y  durch 
by  ersetzen,  und  wenn  man  noch  sb  =  a  setzt,  so  folgt 


00 


(5)  I  e^'^y  sin 6t/  —  =  arc  cotg  j-  =  arc  tg  — , 

0 

und  diese  Formel  bleibt  auch  für  negative  b  richtig,  wenn  arc  tg 

7t  7t 

zwischen  — —  und  -|-—  genommen  wird. 

Da  das  Integral,  wie  in  §  7  gezeigt  ist,  noch  konvergent 
bleibt,  wenn  a  =  0  wird,  so  können  wir  seinen  Wert  nach  dem 
Satze  des  §  9  bestimmen,  und  erhalten: 


00 


(6)  ^^^y=^\ 

0 
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Diese  Formel  ist  nur  richtig,  wenn  b  positiv  ist  Für  b  =  0 
ist  die  linke  Seite  =  0  und  ergibt  für  negative  b  den  entgegen- 

gesetzten  Wert  — ^«  Das  Integral  selbst  ist  also  eine  bei  6  =  0 

unstetige  Funktion  von  b. 

Setzt  man  in  (6)  6  =  1  -[-  «  und  6=1  —  a,  so  folgt 


00 


8m(l-|-a)«j  ,    n  .  ^ 

y      <^y  =  +  2      o<« 

0 

CO 

sin(l — a)y  ,  .    n  .^     ^, 

— ^ ^dy=  +  2  0<«<1 

0 


I 

0 

Ol 

1 


1<«, 


~~  2 
und  hieraus  folgt  durch  Addition: 

00 

/^x                      f  sin  y  cos  ay  ,  %  rv  ^     ^  i 

(7)  J — ^— -dy=2  0<a<l 

=  0  l<a. 

Bei  Vertauschung  von  «  mit  —  a  bleibt  das  Integral  ungeändert. 

§14. 

Drittes  Beispiel. 

Ein   in   Anwendungen    öfter    vorkommendes   Integral   erhält 
man  aus  der  oben  schon  benutzten  Formel 


so 


dy     n 

1+7^  —  2 

0 

durch  die  Substitution 


1 


A  .  ^  A    den 


y=^tg(X),        dy  =  ^ 


B  ^    '  "^       B  cos^cö' 

worin   J.,  B  positive   Konstanten   sind.     Die   Integrationsgrenzen 

für  (o  sind  0  und  — ,  so  daß  man  erhält: 


1 


2 

dcD  % 


A^  sin2  cö  +  jB2  cos«  o        IAB 

0 


Setzt  man  weiter 
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8in2  o)  —  l  —  coss  (ö,        A^  =  a\        B^  —  Ä^  =  h\ 
so  folgt  daraus 


(^)  j« 


worin  a  und  ^a^-\-b^  positiv  sind. 

Hierin  kann  man  auf  der  linken  Seite  die  Zerlegung  an- 
wenden 

a2  -|-  62  cosä  (D  =(a-\-bi  cos  cö)    (a  —  6i  cos  o) 

a2 -j- 6^ cos2 Co        a-f-^^cosoj    "^  a  —  6icoscö' 
j^orin  i  =r  y —  1  ist,  und  erhält : 

7t  n  n 

2  2  2 

,^.      f  dö  1    r         dm  i_    ^    f  ^^ 

^  "^     J  a2-)-62cos2cö        2a  J  a-|-öicosco    ""  2a J  a  —  öicoso 

0  0  0 

Das    letzte    dieser  Integrale    ergibt    durch   die   Substitution 
%  —  o  für  oj 

n 


2  n 

f         do  _  f_ 

Ja  —  6  e  cos  o        Ja 


dß} 


+  ö^cosco' 

TT 

2 


und  danach  lassen  sich  die  beiden  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  von  (3)  durch  ein  einziges  zwischen  den  Grenzen  0  und  % 
ersetzen.     Man  erhält  so 


n 

w  L- 


d{Q  n 


-\-})%  cos  CO  y^2  J^  fc2 


In  dieser  Formel,  in  der  die  Quadratwurzel  ya^-j-ft^  positiv 
ist,  ist  a  eine  beliebige  positive  Konstante,  während  6  so- 
wohl positiv  als  negativ  sein  kann  (es  könnte  sogar  ö^  negativ 
sein,  wenn  nur  a'-l-ft»  positiv  bleibt). 

§15. 
Die  Gamma-Funktion. 

Viele  der  in  den  Anwendungen  vorkommenden  bestimmten 
Integrale,  auch  zum  Teil  die  im  vorhergehenden  betrachteten, 
stehen  in  engem  Zusammenhang  mit  dem  unter  dem  Namen  der 
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Gamma -Funktion  bezeichneten  Eul  ersehen  Integral,  das  durch 
die  Formel 


00 


(1)  [  e-*  a:«-'  dx  =  r(a) 

0 

bezeichnet  wird.  Solange  a  eine  positive  reelle  Zahl  ist,  ist 
dieses  Integral  konvergent  und  die  Funktion  r{a)  also  durch  diese 
Formel  definiert. 

Man  erhält  unmittelbar 

(2)  r(i)  =  1, 

femer 


00 


-©=l-l' 


0 

oder  wenn  man  Y^  =  ^  substituiert 

00  4-00 

0  — 00 

und  folglich  nach  §  12  (3) 

Durch  Anwendung  der  partiellen  Integration: 

er-^x^  =  a  1  e-*  x^-^  dx  —  j  e-'^x^dx 

ergibt  sich  die  Rekursionsformel: 

(4)  r(a+l)=r  ar(a) 
und  durch  wiederholte  Anwendung: 

(5)  r(a  +  w)  =  a(a+l)  .  .  .  (a  +  w— l)r(a), 

wodurch  man  die  Berechnung  von  r(a)  auf  den  Fall  zurückführen 
kann,  daß  a  ein  echter  Bruch  ist    Überdies  kann  die  Formel  (5) 
dazu  dienen,  r(a)  für  negative  a  zu  definieren. 
Für  a  =  1  ergibt  sich  aus  (5)  nach  (2): 

(6)  r(n+l)  =  1.2.3...n  =  77  (n). 

Man  kann  die  Gamma-Funktion  auch  durch  den  folgenden 
Grenzwert  darstellen: 

Bie  mann- Web  er,  Partielle  Differentialgleichungea.   I.    6.  Aufl.  q 
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n 


(7)  r(a)  =  Um  f  x«-!  (l  —  -Xdx, 

n  —  co  J  \  W/ 

0 

wobei  man  n  als  ganze  Zahl  ins  Unendliche  wachsen  läßt.    Denn 
dies  Integral  geht  yermöge  des  Grenzüberganges 


lim  (1 )  =  e-^ 


für  n  =  00  in  das  Integral  (1)  über.  Die  Berechtigung,  den 
Grenzübergang  unter  dem  Integralzeichen  vorzunehmen  muß  frei- 
lich, wie  es  in  der  Integralrechnung  geschieht,  noch  nachgewiesen 
werden.     Substituiert  man  dann  x  =  nz^  so  folgt 

1 

(8)  r{a)  =  lim  w«  [  z^-^  (1  —zY  dz. 

0 

Setzt  man  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 

1 

B^^iz'-^il  —  eydg,   -Bo  =  ^, 

0 

so  ergibt  sich  durch  partielle  Integration  [Differentiation  und 
darauffolgende  Integration  von  z°'{\ — zY\. 

und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel: 

/n\  7?  1 . 2 .  o      ...       w 

(9)  Jon  =  T—^ i 

Hiernach  folgt  aus  (8) 

(10)  r(a)  =  lim     ^Vn"'/^!'\ ' 

^     ^  ^^       n=oo  a.(a+l)  •  .'.  (a  +  w) 

Durch  diese  Formel  hat  Gauß  die  Funktion  r{a\  die  er  mit 
71  (a — 1)  bezeichnet,  definiert,  und  diese  Definition  hat  den  Vor- 
zug, daß  sie  auch  für  negative  und  selbst  für  komplexe  Argument- 
werte brauchbar  ist. 

Bildet  man  nach  (10)  das  Produkt  r{a)  r{\ — a),  so  ergibt 
sich: 

r(a)r(l  — a)=lim  ^ 


"■'•('-p)('-?)-(>-3 
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also  nach  bekannter  elementarer  Formel: 
(11)  ria)r(l-a)=-" 


sma^r 


woraus  sich  für  a  t=  i/j  wieder  die  Formel  (3)  ergibt. 

Macht  man  in  der  Definitionsgleichung  (1)  die  Substitution 
X  =  hzy  worin  i  eine  positive  Größe  bedeutet,  so  ergibt  sich  die 
häufig  gebrauchte  Formel: 


00 


(12)  jer-'"g'-^d0  =  ^, 

0 

und  diese  Formel  gilt  auch  noch,  wenn  k  =  p-{-qi  komplex  ist, 
solange  nur  der  reelle  Teil  p  positiv  ist. 

Die  an  sich  mehrdeutige  Potenz  k^  ist  dann  so  zu  erklären: 

woarctg-  zwischen  ——und  +77  zu  nehmen  ist. 
°j)  2  '  2 

Die   Trennung   des   reellen    von   dem  imaginären   Teil  gibt 

alsdann : 


00 


\e-p*  jg^-'^  GOBq0  de  =    ,  g  cos(  aarctg^ V 

(13)        \ 

\e-»*  jg;«— 1  sin  Q0  dz  =    ,        ^    a  8in(aarctg-V 

Aus  §  7  ergeben  sich  die  Fälle,  in  denen  diese  Integrale  für 
l>  =  0  konvergent  bleiben,  nämlich  das  erste,  wenn  0<;a<lj 
das  zweite,  wenn  —  1  <  a  <  +  1  ist,  und  nach  §  9  erhält  man, 
wenn  q  positiv,  also 


ist. 


limarctg-  =  — 
P=o  P        2 


00 


(14) 


;8^-^  co^qzdz  =  — ^^  cos (a-j,         0<a<l, 


0 

00 


\  eo-^ain qe dg  = -^  sin (a^\    — l<o<4-l. 


3* 
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^  Das  zweite  dieser  Integrale  gilt  auch  noch  für  a  =  0,  wenn 
man  ar(a)=  1  setzt,  und  ergibt  für  ein  positives  q,  wie  in 
§  13  (6): 


CO 


\ 


singjsr  ,  . TT 

z  2 


Nimmt  man  in  (14)  a  =  ^  an,  substituiert  j8  =  x^^  so  folgt 
nach  (3): 

(15)  I  Qo^{ciX^)dx  =  I  siu(qx^)dx  =  1/—  • 


—  00  — 00 


Tafeln  für  die  numerischen  Werte  der  T- Funktion  finden 
sich  bei  Gauß  [log  77^  =  log r(-8r -f- 1)  auf  10  Stellen,  Werke 
Bd.  III,  S.  161]  und  bei  Legendre  (Traite  des  fonctions  ellip- 
tiques  et  des  Integrales  Euleriennes). 


') 
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Der  Foupiersciie  Lehrsatz, 


§  16. 
Das  Dirichletsche  Integral. 
Das  im  §  13  und  15  abgeleitete  Integral: 


00 


(l)  \^^V  =  \^        für.>0 

0 

ist  ein  spezieller  Fall  eines  sehr  allgemeinen,  von  Dirichlet 
zuerst  bestimmten  Integrals,  welches  seiner  mannigfachen  An- 
wendungen wegen  von  großer  Wichtigkeit  ist.  Zur  Ableitung 
dieses  Integrals  wollen  wir  jetzt  übergehen.  Wenn  wir  unter  ft 
eine  beliebige  positive  Größe  verstehen,  so  ist  das  Integral 

sin  Afi 


=|s 


il. 


welches  für  a  =  0,  6  =  oo  in  das  Integral  (1)  übergeht,  für 
beliebige  Grenzen  zu  untersuchen.  Wir  können  den  Wert 
zwar  nicht  allgemein  bestimmen,  wohl  aber  seinen  Grenzwert 
für  ein  unendlich  wachsendes  ft.  Wenn  wir  nämlich  unter  dem 
Integralzeichen  eine  neue  Variable  l^  =  x  einführen,  so  er- 
halten wir: 

j        f  sin  a; 


X 

an, 


dx. 


Wenn  nun  a  und  b  positiv  sind,  so  nähert  sich  dies  Integral 
mit  unendlich  wachsendem  fc  wegen  der  Konvergenz  des  Inte- 
grals (1)  der  Grenze  0.  Ist  aber  a  =  0  und  b  positiv,  so  erhält 
L  den  Grenzwert  7c/2.    Wir  erhalten  also  das  erste  Resultat: 
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b 

lim  f  iili^  dk  =  0         0<a<b, 


a 


L 


lim  f^ 


—  £/;i  =-jr  0  <  6. 


0 

Aus  der  Formel 


f«5^di  =  j?iE£d 


a: 


können  wir  auf  den  folgenden,  etwas  allgemeineren  Satz  schließen: 

Es  ist 


a 


IL  lim      — p-^  dA  =  -, 

0 

wenn  ft  ins  Unendliche  wächst  und  gleichzeitig  a  so  unendlich 
klein  wird,  daß  a^i  noch  unendlich  groß  wird.   Man  erreicht  dies 

z.  B.  dadurch,  daß  man  a  =  {iT^  annimmt 

Die  Formeln  I  gelten  überhaupt  auch  dann,  wenn  a  und  h 
mit  fi  variabel  sind,  vorausgesetzt  nur,  daß  aft  und  hin  mit  ft 
zugleich  unendlich  werden. 

Es  sei  nun  i>{x)  eine  Funktion,  die  in  dem  Intervalle  (a,  V) 
die  folgenden  Bedingungen  erfüllt: 

1.  iif{x)  bleibt  in  endlichen  Grenzen. 

2.  ^(or)  ist  in  dem  Intervalle  mit  wachsendem  ic  nicht 
wachsend  oder  nicht  abnehmend^). 

Wir  suchen  das  Integral 

h 


1 


,  ...   sin^fi  , 


oder  vielmehr  dessen  Grenzwert  für  ein  unendlich  wachsendes  ft. 
Hier  können  wir  den  zweiten  Mittelwertsatz  anwenden  und  er- 


*)  Für  die  Anwendungen  würde  es  genügen ,  die  Funktion  \p  {x)  stetig 
anzunehmen.  Die  Beweise  sind  aber  ebenso  einfach  ohne  diese  Voraus- 
setzung zu  führen,  wenn  man  noch  bedenkt,  daß  nach  den  Sätzen  von  Bie- 
mann  (vgl.  §  4,  Anm.)  die  Funktion  V'(^)  unter  den  Voraussetzungen  1.,  2. 
immer  integrierbar  ist,  und  daß  das  Produkt  zweier  integrierbarer  Funk- 
tionen gleichfalls  integrierbar  ist. 
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halten,  indem  wir  zwischen  0  und  b  eine  noch  unbestimmte 
Größe  a  einschieben  und  unter  $,  i^  Mittelwerte 

0<^<a<i2  <b 
verstehen : 

a  a  fl 

worin  bei  etwaiger  Unstetigkeit  unter  i^(0),  ^(a)  in  der  ersten 
Formel  i^(+0),  i;{a  —  0)  und  unter  ^(a),  if{b)  in  der  zweiten 
^(a-4-0),  ^(6  —  0)  zu  verstehen  ist. 

Wenn  wir  zunächst  in  der  zweiten  dieser  Formeln  fi  bei 
festgehaltenem  a  unendlich  werden  lassen,  so  ergibt  sich  nach  L: 

h 

m.  lim  f  i^(A)  ?i^  dA  =  0,        0  <  a  <  ft. 

a 

Läßt  man  aber  a  mit  unendlich  wachsendem  ft  unendlich  klein, 
a(i  aber  noch  unendlich  groß  werden,  so  wird  in  der  eristen 
Formel  i^  (a)  —  t  (0)  unendlich  klein,  und  das  Integral 


sin  Au   , , 


wird  jedenfalls  nicht  unendlich,  wenn  man  auch  seinen  genauen 
Grenzwert  wegen  des  unbekannten  ^  nicht  angeben  kann.  Die 
beiden  Integrale  mit  der  Grenze  rj  in  der  zweiten  Formel  (2) 
werden  nach  I.  mit  unendlich  wachsendem  ii  unendlich  klein. 
Addiert  man  also  die  beiden  Formeln  (2)  und  geht  dann  zur 
Grenze  ft  =  oo   über,  so  folgt  aus  IL : 

IV.  lim  f^(A)?i^dA=Ji^(4-0> 

0 

Da  hier  die  rechte  Seite  von  b  ganz  unabhängig  ist,  so  folgt 
auch  wieder  die  Formel  IIL  aus  IV. 
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§17. 

Yerallgemeineruiigen. 

Die  Sätze  lassen  sich  von  den  gemachten  Voraussetzungen 
teilweise  befreien: 

1.    Wenn  die  Funktion  ^(a;)  an  der  oberen  Grenze  b  des 
Intervalls  unendlich  wird,  jedoch  so,  daß  das  Integral 


0 

(1)  ji/;(^)rf:c 


konvergent  ist,  so  bleiben  die  Formeln  III.  und  IV.  gültig. 
Denn  zunächst  sind  diese  Formeln  zweifellos  anwendbar  auf 
das  Intervall  (0,  b  —  «),  und  wenn  sich  nun  beweisen  läßt,  daß 
das  Integral 


1 


^(^X)'^dX 


bei  hinlänglich  verkleinertem  e  für  jedes  (i  einen  unendlich 
kleinen  Beitrag  zu  dem  ganzen  Integral  liefert,  so  folgt  die 
Richtigkeit  der  Formeln  in  dem  ursprünglichen  Intervall. 

Nach  der  Voraussetzung,  daß  i^  (x)  nicht  wachsen  oder  nicht 
abnehmen  und  doch  unendlich  werden  soll,  können  wir  zunächst 
€  so  klein  annehmen,  daß  ^(^)  im  Intervall  (b  —  6,  b)  keine 
Zeichenänderung  mehr  erleidet,  also  etwa  positiv  bleibt.  Da 
aber  sinftA  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist  im  Intervall  (b  —  a,  b) 

sin  /i  A  1 

und  mithin,  dem  absoluten  Werte  nach, 

l»  b 

&  —  8  b — «. 

und  dies  wird  wegen  der  vorausgesetzten  Konvergenz  des  Inte- 
grals (1)  mit  €  zugleich  unendlich  klein. 

Gleiches  gilt  für  die  Formel  III. ,  wenn  xl;  (x)  für  x  =  a  so 

unendlich  wird,  daß  die  Konvergenz  des  Integrals  (1)  nicht 
aufhört. 

2.    Die  Sätze  III.  und  IV.  gelten  auch  dann  noch,  wenn  das 

Intervall   (0,  b)  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilinter- 
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Valien  zerfällt,  in  deren  jedem  einzeln  durch  die  Funk- 
tion tif{x)  die  Voraussetzung  §  16,  1.,  2.,  befriedigt  ist. 

Um  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  die  Formeln  III. 
oder  IV.  auf  jedes  der  Teilintervalle  anzuwenden,  in  denen  die 
Voraussetzungen  dieser  Formeln  erfüllt  sind,  und  die  erhaltenen 
Resultate  zu  addieren. 

Dasselbe  gilt,  wenn  die  Funktion  an  einer  oder  mehreren 
Stellen  des  Intervalls  unendlich  wird,  wenn  nur  die  Funktion  in 
dem  Intervall  integrierbar  bleibt. 

3.  Ersetzen  wir  unter  dem  Integralzeichen  in  der  Formel  IV. 
die  Variable  k  durch  — A,  so  folgt 

0 

und  wenn  wir,  was  nur  eine  veränderte  Bezeichnung  ist, 
^( — x)  durch  ilf{^)  ersetzen: 

0 

(2)  Umf*(A)'-^dA  =  |,^(-0). 

Hiernach  lassen  sich  die  Formeln  III.  und  IV.  auch  auf 
negative  Werte  der  Grenzen  ausdehnen,  und  wenn  wir  dies  alles 
zusammenfassen,  so  erhalten  wir  die  folgende  allgemeine  Fassung 
des  Satzes  von  Dirichlet: 

V.  Es  sei  ^(^)  eine  Funktion  von  a?,  die  in  dem  Inter- 
vall (a,  b)  nicht  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  hat,  die  außerdem  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Punkten  so  unendlich  wird,  daß  das 
Integral 

^  (x)  dx 


I 


an  allen  diesen  Stellen  konvergent  bleibt;  dann 
ist  der  Grenzwert 

T      1    f  .  /IN  sin  uA  ,  - 

lim  -  U'  (A)  — f^  dk  =  0, 

a 

wenn  a,  b  gleiche  Zeichen  haben; 

=  k*  (+ 0) + T/- (- 0)] , 
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wenn  a  und  b  verschiedene  Zeichen  haben; 

wenn  a  =  0,  6  >.  0; 

wenn  6  =  0,  a  <  0; 

vorausgesetzt,  daß  ^  (+  0)  und  ^  (—  0)  endliche  Werte 
haben. 

Die  Funktion  ^(^)  ist  hier  eine  sogenannte  willkürliche 
Funktion,  wie  man  sie  in  der  mathematischen  Physik  häufig 
zu  betrachten  hat,  d.  h.  die  Funktion  braucht  durchaus  nicht 
irgend  einem  einheitlichen  analytischen  Gesetze  zu  folgen. 

Die  jetzt  noch  in  V.  enthaltenen  Voraussetzungen  können 
zum  Teil  noch  aufgegeben  werden,  worauf  aber  hier  nicht  ein- 
gegangen werden  solU). 

§  18. 
Das  Fouriersche  Doppelintegral. 

Aus  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  läßt  sich  nun  sehr  leicht 
das  Fouriersche  Doppelintegral  ableiten,  welches  bei  der  Inte- 
gration von  partiellen  Differentialgleichungen  mannigfache  An- 
wendungen gestattet. 

Es  sei  also  wieder  ilf(x)  eine  Funktion  von  x^  die  in  einem 
Intervall  (a,  b)  den  Bedingungen  des  Satzes  V.  des  vorigen 
Paragraphen  genügt.     Es  soll  der  Wert  des  Doppelintegrals 

(1)  O  =  {da\t{k)cosakdk 

0  a 

ermittelt  werden. 
Nach  §  4,  3.  ist 


u 


(2)  0  =  lim     d  a  U^  (A)  cos  eck  dL 

.U  ^  00   J  J 

0  u 

Solange   ft  endlich  ist,    können    wir    in    dem   Integral  die 
Reihenfolge  der  Integrationen  vertauschen  (§  11),  und  erhalten: 


*)  Hierüber  ist  zu  vergleichen  die  Abhandlung  von  Biemann:  „Über 
die  Darstellbarkeit  einer  Funktion  durch  eine  trigonometrische  Beihe",  und 
mehrere  Abhandlungen  von  P.  du  Bois-Beymond  im  Grelle  sehen  Journal. 
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ft  b  '     b  n  h 

\da\  ilf(k)  cosakdX  =     ^(A)dA  \cosakdu=    ilf(k) — j—  dA, 

0  a  a  '     0  a 

h 

also  0  =  Um  [tl;{kf-^^  dk, 

a 

und  folglich  erhalten  wir  nach  V.  des  vorigen  Paragraphen: 

CO  h 

VI.   -  I  da  I  ^(A)  cosaArfA  =  0, 

ü  a 

wenn  a,  6  gleiche  Zeichen  haben; 

=  ^[*(+0)  +  *(-0)], 
wenn  a,  b  verschiedene  Zeichen  haben; 

wenn  a  =  0,  6  >  0; 

wenn  6  =  0,  a  <  0. 

Man  sieht  hieraus,  daß,  wenn  b  positiv  geworden  ist,  der 
Wert  dieses  Integrals  von  b  nicht  mehr  abhängt,  und  es  liegt 
also  nahe,  b  ins  Unendliche  wachsen  zu  lassen.  Dies  wird  aber 
nur  von  Nutzen  sein,  wenn 

(3)  lim  I  du  I  i^(A)  coscckdk  =  1  da  1  ^(A)  cosakdk 

0  a  0  a 

ist,  und  es  wird  also  noch  festzustellen  sein,  unter  welchen 
Voraussetzungen  über  die  Funktion  ^  (k)  die  Gleichung  (3)  er- 
füllt ist 

Wenn  die  Formel  (3)  für  ein  positives  a  richtig  ist,  so  folgt 
ihre  Gültigkeit  für  ein  negatives  oder  verschwindendes  a  un- 
mittelbar aus  VI.,  und  es  ist  also  zu  untersuchen,  ob  und  unter 
welchen  Voraussetzungen  das  Integral 


00  00 


(4)  Ida  I  ^(A)cosaAdA, 


a 
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was  für  alle  positiven  a,  wiederum  nach  VI.,  denselben  Wert  hat, 
verschwindet. 

Dazu  ist,    wenn   die  Voraussetzungen  des  Satzes  V.  erfüllt 
sind,  notwendig  und  hinreichend: 


00 


00 


(5) 


lim  I  da  M('(A)  cosaXdk  =  0. 


a 


Dies  findet,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden,  statt: 
L    Wenn  das  Integral 


00 


(6) 


jtW 


dX 


a 


unbedingt  konvergent  ist. 
Unter  dieser  Voraussetzung  ist  nämlich  nach  §  11  (3): 

A«  00  00  |i 

(7)  I  da  I  ^(A)cos(aA)dA  =  I  ^(A)dA  I  cos («A) da 


0 


a 


00 


=  u(A)?iiif*dA. 


1 

a 

Daraus  folgt,  wenn  wir  durch  vertikale  Striche  die  absoluten 
Werte  bezeichnen,  da 


sin(A|Li) 


<T<^ 


00 


[da  [ *(A)  cos(aA)dA    <  -  j  *(A)dA, 


a 


00 


a 


und  da  rechts  fi  nicht  mehr  vorkommt,  so  gilt  dies  auch  für 
ft  =  oo: 


00 


00 


00 


j  da  j  ^(A)  cos(aA)dA  <  -  |  tWäX. 


a 


a 


Da  man  die  rechte  Seite  durch  hinlängliche  Vergrößerung 
von  a  beliebig  klein  machen  kann,  so  folgt  hieraus  die  zu  be* 
weisende  Gleichung  (5). 

Daß  die  Bedingung  L,  wenn  auch  hinreichend,  nicht  not- 
wendig ist,  ergibt  sich  aus  dem  Beispiel  i; (A)  =  sink: A,  für  das 
sich  die  Richtigkeit  von  VI.  für  6  =  od  aus  §  13  (7)  leicht  direkt 
beweisen  läßt. 
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Es  ist  darum  von  Interesse,  noch  ein  anderes  Kriterium  für 
die  Gültigkeit  von  (5)  zu  kennen.     Ein  solches  ist  das  folgende: 

1.  ^(A)  hat  erste  und  zweite  Derivierte. 

2.  ?(^(qo),  ^'(cx))  =  0. 


„.? 


00 


3.      ^"(A)  cos(aA)dA  konvergiert  für  a  >>  0. 


a 

00 


4.    I  t{k)  cos(aA)dA  konvergiert  auch  für  a  =  0. 


a 


Wenn  diese  vier  Forderungen  zugleich  erfüllt  sind,  dann  ist 
(5)  erfüllt. 

Bei  den  Forderungen  3.,  4.  kommt  es  hier  nicht  auf  un- 
bedingte Konvergenz  an;  dagegen  wird  die  gleichmäßige 
Konvergenz  vorausgesetzt,  d.  h.  es  wird. verlangt,  daß  sich]  in  3. 
und  4.  eine  von  a  unabhängige  Grenze  a  so  bestimmen  läßt, 
daß  diese  Integrale  kleiner  sind  als  eine  beliebig  kleine  Größe. 

Um  unsere  Behauptung  zu  beweisen,  nehmen  wir  eine  be- 
liebige positive  Zahl  c  und  setzen: 


00 


i^j  =  I  da  m(^(A)  cos(aA)dA 


0  a 

00  00 


=  I  da  I  ^(A)  cos(aA)dA. 


a 


Nach  der  Voraussetzung  4.  ist  zunächst  für  jedes  positive  a 

00 

I  ^(A)  cos(aA)dA 

a 

absolut  kleiner  als  eine  endliche  Größe  k  und  folglich 

\P,\<ck. 
Durch  genügende   Verkleinerung  von  c  kann  man  also  P^ 
beliebig  klein  machen.      Sodann  kann  man  Pg   durch   partielle 
Integration  in  die  Form  bringen: 


00  00 


<W  OD 

jj  ,  ,  ,  fsina«    ,  ,»/  \f  C08( 

-Pj  =  —  ^(a)  I    —^  du  —  i>'(a)\  — 


C 

00  00 
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und  nach  U.  2.  und  3.  kann  man   a  so  groß  annehmen,    daß 
P2  beliebig  klein  wird. 

In  dem  oben  erwähnten  Beispiel  ^  (A)  =  sin  A  :  A  verlangt 
dieser  Beweis  noch  einen  Zusatz,  weil  die  gleichmäßige  Konver- 
genz des  Integrals 

oo 

sinA  cosaA 


dX 


1  -f«      00 


8  =  \  doc\  ; d  A 


A 

a 

in  der  Nähe  von  a  =  1  aufhört. 

Wir  müssen  hier  von  dem  Integral  (5)  noch  einen  Teil  ab- 
sondern : 

sinA  cosaA 

T 

1  — fi     a 
1  — «     a  1  —  e      a 

und  zeigen,  daß  dieser  Teil  beliebig  klein  gemacht  werden  kann, 
wenn  a  genügend  groß  und  b  genügend  klein  genommen  wird. 
Von  dem  ersten  Teil  dieses  Ausdrucks  ist  dies  ohne  weiteres 
klar,  weil  die  Konvergenz  von 


8iD(l+«)A  ^^ 
A 


a 

für  a  =  1  nicht  aufhört;  und  für  den  zweiten  ergibt  es  sich  aus: 
P;|8ia(l^  dA  =  pß]'^  dX  =  00. 


1 — 8      a  —  £       a 


^)  Die  Bedingung  für  die  Gültigkeit  des  Fouri  er  sehen  Theorems  ist 
in  der  vorigen  Auflage  nicht  richtig  angegeben.  Hierauf  hat  mich  Frings - 
heim  aufmerksam  gemacht  (Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung,  Bd.  XYI).  Pringsheim  hat  mir  auch  von  seinen  neueren 
Untersuchungen  Mitteilung  gemacht,  in  denen  er  noch  zwei  andere  Be- 
dingungen für  die  Gültigkeit  formuliert,   deren  jede  genügend  ist,  nämlich: 

1.  ^(X)  konvergiert  mit  unendlich  wachsendem  X  monoton  gegen  Null. 

2.  \p  (X)  konvergiert  gegen  Null  und 


00 


a 


konvergiert  unbedingt. 
Weitere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  sind  enthalten  in  zwei 
"Noten  von  Giuditta  Grasiani  „8alla  formalo  integrale  diFourier*.    Atti 
della  reale  Accademie  dei  lincei  1909,  p.  169,  596. 
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Eine  ganz  entsprechende  Betrachtung  läßt  sich  durchführen, 
wenn  man  in  VI.  die  untere  Grenze  a  ==  -  oo  werden  läßt, 
und  80  gelangt  man*  unter  den  über  die  Funktion  ^(o;)  gemachten 
Voraussetzungen  zu  der  Formel 

(8)  i  f  d«  U(k)  coBcckdX  =  1  [t(+0)  +  *(— 0)], 

0  — 00 

und  diese  Formel  enthält  auch  wieder  den  Satz  VI.  als  speziellen 
Fall,  den  man  hieraus  erhält,  wenn  man  tl;(x)  außerhalb  des 
Intervalls  (a,  b)  gleich  Null  setzt. 

Ist  nun  X  ein  beliebiger  Wert,  so  setze  man 

(9)  ^(^-x)  =  f(k) 

und  substituiere  unter  dem  Integralzeichen  in  (8)  k  —  x  für  L 
So  ergibt  sich: 

CO  +00 

(10)  ^{da{f{k)co8a(l  —  x)dk  =  f{x), 

0  — 00 

wenn  man  unter  f  (x)  ^n  einer  Unstetigkeitsstelle  das  arith- 
metische Mittel  zwischen  /"(^r  -(-  0)  und  f(x  —  0)  versteht. 

Die  Formel  (10)  ist  das  Fouriersche  Doppelintegral, 
welches  zur  Darstellung  der  willkürlichen  Funktion  f(x)  dient. 

Es  gilt,  um  dies  nochmals  hervorzuheben,  für  eine  willkür- 
liche Funktion  f{x\  die  den  folgenden  Bedingungen  genügt: 

1.  f(x)    hat    in    jedem    endlichen  Intervall    Maxima 
und  Minima  nur  in  endlicher  Anzahl. 

2.  Die  Funktion  f(x)  kann  in  einzelnen  Punkten  un- 
endlich werden,  jedoch  nur  so,  daß   das  Integral 


1 


f(x)dx 

in  diesen  Punkteu  konvergent  bleibt. 

3.  Das  Integral 

I  f(x)dx 

ist  für  iT  =  -f-  00    und  x  =  —  oo    unbedingt  kon- 
vergent. 

4.  Wenn   die   Funktion   f  unstetig  ist,   so   ist  unter 
f(x)  das  arithmetische  Mittel 

j  [f(.^ -h  0) -\- fix  -  0)] 

ZU  verstehen. 
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Im  übrigen  ist  die  Funktion  f{x)  willkürlich  und  x  ist  ein 
beliebiger  Punkt,  für  den  nach  V.  nur  solche  Lagen  ausgeschlossen 
sind,  für  die  f{x-\-0)  oder  f{x  —  0)  nicht  endlich  ist  Für 
solche  Ausnahmepunkte  würden  beide  Seiten  der  Formel  (10) 
keinen  bestimmten  Sinn  mehr  haben. 


§  19. 
Spezielle  Formen  des  Fourierschen  Theorems. 

Wir  leiten  noch  zwei  spezielle  Formen  des  Fourierschen 
Lehrsatzes  ab,  die  oft  angewandt  werden. 

Durch  Zerlegung  des  Cosinus  können  wir  das  Integral  (10) 
in  zwei  Teile  spalten  und  erhalten: 

00  -J-  oo 

(1)  f(x)  =  -     cosaxda     f{k)  cos  Xadk 

0  — 00 

oo  .4-00 

-| sinaxda  I  f(k)  sinAadA. 

0  00 

Wir  nehmen  nun  zunächst  an,  es  sei  f{x)  den  allgemeinen 
Bedingungen  gemäß,  aber  nur  für  positive  x^  gegeben;  dann 
können  wir  f{x)  für  negative  x  und  für  x  =  0  noch  beliebig 
annehmen,  und  wir  macheu  zunächst  die  Annahme 

(2)  f(x)  =  a-x),    f(o)  =  a-j-o). 

Dann  ist  auch  f(-\-  0)  =  /*( —  0)  und   die  Funktion  f{x)  also  im 
Nullpunkte  stetig. 

Nun  ist  aber  wegen  (2) 

+  00  00  0 

I  fW  cos  AadA  =  I  f  (k)  cos kadk  -{-    f{k) cos  kadk 


00  0  — 00 

00 


=  2  j  f{X) 


cosAadA, 

0 


4-00  00 


I  f{k)  sinkadk  =     f{k)  sinAadA  -\-     f{k)  sin kadk 


00  0 

=  0, 
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und  folglich  ergibt  sich  aus  (1): 


00  00 


(3)  f{x)  =  -  I  cosaicda  I  f{k)  cosaAdA. 

0  0 

Machen  wir  aber  zweitens  die  Annahme 

(4)  fix)  =  -  a-  X), 

so  ist  auch  /'(+0)  =  —  f{ — 0),  und  der  Mittelwert  gibt 

/•(O)  =  ü. 
Es  ist  jetzt 

+  00 

f(k)  coskadk  =  0, 


I 


—  00 
+  00 


I  f(X)  sin kadk  =  2  l  f(k)  sin  AadA, 


-00 


CO  00 


und  es  ergibt  sich: 

(.5)  f{x)  =  —  l  sin  ax  da  I   f{X)  sinaXdL 

0  0 

Durch  die  Formeln  (3)  und  (5)  kann  eine  und  dieselbe  Funk- 
tion f(x)  für  positive  x  dargestellt  werden.  Die  Formel  (3)  gibt 
aber  bei  dieser  Darstellung  den  Wert  der  Funktion  auch  noch 
für  a;  =  0,  während  (4)  für  x  =  0  den  Wert  Null  gibt. 

§20. 

Beispiele. 

Man  kann  das  Fouriersche  Theorem  zur  Wertbestimmung 
bestimmter  Integrale  benutzen,  wovon  hier  ein  Beispiel. 
Wir  setzen  in  den  Formeln  §  19,  (3),  (5) 

(1)  f(x)  =  e-  /»-, 

worin  jS  ein  beliebiger  positiver  Parameter  ist. 
Es  ist  dann 

—  e~/**  cosaA  =  —  ßer-^^  cosaA  —  ae^/*^  sinaA, 
.  j-r  er-fi^  sinak  =  —  ßer-^^  sinak  +  ae^^^  cosaA, 

Biemann-Wobor,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  ^ 
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woraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  a>: 


00  00 


1  =:  ^  I  e~/*^  cosakdk  -\-  a  I  er-^^  sinaAdA, 


0  .  0 

OD  00 


0  =  a  I  e-^^  QO%akdk  —  ß\  e"^^  sinaAdA, 


0  0 

und  daraus: 

00 

(2) 


00 

1 


I 

0 


00 


e-^^  sinaAdA  = 


«2  +  /Ja 


Dies  sind  aber  gerade  die  inneren  Integrale  in  den  Formeln 
(3)  und  (5),  §  19,  wenn  f(x)  =  e~/**  gesetzt  wird,  und  demnach 
ergeben  sich  die  beiden  bestimmten  Integrale: 


1 


cos  ax  da         % 
aa -1-/311  2/3  ' 

(3) 

asinaa;äa         %        ^ 

=  IT  ^~^°'t 


«2-4-/32  2 

0 

die   aber  nur  für  positive  x  gültig   sind.    Die  erste  Formel  ist 
auch  noch  für  x  =  Q  richtig,  die  zweite  aber  nicht. 
Ein  zweites  Beispiel  erhalten  wir,  wenn  wir 

f{x)  =1,        0  <  ^  <  1, 
f{x)  =  0,        l<x 

nehmen,  dann  ergibt  das  Integral  §  19,  (3): 


00 


...                       2   f  cosaarsma   ,           ,  «  ^  , 

(4)                       -  I  da  =  1,  x^  <il 

0 

=  -  ,  a;2  =  1 

=  0,  :r2  >  1. 

Dieses  Integral,  das  sich  auch  leicht  aus  dem  im  §  13  be- 
trachteten  Integral    ableiten    läßt,     hat  Dirichlet    als    „dis- 
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kontinuierlichen    Faktor^   zur  Reduktion  mehrfacher  bestimmter 
Integrale  verwandt  9« 

§21. 

Das  Fouriersche  Theorem  für  Funktionen  mehrerer 

Variablen. 

Die  Fouriersche  Formel  (10),  §  18  läßt  sich,  da  co&a(A — x) 
eine  gerade  Funktion  von  a  ist,  auch  so  darstellen: 

+  00  -J-00 

(1)  fix)  =  ^  j"  da  [f{k)  co8«(a;-A)dA, 


OO  4X> 


und  da  sina(:r  —  k)  eine  ungerade  Funktion  von  a  ist,  so  er- 
gibt sich  die  Identität: 

-1-00+00 

(2)  ^  =  ^  f  <'«  f /"W  8in«(a;  —  A)  dl. 


—  00  00 


Multiplizieren  wir  die  Gleichung  (2)  mit  i  =  y—\  und 
addieren  sie  zu  (1),  so  ergibt  sich  die  folgende  Form  des 
Fourierschen  Theorems: 


+  00  +  J» 


(3)  fix)  =  l^^da^ fil) c"«(«-«  dl. 


00  00 


Diese  Form  ist  besonders  geeignet,  um  das  Fouriersche 
Integral  für  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  darzu- 
stellen. Es  hänge  nämlich  f(x)  noch  von  einer  zweiten  Veränder- 
lichen y  ab,  und  es  werde  gesetzt: 

Dann  ist  nach  (3): 

+  00  +00 


—  00  —  00 


und  wenn  man  dies  in  (3)  substituiert,  so  ergibt  sich  der  Fou- 
riersche Lehrsatz  für  eine  Funktion  von  zwei  Variablen: 


^)  Dirichlets  Werke,  Bd.I,  S.  391. 
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(4)    /'(a;,y)=jL|      Uadß  j      [ /^(a,,t)e"'(«-«+'i»(«'-'')dAd^, 


00      —00  00       -^00 


und  dasselbe  Verfahren  läßt  sich  wiederholt  anwenden,  um  das 
entsprechende  Theorem  für  Funktionen  von  mehr  Variablen  zu 
erhalten. 

Wendet  man  die  Formel  (4)  auf  zwei  Funktionen  /i  (o?,  y), 
fi  (^1  y)  ^^ )  multipliziert  die  zweite  mit  i  und  addiert  sie  zu 
der  ersten,  so  ergibt  sich,  daß  (4)  auch  für  imaginäre  Funk- 
tionen gültig  bleibt,  wenn 

f{xy)  =  /i (x,  y)  +  if^{x,  y) 

gesetzt  wird. 


Dritter  Abschnitt. 

Unendllclie  Reihen. 


§22. 
Konvergenz  von  Reihen  überhaupt. 

Unter  einer  unendlichen  Beihe  verstehen  wir  im  allgemeinen 
ein  nach  einem  bestimmten  Gesetz  geordnetes  System  positiver, 
negativer,  oder  auch  verschwindender  Zahlgrößen 

(1)  ao,  Ol,  a2,  .  .  *  in  inf. 

Wir  bezeichnen  mit  s„  die  Summe  der  n  -(-  1  ersten  Glieder 
dieser  Reihe: 

(2)  .     Sn  =  «0  +  »1   4-  «2  +  •  •  •  +  «n. 

1.  Die  Reihe  heißt  konvergent,  wenn  diese  Summe  Sn 
sich  mit  unendlich  wachsenden  n  einer  be- 
stimmten endlichen  Grenze  nähert,  wenn  also 

(3)  lim  Sn  =  A 

fl=:oo 

eine  bestimmte  endliche  Größe  ist. 

Dieser  endliche  Grenzwert  wird  die  Summe  der  Reihe  (1) 
genannt. 

Die  Theorie  der  Konvergenz  unendlicher  Reihen  ist,  wie  der 
Leser  bemerken  wird,  durchaus  analog  mit  der  Theorie  der  Kon- 
vergenz von  Integralen.  Obwohl  aber  der  Begriff  einer  konver- 
genten Reihe  einfacher  und  leichter  aufzufassen  ist,  als  der  eines 
konvergenten  Integrals,  so  ist  hier  doch  die  Betrachtung  der 
Integrale  vorangestellt,  weil  die  Ableitung  der  Sätze  dabei  ein- 
facher ist,  und  die  Integrale  öfter  mit  Vorteil  bei  der  Unter- 
suchung konvergenter  Reihen  angewandt  werden  als  umgekehrt. 

Ein  allgemeines  und  immer  gültiges  Kennzeichen  für  die 
Konvergenz  einer  Reihe,  im  Grunde  nur  eine  andere  Formulierung 
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der  Definition  der  Konvergenz,  ist  folgendes  (entsprechend  dem 
Kriterium  §  4,  IV.  für  die  Konvergenz  eines  Integrals): 

2.   Die  Reihe  (1)  konvergiert,  wenn  die  Summe 

dem  absoluten  Werte  nach  kleiner  wird  als  eine 
beliebig  kleine  Größe  o,  sobald  n  und  n-f-m  beide 
größer  sind  als  eine  hinlänglich  große  Zahl  N^). 

§23. 
Unbedingte  Konvergenz. 

Wenn  die  Glieder  der  Reihe  ao,  «i,  aa  ...  alle  positiv  sind, 
so  ist  immer  s„  >>  s„_i,  und  es  sind  nur  zwei  Fälle  möglich, 
entweder:  Sn  wächst  mit  n  über  alle  Grenzen,  die  Summe 
der  Reihe  ist  unendlich,  oder:  s»  nähert  sich  mit  un- 
begrenzt wachsenden  n  von  unten  her  einer  endlichen 
Grenze  Ä:  die  Reihe  ist  konvergent.  Wir  führen  folgende 
Beispiele  an: 

I.   Die  geometrische  Reihe 

E  =  l-|-a-f.aa-^a3  +  ... 

Ist  a  ^  1 ,  so  ist  Sn  ^  w  -f-  1  und  wächst  also  mit  n  ins 
Unendliche.    Ist  aber  a  <;  1,  so  ist 


^)  Zum  Beweise  völliger  Übereinstimmung  von  1.  und  2.  sei  für  den 
mathematischen  Leser  folgendes  bemerkt.  Zunächst  ist  ohne  weiteres  klar, 
daß,  wenn  .9^  nach  der  Definition  1.  konvergiert,  die  Bedingung  2.  befriedigt 
sein  muß,  da  ja  die  Schwankungen  von  s^  um  den  Grenzwert  A  mit  nnend* 
lieh  wachsenden  n  unendlich  klein  werden  müssen. 

Ist  nun  die  Bedingung  2.  erfüllt,  so  ist  für  eine  beliebige  Zahl  z  nur 
eines  von  beiden  möglich. 

a)  Wie  groß  auch  N  sei,   es  gibt  immer  noch  Werte  von  n  >  N^  für 
die   s^  ">  z  wird  (Zahlen  o). 

b)  Man   kann   N  so   groß   annehmen,   daß,   wenn  n  ^  N  ist,   immer 
*n  ^  ^  (Zahlen  b). 

Man  sieht  nun ,  daß ,  wenn  entweder  nur  Zahlen  a  oder  nur  Zahlen  h 
existieren,  die  Bedingung  2.  nicht  befriedigt  sein  kann.  Denn  ist  ^„  ^  ab- 
solut kleiner  als  w,  so  kann  «,» j.  ^  nicht  größer  als  s^  -|-  w  und  nicht  kleiner 
ald  s^  —^  o)  werden.  Es  muß  also,  wenn  2.  erfüllt  ist,  sowohl  Zahlen  a  als 
Zahlen  b  geben,  und  zugleich  ist  jedes  a  kleiner  als  jedes  b.  Die  Zahlen  a 
und  b  werden  nach  dem  Prinzip  der  Stetigkeit,  wie  es  von  Dedekind  formu- 
liert ist  (Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen,  Braunschweig  1872,  1892)  durch 
einen  Grenzpunkt  A  voneinander  geschieden,  und  wenn  2.  befriedigt  ist,  so 
sind  für  ein  hinlänglich  großes  N  alle  s^  zwischen  A  —  w  und  A  -{-  (o  ent- 
halten, wie  klein  auch  co  sein  mag. 
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1  —  a»  +  i 


s«  == 


'"    1  -  a 

und  es  ist  also  JE  =  1/(1  —  a)  und  die  Reihe  konvergent. 
IL    Die  Reihe 

Wenn  k  negativ  wäre,  so  würden  schon  die  Glieder  a»,  um 
so  mehr  also  Sn  ins  Unendliche  wachsen.  Ist  aber  h  positiv, 
dann  schließen  wir  so.    Es  ist  nach  dem  Mittelwertsatze 

(„4-  1)*^  J  a*  ^„*' 

n 

folglich,  wenn  wir 


setzen: 

n  n  +  l 

1  1 

woraus  sich  nach  Ausführung  der  Integration  ergibt: 

k  1 


Sn  < 


Sn  > 


(w4-i)i-k        1 


i_fc         i  —  k' 

und  für  k  =  \: 

Sn  >  log  (n  +  1). 

Daraus  ist  zu  sehen,  daß  diese  Reihe  konvergiert,  wenn  fc  >>  1 
ist,  und  divergiert,  wenn  fc  ^  1  ist. 

Diese  Beispiele  kann  man  zu  allgemeineren  Kennzeichen 
für  die  Konvergenz  von  Reihen  verwenden  auf  Grund  des  fol- 
genden Lehrsatzes. 

IIL    Sind 

positive  Glieder  einer  konvergenten  Reihe 

A  =  Qq  -{-  a^  +  «a  +  ^3  +  •  •  • 
und 
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eine  unbegrenzte  ßeihe  beliebiger  positiver, 
negativer  oder  auch  verschwindender  Zahlen, 
die  ihrem  absoluten  Werte  nach  alle  unter 
einer  endlichen  Zahl  c  liegen,  so  ist  auch  die 
Beihe 

konvergent. 
Denn  setzen  wir  wie  im  §  22 

und  entsprechend 

SO  ist 

und  es  hat  also  2?«,^  zugleich  mit  Qn,tn  die  Null  zur  Grenze.    . 

Nimmt  man  in  dem  Satze  III.  die  c  teils  gleich  -\-l^  teils 
gleich  —  1  oder  teils  gleich  Null  an,  so  folgt: 

IV.  Eine  aus  positiven  Gliedern  bestehende  kon- 
vergente Reihe  bleibt  konvergent,  wenn  ihre 
Glieder  mit  beliebig  wechselnden  Vorzeichen 
genommen  werden. 

V.  Jeder  Teil  einer  konvergenten  Reihe  mit  posi- 
tiven Gliedern  ist  wieder  eine  konvergente 
Reihe. 

Man  darf  nun  aber  nicht  umgekehrt  schließen,  daß  eine 
konvergente  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  kon- 
vergent bleibt,  wenn  man  ihre  Glieder  positiv  nimmt,  und  man 
muß  danach  zwei  Arten  konvergenter  Reihen  unterscheiden: 

VI.  Eine  konvergente  Reihe  heißt  unbedingt  kon- 
vergent, wenn  sie  auch  dann  noch  konvergent 
bleibt,  wenn  ihre  Glieder  alle  positiv  ge- 
nommen werden,  im  entgegengesetzten  Falle 
bedingt  konvergent 

Konvergente  Reihen  mit  nur  positiven  Gliedern  sind  daher 
immer  unbedingt  konvergent. 
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§  24. 
Bedingte  Konvergenz. 
Bei  einer  unbedingt  konvergenten  Reihe 

erhält  man  immer  denselben  Grenzwert,  wenn  man  eine  Summe 
6n  bildet,  in  die  man  alle  Glieder  a«  aufnimmt,  in  denen  n  <^  N 
ist,  aber  außerdem  noch  beliebige  von  den  höheren  Gliedern 
auswählend  hinzunimmt,  und  dann  N  ins  Unendliche  wachsen 
läßt,  auch  wenn  die  Zahl  der  hinzugefügten  höheren  Glieder  ins 
Unendliche  wächst. 

Man  drückt  dies  Verhalten  gewöhnlich  so  aus,  daß  die 
Summe  einer  unbedingt  konvergenten  Reihe  von  der  Reihenfolge 
der  Summation  unabhängig  sei,  ein  Ausdruck,  der  jedoch  der 
Gefahr  einer  Mißdeutung  unterworfen  ist. 

Anders  verhalten  sich  die  bedingt  konvergenten  Reihen. 

Es  sei,  um  dies  Verhalten  darzulegen,  A  eine  Reihe  von 
Zahlen 

CLot  öin  ^üt  •••»  \A.) 

unter  denen  unendlich  viele  sowohl  positive  als  negative  vor- 
kommen, und 

Po^Pl^Pi^'"  (-P) 

seien  die  positiven, 

—  ^0,  — 3i,  —32,  ...  (Q) 

die  negativen  unter  diesen  Gliedern,  in  der  Reihenfolge  gezählt, 
wie  sie  in  Ä  aufeinander  folgen. 

Wenn  nun  von  den  beiden  Reihen 

I"   =  Po+Pl    +P2-\ , 

Ö    =    30   +   3l    +   ^2   H 

jede  für  sich  konvergent  ist,  so  ist 

A  =  tto  +  «i  -|-  ag  .  •  • 
unbedingt  konvergent,  und  es  ist 

A  =  P-  Q. 

Ist  von  den  beiden  Reihen  P,  ^  die  eine  konvergent  die 
andere  divergent,  so  ist  Ä  jedenfalls  divergent,  denn  es  ist  die 
Summe  der  w  -f-  1  ersten  Glieder  der  Reihe  A 

-^n    ^^^^    -t^fi  ^v^ 
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und  (i  und  v  wachsen  mit  n  zugleich  ins  Unendliche.  Wenn 
dann  von  den  beiden  Summen  P^u,  Qv  die  eine  unendlich  wird, 
die  andere  endlich  bleibt,  so  wird  An  entweder  positiv  oder 
negativ  unendlich. 

Wenn  aber  P  und  Q  beide  divergent  sind,  so  stellt  sich  A 
als  Differenz  zweier  unendlicher  Zahlen  dar,  die  sehr  verschie- 
dener Werte  fähig  ist. 

Hier  gilt  der  folgende  Satz  von  Dirichlet: 

Wenn   die   Reihen  P  und   Q   divergent   sind, 
wenn  aber  pn  und   g»  sich  mit  unendlichem  n 
der  Null  nähern,  so  kann  man  die  Glieder  der 
Reihe   A    so    zu    einer   Summe    verbinden,    daß 
allea„fürw<;-N^  darin  vorkommen,  und  daß  sich 
doch  die  Summe  mit  unendlich  wachsendem^W 
einer  willkürlich  gegebenen  Grenze  K  nähert. 
Um   dies   einzusehen,   nehme  man,  wenn  K  positiv  ist,  zu- 
nächst der  Reihe  nach  so  viele  Glieder  von  P,  daß  ihre  Summe 
P'  gerade  über  K  liegt,  und  also  der  Unterschied  P  —  K  nicht 
größer  ist  als  das  zuletzt  hinzugefügte  p.      Dies  ist  wegen  der 
vorausgesetzten  Divergenz   von  P   für   jedes  K  möglich.      Nun 
nehme  man  wieder  der  Reihe  nach  so  viele  negative  Glieder  der 
Reihe  $,  daß  die  Summe  P  —  ^'  gerade  unter  K  liegt,  imd 
daß  der  Unterschied  zwischen  P'  —  Q'  und  K  wieder  nicht  größer 
ist,  als  das  zuletzt  hinzugefügte  q. 

Jetzt  nehme  man  wieder,  an  P'  anschließend,  so  lange  posi- 
tive Glieder  j?,  daß  die  Summe  P'  —  Q'  -{-  F'  wieder  gerade 
über  K  liegt  usf. 

Man  erhält  so  eine  bestimmte  Anordnung  der  Glieder  von  A^ 
deren  Summe         p  _  Qf    \    pn  _  q,»    i 

über  oder  unter  K  liegt,  je  nachdem  zuletzt  ein  p  oder  ein  —  q 
hinzugefügt  ist,  und  so  daß  der  Unterschied  des  Wertes  dieser 
Summe  von  K  absolut  kleiner  ist  als  das  zuletzt  hinzugefügte  ^> 
oder  —  g,  und  sich  daher,  wenn  man  die  Summation  unbegrenzt 
fortsetzt,  nach  der  Voraussetzung  der  Null  nähert.  Es  ist  also  K 
als  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
(1)  p^  Q'^P'  -  Q''^... 

zu  bezeichnen. 

Es  ist  hierbei  noch  zu  bemerken,  daß  auch  die  Teilsummen 
-P\  Q\  P"t  Q'\  •••  sich  der  Grenze  Null  nähern,  und  daß  man 


§  25.  Beispiel.  59 

daher  den  Grenzwert  K  auch  dann  erhält,  wenn  man  bei  der 
Bildung  der  Summe  (1)  die  zuletzt  hinzugefügte  Summe  P^*)  oder 
^*)  nicht  ganz  erschöpft. 

Man  kann  also  in  der  Tat  (1)  als  eine  Anordnung  der 
Glieder  von  A  betrachten,  bei  der,  wenn  man  weit  genug  geht, 
alle  Glieder  a„  bis  zu  einem  beliebig  gegebenen  Rang  vor- 
kommen, und  deren  Summe  den  Grenzwert  K  hat.  Die  Glieder 
an  bilden  also  bei  dieser  Anordnung  eine  konvergente  Reihe, 
deren  Summe  =  K  ist  Dies  ist  der  Fall  der  bedingten  Kon- 
vergenz, bei  der  die  Summe  durchaus  abhängig  ist  von  der 
Anordnung  der  Glieder. 

Man  kann  aber  auch  noch  allgemeiner  verfahren,  indem  man 
zuerst  blindlings  positive  und  negative  Glieder  in  beliebiger 
endlicher  Anzahl  addiert,  und  erst  dann  in  der  geschilderten 
Weise  planmäßig  verfährt 

Es  ist  kaum  nötig  zu  bemerken,  daß  der  Schluß  für  ein 
negatives  K  und  für  JT  =  0  in  nichts  Wesentlichem  geändert 
wird. 

§25. 
Beispiel. 

Diese  Sätze  wollen  wir  nun  durch  ein  einfaches,  aber  lehr- 
reiches Beispiel  veranschaulichen.    Die  Reihe 

(1)  «•'  =  i  +  ^  +  F  +  ---  +  ^ 

ist,  wie  wir  schon  gesehen  haben,  für  w  =  oo  divergent  Wir 
können  dies  aber  auch  auf  dem  folgenden  Wege  einsehen,  der 
uns  zugleich  Aufschluß  gibt,  in  welcher  Weise  s»  mit  n  ins 
Unendliche  wächst  Es  ist,  wie  die  unmittelbare  Integration  er- 
kennen läßt,  für  jedes  positive  y 


00 


7  =  1 

und  folglich 


0 


00 


(3)  Sn  =      {e-^  4-  c-«*  -| +  e-»»*)da? 


= 


0 

00 

o—x  ß — (n  +  l)a5 


dx. 

1    —  e-* 
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Ferner  erhält  man  durch  Integration  von  (2)  in  bezug  auf 
y  zwischen  den  Grenzen  1  und  n,  wobei  die  Vertauschung  der 
Integrationsfolge  erlaubt  ist: 


(4)  logn  = 


00 


dx. 


X 


Hieraus  ergibt  sich: 


00 


(5)  Sn  —  logw  =  J  e-'  ^^  _  ^_^  —  1^  dx 


0 

00 


J  \1  —  er^        x) 


X. 


Diese  Zerlegung  ist  gestattet,  weil  die  beiden  Funktionen 

1  1  g-^  1_  ' 

1  —  e-*       ;r '        1  —  ß— *       X ' 

wie  man  durch  die  bekannten  Methoden  der  Differentialrechnung 
leicht  erkennt,  für  x  =  0  endlich  bleiben  und  folglich  die  beiden 
in  (5)  vorkommenden  Integrale  unbedingt  konvergent  sind.  Das 
zweite  verschwindet  für  w  =  oo,  und  das  erste  hat  einen  be- 
stimmten numerischen  Wert: 


00 


(6)  j-^(r^^-i)'^-=^' 

0 

der  sich  bis  auf  jeden  beliebigen  Grad  der  Genauigkeit  berechnen 
läßt  und  der  die  Eulersche  Eonstante  genannt  wird. 
Ihr  genäherter  Wert  ist  auf  20  Dezimalen  i) 

0=0,577  215  66490153258606..., 

und  wir  erhalten  den  Satz: 

(7)  hmJl  +  i  +  l  +  ...  +  i-logn)=a 

Hieraus  lassen  sich  nun  andere  Resultate  über  bedingt  konver- 
gente Beihen  herleiten.  Trennen  wir  in  s^n  die  geraden  von  den 
ungeraden  Gliedern,  und  setzen 


»)  Bei  Gauß  (Werke  Bd.  III,  8. 154)  ist  die  Zahl  C  nach    einer  Be- 
rechnung von  Nicolai  auf  40  Dezimalen  angegeben. 
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C/„  =  l  +  i  +  i  +  ...+ 


1 


»-=2+4  +  6  + 


+ 


2n  —  1' 

J_ 

2«' 
so  ergibt  sich  zanächst: 

Sin  =    "»  -J-  Um         S»  =  2  (t„, 

lim  ^G„  —  -  lognj  =  ^  C, 
lim  (G„  +  t/„  —  log  2  n)  =  C, 


(8) 

(9) 

(10) 
folglich 

(11) 


lim  (ün  -  log 2  -  i  logn)  =  ^  C. 


Nehmen  wir  also  zwei  ins  Unendliche  wachsende  Zahlen  m 
and  n  an,  so  folgt  durch  Subtraktion  von  (9)  und  (11) 

(12)  lim  (ü„  -  a„)  =  log 2  +  i  log  ^. 

Nimmt  man  z.  B.  w  =  w,  so  erhält  man  die  Reihe 

1  _i-l-l  —  1  +  1 =  loe2, 

und  nimmt  man  n  =  2  m,  so  folgt 

i+i-i+i+i-i+. 


=  |log2 


und  allgemein,  wenn  man  a  positive  Glieder  von  Un^  dann  b 
negative  Glieder  von  6r„,  dann  vdeder  a  positive  Glieder  von 
Un  usf.  nimmt,  so  erhält  man  eine  konvergente  Beihe,  deren 
Summe  V2log(4a/6)  ist,  worin  4a/b  jeden  beliebigen  rationalen 
Wert  haben  kann. 

Wir  wollen  noch  einen  weiteren  Ausdruck  für  die  Konstante 
C  ableiten,  der  bisweilen  nützlich  ist.  Man  erhält  durch  Differen- 
tiation nach  x: 

p — X 

d  log(l  —  r-«)  =  Yzrj=-x  «** 

und  durch  Subtraktion: 


X 


t—X 


log  (1  —  e-') 
1  _  1 

X 


1  —  er- 


—  e~*  log  X 

dx  -j-  e-*  loga;  dx. 


62  Dritter  Abschnitt.  §  26. 

Integriert  man  diese  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  0 
und  00 ,  so  verschwindet  die  linke  Seite,  wie  man  für  x  =  co  un- 
mittelbar sieht,  und  für  x  =  0  durch  Entwickelung  von  1  —  e 
nach  Potenzen  von  x.    Es  folgt  daher  aus  (6) 


I — X 


00 


(13)  [er-*  \ogx  dx  —  —  C. 

0 

§  26. 
Ein  Satz  über  Reihenkonvergenz. 

Es  sei  ao,  a^,  a^,  ...,  a^,  ...   eine   unbegrenzte  Reihe   von 
Zahlen,  von  denen  wir  voraussetzen,  daß 

(1)      :-  Sn  =  ao  +  eil  +  aa  + [-  a„ 

mit  unendlich  wachsendem  n  innerhalb  endlicher  Grenzen  bleibt, 
mag  sich  auch  Sn  nicht  einer  bestimmten  Grenze  nähern.  Es 
sei  ferner 

eine  Reihe  positiver,  beständig  abnehmender  und  sich  der  Null 
nähernder  Größen.    Dann  gilt  allgemein  der  Satz,  daß  die  Reihe 

(3)  Sn  =  «0  ^0  +  «1  ^1  +  ^2  Ca  H 

konvergiert. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  die  Summe 

deren  Verschwinden  für  n  =  oo  nach  §  22  das  Kennzeichen  der 
Konvergenz  von  (3)  ist.     Hierin  setzen  wir  nach  (1): 

ötn  -I- 1  =  Sn  f  1  —  Sn 
ö^n  +  2   =  Sn  +  2   S„  +  i 


^n  +  m  —  Sn  -j-  tn  Sn  ^  rn — 1 

und  erhalten,  wenn  wir  die  Glieder  anders  zusammenfassen, 

-ß«,«  =  Sn+i  (Cn  +  i  Cn^2)   -f"  Sn+2  (^n  +  2  Cn  +  s) 

~r   ***  ^n-Hm— 1  (e^n+m— 1  (^n-^m)  "f"  Sn  +  m^n  +  m  S^  Cn  +  1» 

Da  nun  nach  unserer  Voraussetzung  die  Differenzen  Cn + 1  —  c«  +  a, 

Cn  +  2  —  C„  +  3,  ...,  Cn  +  m-1  Cn  +  m  pOSitiv    UUd   die    SummCU    Sn  +  lf 

Sn  4-  2)  •  • .  Sn  f  m-1  alle  absolut  kleiner  sind  als  eine  endliche  Zahl  A^ 
so  ist  der  absolute  Wert  von  Bn^m  kleiner  als 


§  20.  Ein  Satz  über  Reihenkonvergenz.  g3 

-4(Cn  +  l  Cn  +  2  +  Cn^2  C„  +  s  -(-...  -|-  Cn  +  m-  1   Cn^m 

+  Cn  +  m  +  Cn+l)  =  2^C„  +  i 

und  nähert  sich  also  nach  der  Voraussetzung  über  die  c  mit 
unendlich  wachsendem  n  der  Grrenze  Null,  wodurch  der  Satz  be- 
wiesen ist 

Nimmt  man  z.  B. 

an  =  (-  ly, 

so  ist  Sn  entweder  =  1  oder  =  0  und  es  folgt  also,  daß  jede 
Reihe 

(5)  Co  —  c^  -\-  c^  —  c^  -\-  c^ , 

in  der  die  c  eine  Reihe  positiver,  gegen  Null  abnehmender 
Größen  sind,  konvergiert. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes: 

tto  =  1,    «1  =  2  cos  2x^    02  =  2  cos  4Xy  . . .,  a„  =  2  cos  2  nr, 
also 

(6)  Sn  =  1  4-  2  cos  2:r  +  2  cos  4ic  -f-  •  •  •  +  2  cos  2  nx. 

Um  Sn  zu  finden,  multiplizieren  wir  mit  sin^  und  wenden 
auf  jedes  Glied  des  Produktes  s„sina;  die  Formel  an 

2sina;  cos  2  na;. =  sin(2w  -\-  i)x  —  sin(2n  —  i)x. 
Dadurch  erhält  man: 

SnSinx  =  sin(2w  -\-  l)  x 
oder 

(7)  8in(2n+l)a: 

Ist  also  sin  x  von  Null  verschieden,  d.  h.  x  nicht  gleich  einem 
Vielfachen  von  :r,  so  ist,  da  sin(2n  -f-  l)iz;  immer  zwischen  — 1 
und  -f-  1  liegt,  s»  zwischen  den  endlichen  Grenzen 

~"  sm^ 
eingeschlossen,  und  wir  erhalten  also  den  Satz,  daß  die  Reihe 

(8)  Cq  -|-  2 Ci cos 20?  -f"  2 ^2 cos 4a;  -|-  2csCos6x  -|-  •  •  • 

immer  konvergent  ist,  wenn  die  c©,  Cj,  Cg,  ...  eine  Reihe 
positiver  gegen  Null  beständig  abnehmender  Zahlen  ist. 

Es  ist  kaum  nötig,  hervorzuheben,  daß  es  genügt,  wenn  diese 
Abnahme  der  Zahlen  c„  erst  von  einer  beliebigen  endlichen 
Stelle  n  an  beginnt. 

Die  Ähnlichkeit  dieses  Satzes  mit  dem  entsprechenden  Satze 
in  §  7  über  die  Konvergenz  eines  bestimmten  Integrals  fällt  in 
die  Augen. 
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§27. 
Der  Abelsche  Satz  über  Stetigkeit  von  PotenzreiheD. 

Durch  das  im  vorigen  Paragraphen  angewandte  Verfahren 
der  teilweisen  Summation  kann  man  auch  einen  Satz  von 
Abel  beweisen,  der  dem  in  §  9  bewiesenen  Satz  über  die  Stetig- 
keit eines  Integrals  analog  ist.     Er  lautet  so: 

Wenn  die  Reihe 

(1)  -4.  =  ao  +  Ol  4-  «2  4-  »8  H 

bedingt  oder  unbedingt  konvergiert,  so  ist  A  der 
Grenzwert,  dem  sich  die  für  r<l  durch  die  Reihe 

(2)  fix)  =  «0  +  «1^  +  ac^r^  +  agrs  -\ 

definierte  Funktion  nähert,  wenn  r  sich  der  Grenze  1 
nähert.    In  Zeichen: 

(3)  lim  (tto  -f"  %^  +  ^2^^  +  «3^^  H )  =  A 

r  =  l 

Daß  die  Reihe  (2)  für  jedes  echt  gebrochene  r  unbedingt 
konvergiert,  folgt  aus  §  23,  I,  III. 

Die  Reihe  (2)  formen  wir  nun  um,  indem  wir 

also  a«  =  Sn  —  5„_i  setzen,  und  erhalten,  wie  im  vorigen  Para- 
graphen, 

(4)  f{r)  =  So  +  (Si  —  So)  r  +  (s^  —  s^r^  +  (Sg  —  s^)r^  -\-  ... 

=  (1  —  r)  (So  +  Sir  +  s^r^  -f  s^r^  -\ ), 

und  wenn  wir  die  letzte  Reihe  in  zwei  Teile  teilen: 

f{r)  =  (1  —  r)  (So  +  s^r  -f-  s^r^  H \-  s^r^) 

+  (1  —  r)  (Sn+ir^  +  i  +  Sn+ar^^^^  4-  ...). 

Bedeutet  P  einen  zwischen  dem  größten  und  kleinsten  Werte 
der  Summen  s^  +  i,  Sn  +  2,  •••  gelegenen  Wert,  so  ist 

Sn  +  ir"  +  i  +  Sn  +  2r"  +  2  -\ =  P  (r"  +  i  4  r«  +  a  -| ) 


=  ^l-r' 


und  folglich 

(5)      f{r)  =  (1  -  r)  (So  +  s^r  -^  s^r^ -\ \-  s^r")  +  Fr''  +  ^- 
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Hiervon  subtrahieren  wir  die  identische  Gleichung 

^  =  ^  (1  —  r)  (1  4-  r  +  ra  H h  ^'')  +  ^r»+i 

und  erhalten 

(6)  f{T)  -A  =  {i-T)Fn  (r)  +  {P-  Ä)T-^\ 

worin  die  linke  Seite  von  w  unabhängig  und 

Fn{r)  =  (So  -  ^)  +  (Si  -  A)r  H h  («n  -  ^)r» 

eine  ganze  Funktion  nten  Grades  von  r  ist. 

Es  ist  nun  zu  beweisen,  daß  sich,  wenn  eine  beliebig  kleine 
positive  Zahl  cd  gegeben  ist,  die  Zalil  q  so  klein  annehmen  läßt, 
daß  f{r)  —  A  dem  absoluten  Werte  nach  kleiner  wird  als  co, 
wenn  1  — r<iQ  ist. 

Man  kann  aber  n  so  groß  annehmen,  daß  Sn  +  i,  Sn  +  2?  •  •  • 
dem  Werte  A  beliebig  nahe  kommen,  und  folglich  so,  daß  P — A 
und  mithin  auch  (P  —  -4.)  r**  +  ^  dem  absoluten  Werte  nach  kleiner 
als  Va®  ist.  Ist  n  bestimmt,  so  kann  man  wieder  q  so  klein 
annehmen,  daß  auch  (1  —  r)  JP'„(r)  kleiner  als  Vaß'  wird,  und 
dann  ist  nach  (6)  der  absolute  Wert  von  f{r)  —  A  kleiner  als  oji). 

§  28. 
Halbkonvergente  Reihen. 

Obwohl  man  bei  divergenten  Reihen  von  einer  Summe  nicht 
sprechen  kann,  so  können  solche  Reihen  doch  bisweilen  mit 
Nutzen  gebraucht  werden  zur  Berechnung  transzendenter  Funk- 
tionen. Um  den  Sinn  dieses  Ausspruches  zu  verstehen,  betrachten 
wir  eine  Reihe  von  Größen  Mqi  ^n  **2>  •••  ^n  von  der  Art,  daß 

(1)  t/n  =  Mo   +  «1   +  %  H h  «*n 

mit  n  zugleich  ins  Unendliche  wächst.  Man  kann  sich  nun  die 
Frage  stellen,  wenn  es  sich  um  die  Darstellung  eines  bestimmten 
Wertes  A  handelt,  für  welchen  Wert  von  n  wird  C/«  dem 
Werte  A  möglichst  nahe  kommen,  und  auf  welchen  Grad 
der  Kleinheit  kann  die  Differenz  A  —  f/«  herunter- 
gebracht werden?  Ist  diese  Differenz  klein  genug,  so  wird 
man  Un  als  eine  angenäherte  Darstellung  der  Zahl  A  betrachten 
können.    In  den  Anwendungen  verhält  sich  meistens  die  Sache  so, 


^)  Dieser  Satz  rührt  von  Abel  her,  der  ihn  in  seinen  Untersuchungen 
über  die  Binomialreihe  benutzt  hat.  Ein  Beweis,  der  sich  übrigens  ganz 
ähnlich  schon  bei  Abel  findet,  ist  nach  einer  Mitteilung  Dirichlets  von 
Liouville  veröffentlicht  (Dirichlets  Werke,  Bd.  2,  S.  305). 

Biemann-Weber,  Partielle  DifiFerentialgleichungen.   I.    6.  Aufl.  g 
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daß  die  Reihenglieder  Uq,  t^i,  u^j  ...  Funktionen  einer  Variablen  x 
sind,  so  daß 

(2)  Un  =  0{x,n) 

eine  Funktion  von  x  und  n  wird.  An  die  Stelle  von  A  tritt 
alsdann  gleichfalls  eine  Funktion,  F{x)^  und  es  handelt  sich 
darum,  die  Differenz 

(3)  F{x)  —  0  (x,  n)  =  ^  (x,  n) 

so  klein  als  möglich  zu  machen.  Das  hier  zu  wählende  n  wird 
dann  von  x  abhängen,  und  es  ist  ein  häufig  vorkommender  Fall 
der,  daß  man  d{x^n)  um  so  kleiner  machen  kann,  je  größer 
X  ist,  wobei  dann  auch  n  in  bestimmter  Weise  mit  x  wachsen 
kann.    Wenn  z.  B.  0{x^n)  die  Eigenschaft  hat,  daß  für  jedes  n 

(4)  lim  a:«  \F(x)  —  O  {x,  n)]  =  0 

ist,  so  heißt  0{x^n)  (nach  Poincare)  eine  asymptotische 
Darstellung  der  Funktion  F{x). 

Wir  wollen  diese  allgemeinen  Grundsätze  an  einem  einfachen 
Beispiel  erläutern. 

Wir  definieren  eine  später  noch  nützliche  Funktion 


X 


(5)  0(a;).=  -|je-<.«rf«. 

'        0 

Nach  §  12  (2)  hat  diese  Funktion  die  Eigenschaften 

(6)  0(0)  =  0,     0(oo)  =  l. 
Es  ist  ferner 


— X  X 


S(—x)  =  4=  f«""*  da  =  --J  fe-«*  du, 

^       ^        VtcJ  ^n  J 

'        0  '         0 

also 

(7)  ei—x)  =  —@{x). 

Es  genügt  also,  ®{x)  für  positive  Werte  von  x  zu  berechnen. 
Ein  geschlossener  Ausdruck  läßt  sich  für  diese  Funktion  nicht 
angeben,  wohl  aber  eine  stets  konvergente  Reihe.  Es  ist  nämlich, 
wenn  man  für  e~"*  die  Reihe  setzt: 

/r^N  9  -.  «2  «4  Cffi      . 

(8)  e--  =  l-^  +  2i-3J  +  -. 
in  der 

(9)  nl=1.2.3...w 
ist,  und  dann  integriert. 


§  28.  Halbkonvergente  Reihen.  67 

^     ^  ^  '         ^„  ^  vi  {2v  -\-  1)' 

und  diese  Reihe  konvergiert  stärker  wie  die  Reihe  (8),  die  be- 
kanntlich für  alle  Werte  von  a  konvergiert. 

Nach  (10)  ist  &(x)  für  kleine  Werte  von  x  zu  berechnen. 

Für  große  Werte  von  x  ist  aber  die  Konvergenz  dieser  Reihe 
zu  langsam.  Für  solche  Werte  kommt  man  leichter  durch  eine 
halbkonvergente  Entwickelung  zum  Ziele.  Um  diese  abzuleiten, 
setzen  wir  nach  (5)  und  (6) 


00 


(11)  ®(x)—l Lfe-«*da 

X 

und  substituieren  für  a  eine  neue  Variable  ß  durch  die  Gleichung: 

ß     \  j  ^ß 

2x    '  2x 

dadurch  erhält  man 

00  op 

X  0 

Nun  können  wir  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatz,  wenn  -O* 
einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet, 

v=  0 

setzen,  und  folglich,  da  e^^*  für  positive  x  gleichfalls  ein  echter 
Bruch  ist: 


ß 


s 


_  ^  (—  l)*/?«' 


03)  e   *''-^^^    ^2^^,,^,  , 

mit  der  Maßgabe,  daß  diese  Formel  nur  dann  genau  ist,  wenn 
das  letzte  Glied  auf  einen  Bruchteil  seines  Wertes  reduziert  wird. 
Nun  ist  nach  §  15  (6j: 


00 


[ 


0 

und  wenn  man  also  die  Entwickelung  (13)  in  das  Integral  (12) 
einsetzt,  so  folgt 


00 

n 


(U)  [ c-«*  d«  =  e-^  2  (-  1)'  V 

J  V  —  n 


v  =  0 
X 


I(2a;)2»'+i' 


5* 


g24n 
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und  diese  Formel  ist  gleichfalls  nur  unter  der  Voraussetzung 
exakt,  daß  das  letzte  Glied  auf  einen  Bruchteil  seines  Wertes 
reduziert  wird.  Um  also  zu  beurteilen,  was  uns  diese  Formel 
leisten  kann,  müssen  wir  die  Größe  des  allgemeinen  Gliedes  der 
Entwickelung  (13)  abschätzen.  Zu  diesem  Zweck  machen  wir 
von  der  bekannten  Formel  Gebrauch  i) 

n+  -    — 

wo  -9"  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  aus  der,  wenn  -O*'  gleichfalls 
ein  positiver  echter  Bruch  ist,  folgt 

(2n)\  =  y23rß-2«(2w)  **    ^  ^24«, 
Daraus  ergibt  sich: 

worin  d'"  =  d^'  —2d^  der  Bedingung  —  2  <'&•"<  1  genügt. 

Hieraus  ergibt  sich  nun  folgendes: 

Wenn  n  bei  feststehendem  x  ins  Unendliche  wächst,  so 
wächst  auch  dieser  Ausdruck  ins  Unendliche  und  die  Reihe  (14) 
ist  folglich  divergent. 

Wenn   aber  x^^n^  also  n/x^  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist, 

da  e^*"  bei  großen  n  nahe  gleich  1  ist,  der  Fehler,  den  man  bei 
Benutzung  der  Formel  (14)  begeht,  kleiner  als 

1 

^       ^      xY2 

Behält  man  n  bei,  und  läßt  x  wachsen,  so  wird  die  Ge- 
nauigkeit der  Formel  (14)  um  so  größer,  je  größer  x  wird,  und 
die  Formel  (14)  gibt  eine  asymptotische  Darstellung  des  Integrals. 

Die  Funktion  S{x)  kommt  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung vor,  und  man  hat  darum  ihre  numerischen  Werte  in 
Tabellen  zusammengestellt.  Eine  solche  Tabelle  findet  man  in 
dem  Buche:  Theorie  der  Beobachtungsfehler  von  Emanuel 
Czuber,  Leipzig  1891.  Nach  dieser  Tabelle  ist  0{x)  schon 
bei  X  =  4,8  in  der  Uten  Dezimalen  von  1  nicht  mehr  zu  unter- 
scheiden. 


^)   Vgl.  z.  B.  Weber-WelUtein,   Enzyklopädie  der  Elementarmathe- 
matik, Bd.I,  §  139. 
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Fouplepsche  Reihen. 


§29. 
Gleichmäßige  und  ungleichmäßige  Konvergenz. 

Wir  betrachten  nun  solche  Reihen,  deren  Koeffizienten  Funk- 
tionen einer  Veränderlichen  x  sind.    Es  sei  also 

V 

(1)  Wo>  ^11  Wj,  ...  w„,  ... 

eine  Reihe  von  Funktionen  von  x^  die  in  irgend  einem  Intervall 
(«,  6)  endlich  und  stetig  sind,  die  dem  absoluten  Werte  nach 
auch  für  ein  unendlich  wachsendes  n  nicht  über  eine  endliche 
Größe  hinausgehen.     Wenn  die  Reihe 

(2)  [/  =  Wo  +  Wi  4"  ^2  +  •  •  • 
konvergiert,  so  wird  auch 

(3)  ü„  =  w„  + 1  +  Wn  +  2  +  •  •  • 

konvergent  sein,  und  sich  mit  unendlich  wachsenden  n  der  Grenze 
Null  nähern. 

Wenn  nun  diese  Konvergenz  für  jeden  Wert  x  des  Inter- 
valls (a,  6)  stattfindet,  so  gibt  es,  wenn  «  eine  gegebene,  beliebig 
kleine  positive  Größe  ist,  für  jedes  x  einen  Wert  'N  von  der  Art, 
daß,  wenn  n'^N  ist 

(4)  —  03  <  i?„  <  -f  o, 

und  es  sind  dann  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Die  Größen  N  haben  im  Intervall  (a,  6)  eine  endliche 
obere  Grenze  Nq  (die  natürlich  eine  von  x  unabhängige 
Zahl  ist),  und  dann  gilt  die  Ungleichung  (4)  für  das 
ganze  Intervall,  sobald  u^Nq  ist.  In  diesem  Falle 
nennt  man  die  Reihe  U  in  dem  Intervall  gleichmäßig 
konvergent. 
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2.  Die  Zahlen  N  haben  im  Intervall  bei  hinlänglich  kleinen 
CO  keine  obere  Grenze,  sondern  wachsen  über  alle  Grenzen, 
etwa  so,  daß  N  mit  der  Annäherung  von  x  an  gewisse 
besondere  Werte  unendlich  wachsen  muß,  ohne  daß 
darum  die  Existenz  eines  bestimmten  N  für  jedes  indi- 
viduelle X  aufhört.  Diese  Art  der  Konvergenz  heißt 
ungleichmäßig. 

Bei  der  ungleichmäßigen  Konvergenz  verhält  es  sich  so,  daß 
die  Konvergenz  bei  der  Annäherung  an  einen  bestimmten  Punkt, 
etwa  an  a,  immer  schlechter  wird,  in  a  selbst  aber  durch  irgend 
einen  anderen  Umstand,  indem  z.  B.  hier  alle  Up  einen  ver- 
schwindenden Faktor  bekommen,  wieder  hergestellt  wird. 

Eine  Reihe  von  gleichmäßiger  Konvergenz  können  wir  auf 
folgende  Art  bilden.    Es  sei 

^0  +  ^1  +  ^3  H 

eine  konvergente  Reihe  von  positiven  numerischen  Gliedern  und 

eine  Reihe  von  Funktionen  von  rc,  deren  Werte  in  endlichen 
Grenzen  eingeschlossen  sind.     Dann  ist  die  Reihe 

(5)  <^  =  Co  9o  +  Ci  9i  +  Ca  9>2  H 

gleichmäßig  konvergent,  soweit  die  Funktionen  (p^  die  gemachten 
Voraussetzungen  erfüllen.  Denn  hier  ist,  wenn  die  q),  dem  ab- 
soluten Wert  nach  unter  C  liegen, 

was  durch  ein  von  x  unabhängiges  n  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann. 

§30. 

Beispiel. 

Zur  Erläuterung  des  Begriffes  der  ungleichmäßigen  Kon- 
vergenz wollen  wir  ein  Beispiel  betrachten. 

Wir  haben  im  §  26,  (6),  (7)   eine   Summenformel  gefunden, 

nämlich,  wenn  wir  2x  =  a  setzen : 

.    2n  +  1 
sin — a 

(1)       1+2  cos  a  -\-  2  cos  2  a  -|-  •  •  •  -|~  2  cos  na  =  


.    1 
sm-a 


worin  n  eine  ganze  Zahl  ist.    Wir  multiplizieren  diesen  Ausdruck 
mit  da  und  integrieren  ihn  zwischen  den  Grenzen  0  und  x^  worin 
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X  eine    zwischen    0  und  2?r    gelegene   Veränderliche    sei.     Wir 
finden  dann: 


,    ^  .         ,    2 sin 2a;    ,    2 sin 3a;    ,  ,    2smnx 

x  +  llsmx  H -. 1 \ h- 


2 


n 


(2) 


^.    2n  +  1 
sin ~ — a 


.    1 
sin^a 


doc^ 


und  darin  läßt  sich  nun  der  Grenzübergang  zu  unendlichem  n 
nach  der  Formel  IV.  (§  16)  bewerkstelligen,  wenn  man  tlf(x) 
=  a?/sinVa^  setzt.  Man  findet  so  die  Summe  der  unendlichen 
Reihe: 

(3)         X  +  2sin^  +  2?^  +  2  ?^  +  ...  =  jr. 

Diese  Formel  gilt,  so  lange  0<Cx<C2n:  ist  Die  linke  Seite 
verschwindet  aber  für  x  =  0^  und  erhält  für  negative  Werte 
von  X  den  entgegengesetzten  Wert  wie  für  die  gleichen  positiven- 

y     Fig.  3. 


W 


Die  Funktion 

^/  \             I    o  •         ,    o  sin2a?    ,    ^  sin3a?    , 
0(x)  =  x  -}-  28m :r  +  2  —^ [-  2  —^ 1- 


2        '3 
genügt  außerdem  der  Bedingung 

0(x^  2jr)  =  0(x)^  2% 

und  wird  durch  das  in  Fig.  3  dargestellte,  aus  Stücken  paralleler 
gerader  Linien  zusammengesetzte  Diagramm  veranschaulicht.  Sie 
hat  für  jedes  x  einen  bestimmten  Wert  und  ist  eine  unstetige 
Funktion  von  x. 

Trotzdem  gilt  aber  der  folgende  Satz: 

Die  Reihe  ^{x)  ist  in  dem  Intervall  (f,3r)  gleich- 
mäßig konvergent,  wenn  0  <;  f  <  ^' 
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Um  dies  einzusehen,  bilden  wir  den  Rest, 

(.5)  R^  =  2  »^°(«  +  1)^  _^  2  «JM^  +  2)0^  _^ 

^^  n  +  1  '  n  +  2         ' 

welcher  infolge  von  (2)  und  (3)  den  Wert  hat: 


/f  .     2  n  4-  1 
sin ^ a 


(6) 


Ity^  =  jr  — 


2 


-da. 


./ 

0 


Sin  ^  a 


Diesen  Ausdruck  bringen  wir,  indem  wir  zur  Abkürzung 


,     1 
«+2-  =  /» 


setzen,  in  die  Form 


(7) 


Ji«    =    %    


X 


sm  \ia 

.    1 
sin^a 


da  — 


sm  \iüL 


sm^a 


da. 


Ist  X  positiv  und  kleiner  als  jr,  so  ist 

X 


2< 


X 

sm^ 


<3r 


a; 


und  der  Quotient  a;  :  sin  —  wächst  stetig  von  2  bis  w,  wenn  x 

von  0  bis  n  wächst.  Folglich  können  wir  auf  das  zweite  der 
Integrale  (7)  den  zweiten  Mittelwertsatz  anwenden  und  erhalten, 
wenn  |  einen  Wert  zwischen  £  und  x  bedeutet: 


(8) 


X 


smua  ,                E 
— ij —  da  = 

sin— a 


sin  \  Bj 


sm  w  a  ,       ,         X 

^     da  +- 


a 


X 


8iü  I  Bj 


.   1 

sin  rr-a; , 
2    §^ 


Sin /LI.  a 
a 


da 


Sin  a   ,    ■  a? 

da  -\- 


a 


sin  2  ^^ 


sm  a 
a 


da. 


00 


und  wegen  der  Konvergenz  des  Integrals  I da  ist   das   In- 
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6 

tegral  I da    absolut    genommen    kleiner    als  eine    beliebig 

a 

kleine  Größe  o,  wenn  a  und  b  beide  größer  sind  als  eine  hin- 
länglich große  Zahl  c.  Hieraus  ersieht  man,  daß  man  fi,  von  x 
unabhängig,  so  groß  annehmen  kann,  daß  das  Integral (8)  be- 
liebig klein  wird. 

Da  ferner  nach  IV,  §  16 


lim  I  7t  — 


sin  -a 


ist,  und  X  in  diesem  Ausdruck  überhaupt  nicht  vorkommt,  so 
kann  man  auch  noch  [i  so  groß  annehmen,  daß  diese  Differenz 
und  damit  der  ganze  Ausdruck  Rn  beliebig  klein  wird,  worin  die 
gleichmäßige  Konvergenz  liegt. 

Dieselbe  Betrachtung  läßt  sich  auch  auf  das  Intervall  von 
jr  bis  2jt  —  B  anwenden,  und  daraus  folgt,  daß  die  Reihe  O  (x) 
in  einem  Intervall  (a,  6),  worin 

gleichmäßig  konvergiert. 

Die  gleichmäßige  Konvergenz  hört  aber  auf,  wenn  das  Inter- 
vall für  X  bis  0  oder  bis  2ä  ausgedehnt  wird. 

Denn  machen  wir  in  (6)  die  Substitution 

2^  +  1  ^        o 
—2 "^  =  ^' 

so  erhalten  wir: 


2n  +  l 


Rn  ■==  7C  


2^  --^d^, 


J 
0 


(2n  4-1)  sin        ^  ^ 


2n  +  1 


und  hierin  kann  man,  wie  groß  auch  n  sein  mag,  x  immer  so 
klein  annehmen,  daß  das  Integral  beliebig  klein  und  Rn  also 
nicht  verschwindend  klein  wird.  Gleichwohl  hört  die  Konvergenz 
der  Reihe  0{x)  im  Punkte  ic  =  0  selber  nicht  auf,  weil  dort 
alle  Glieder  einzeln  verschwinden. 
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§31. 

Stetigkeit,  Integration  und  Differentiation 

unendlicher  Reihen. 

1.  Eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe,  deren  Glie- 
der stetige  Funktionen  einer  Variablen  x  sind, 
ist  selbst  eine  stetige  Funktion  von  x. 

Es  sei  nämlich 

(1)  f/  =  Wo  +  «^1    +  ^2  +   ••• 

eine  in  irgend  einem  Intervall  gleichmäßig  konvergente  Reihe. 
Man  setze 

■Rw  =  Wn  + 1  -|-  Wn  +  2  -|-  •  •  • 

!Nimmt  man  n  so  groß,  daß  B^  in  dem  ganzen  Intervall 
kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Größe  co  wird,  so  sind  auch  die 
Schwankungen  von  Bn  unter  dieser  Grenze,  und  da  TJn  eine 
stetige  Funktion  von  x  ist,  so  kann  man  die  Veränderung  von 
X  so  klein  machen,  daß  auch  die  Schwankungen  von  ün  kleiner 
als  eine  beliebig  kleine  Größe  co'  werden.  Dann  sind  die  Schwan- 
kungen von   TJ  kleiner  als  co  -f"  co',  w.  z.  b.  w. 

Eine  ungleichmäßig  konvergente  Reihe  kann,  wie  das  Beispiel 
§  30  (3)  zeigt,  obwohl  ihre  Glieder  stetige  Funktionen  von  x 
sind,  trotzdem  eine  unstetige  Funktion  darstellen. 

Es  seien  jetzt  a  und  x  zwei  Punkte  des  Intervalls,  in  dem 
die  Reihe  TJ  gleichmäßig  konvergiert  und  es  werde 


X  X 


(3)  i;^  =  I  Wo  dx^      t;^  =r  I  tij  dx^     v^  =\u2  dx^  . . . 


a 


gesetzt.    Dann  ergibt  sich  aus  der  Zerlegung  (2)  sofort 


X 


(4)  V  =     Vdx  =  t;o  +  %  +  ^2  + 


a 


d.  h.  man  kann  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe  dadurch 
integrieren,  daß  man  jedes  einzelne  ihrer  Glieder  integriert.  Wenn 
aber  die  gleichmäßige  Konvergenz  oder  die  Konvergenz  überhaupt 
für  die  Reihe  JJ  in  einzelnen  Punkten  aufhört,  während  die 
gleichmäßige  Konvergenz  der  Reihe  V  über  diesen  Punkt  hinaus 
fortbestellt,  so  ergibt  sich,   da  das  Integral  immer   eine   stetige 
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Funktion  seiner  oberen  Grenze  ist,  mit  Hilfe  des  Satzes  1.,  daß 
die  Formel  (4)  auch  dann  noch  richtig  ist,  wenn  x  in  einen 
solchen  Punkt  fällt,  oder  über  ihn  hinausgeht.  Wir  haben  also 
den  Satz: 

2.  Eine  Reihe  CT,  die,  von  einzelnen  Punkten  ab- 
gesehen, gleichmäßig  konvergiert,  läßt  sich  durch 
Integration  ihrer  einzelnen  Glieder  integrieren, 
wenn  die  durch  Intßgration  entstandene  Reihe 
gleichmäßig  konvergiert. 

Aus  diesem  Satze  läßt  sich  leicht  ein  entsprechender  Satz 
über  die  Differentiation  einer  Reihe  ableiten. 

3.  Wenn  Vo,  t;i,  v^^  ...  stetige  Funktionen  von  x 
sind  und 

(5)  F  =  i;o  +  t;,  +  Va  +  •  •  • 

in  einem  beliebig  kleinen,  den  Wert  x  enthalten- 
denlntervall  gleichmäßig  konvergiert,  wenn  ferner 
die  Reihe 

dvQ    .    dv^    .    dv^    , 
dx  ^  dx        dx  ~^ 

in  demselben  Intervall  überhaupt  konvergiert, 
so  ist, 

.  dV  ^  dvo    ,   dv,       dv,       ^ 

^  ^  dx        dx    ^    dx    ^    äx  ^ 

Dies  ergibt  sich,  wenn  man  die  Reihe  (6)  nach  dem  Satze  2. 
integriert. 

§32. 
Beispiel 

Wir  haben  die  Reihensumme  gefunden: 

/i\                        I    o  •         ,    ^  sin  2a;           sin  3a;    , 
(1)  n:  =  X  +  28ina;  +  2  — ^ \-  2  — ^ \ , 

die  in  dem  Intervall  0  <  a;  <  2  jr  gültig  ist.  Da  durch  Inte- 
gration dieser  Reihe  eine  u^abedingt  und  gleichmäßig  konver- 
gierende Reihe  entsteht,  so  ist  die  Integration  von  0  bis  x  ge- 
stattet, und  wir  erhalten  eine  bis  x  =  2jc  einschließlich  gültige 
Formel 
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§32. 


(2) 


nx 
"2" 


COSiC 

1 
1 


cos  2  a;       cos  3^       cos  4^ 


4 

1 


9 
l 


+    T     +       4      +       9      + 


16 
16 


+ 


(3) 


Setzen  wir  hierin  a;  =  jt,  so  ergibt  sich 

8   ~"^9^25"^49' 


und  nun  können  wir  auch  die  in  der  zweiten  Zeile  der  Formel  (2) 
stehende  konvergente  numerische  Reihe  summieren.  Setzen  wir, 
um  dies  auszuführen, 

^4^9'    16^       '• 
so  ergibt  sich  mit  Hilfe  Ton  (3): 

^         8    ~  4  "^  16  "•    36  "•"  64  "^  '" 

=  40  +  4  +  9+T6  +  -)  =  t' 
woraus  sich  z  =  tt^/ö,  also 

(4) 


1  +  1  +  1  +  1  +  1  +  . ..  =  ?[! 

^4^9^  16  ^25^  6 


ergibt    Demnach  finden  wir  aus  (2)  die  folgende  ßeihensumme: 


(5) 


cosa? 


+ 


cos  2  a;   ,    cos  3  x   .    cos  4  x 


+ 


9 


+ 


16 


+  ...= 


{X  7t) 


2 


12 


-271 


gültig  in   dem  Intervall 
0  ^  ic  ^  2  JT. 

Die  Reihe  auf  der  lin- 
ken Seite  dieser  Formel 
ist  eine  gerade  perio- 
dische Funktion  mit 
der  Periode  2  n.  Sie 
kann  durch  eine  stetige 
Kurve  dargestellt  werden,  die  sich  aus  lauter  kongruenten 
Parabelbögen  zusammensetzt. 

Man  kann  aus  (5)  verschiedene  andere  Formeln  ableiten,  von 
denen  einige  angefühi-t  sein  mögen. 

Ersetzt  man  in  (5)  x  durch  a;  -)-  jt,  so  erhält  man: 


§33. 


Fouriersche  Reihen. 
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00 


(6) 


n  =  l 


( —  1)"  COS  na? x^        jr2 

nä  ~   4         12' 


eine  Formel,  die  in  dem  Intervall  —  jr  ^  a?  <  -f-  tt  gilt. 

Wenn  wir  dann  (6)  von  (5)  subtrahieren,   so  folgt  für  das 
Intervall  0  ^  x  ^  7t 


(7) 


>^  C08(2W  4-1)^  7t   /7C  \ 

^0     (2«  +  l)«      -l\2-V 


Die  Funktionen,  die   auf  der  linken  Seite  von  (6)  und  (7) 
stehen,  werden  durch  gebrochene,  aber  stetig  zusammenhängende 


Linien  dargestellt,  die  bei  (6)  aus  Parabelbögen,  bei  (7)  aus 
geradlinigen  Strecken  zusammengesetzt  sind,  wie  die  Fig.  4  und  5 
zeigen. 

§33. 
Fouriersche  Reihen. 

Die  nach  Fourier  benannten  Reihen  haben  den  Zweck,  eine 
gegebene  Funktion  (p{x)  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  die  nach 
sinus  und  cosinus  der  Vielfachen  des  Arguments  x  fortschreitet 
und  die  also  die  Form  hat: 

I.  ^('^)  =  «1  sin^  +  0^2  sin 2a;  +  a^  sin 3a;  -\-  ••• 

-\-  —  bo  -\-  bi  cosx  -\-  62  cos  2x  -\-  b^  cosSx  -\-  '"^ 

worin  die  «j,  aa,  as,  ...  6o»  ^n  ^21  ^31  •  •  •  von  x  unabhängige 
Koeffizienten  sind.  Solche  Reihen  nennen  wir  auch  trigono- 
metrische Reihen.  Setzen  wir  die  Konvergenz  dieser  Reihe 
voraus,  so  ändert  sie  wegen  der  Periodizität  der  Funktionen 
sina?,  cos ic  ihren  Wert  nicht,  wenn  x  um  In  vermehrt  wird, 
und  demnach  kann  die  Funktion  g?  (x)  höchstens  in  einem  Inter- 
vall von  der  Größe  2%  willkürlich  sein.  Darüber  hinaus  wieder- 
holen sich  ihre  Werte  periodisch. 
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Innerhalb  eines  solchen  Intervalls  mag  nun  die  Funktion  q)  (x) 
beliebig  gegeben  sein.  Sie  soll  sich  auch  aus  Teilen  zusammen- 
setzen können,  die  in  yerschiedenen  Stücken  des  Intervalls  ver- 
schiedenen analytischen  Gesetzen  folgen,  auch  kann  sie  Unstetig- 
keiten  haben;  nur  soll  sie  den  Bedingungen  des  Satzes  §  17,  V. 
unterworfen  sein. 

Wenn  wir  voraussetzen,  daß  die  Reihe  I.  nach  §  31  glied- 
weise integrierbar  ist,  so  lassen  sich  die  Koeffizienten  leicht  durch 
Integrale  ausdrücken.  Wir  haben  nämlich,  wenn  m  und  n  be- 
beliebige ganze  Zahlen  sind,  die  wir  nicht  negativ  anzunehmen 
brauchen,  weil  sinma?  cosnx  eine  ungerade  Funktion  ist: 

+  ft 

sinw^  cos nxdx  =  0; 

TT 


+ 

1 


ferner: 


I  smmx  sinnxdx 


—  7t 


=  -  1  cos(m  —  n)xdx —  ^  1  cos(m-\-n)xdx  =  0^  wennm^w 

—  Tt  -^n 

=  :r,  wennm  =  w>0 


1 


■\-7t 

cosm^r  cosnxdx 


4- Ä  4-Ä 


-f--    cos(tw  —  n)xdx-{-—  \cos{m-\-n)xdx  =  0^    wennw^n 

—  TT  — n 

=  jr,    wennm=n>0 
=^  2  TT,  wenn  w=w=0. 

Wenn  wir  hiemach  die  Reihe  I.  mit  sinmx  dx  und  mit 
cos  mxdx  multiplizieren  und  zwischen  den  Grenzen  — sr  und  +« 
integrieren,  so  erhalten  wir: 

atn  =  —  I  9?(^)  sinmxdx^ 

(1) 


—  rt 


=  ij<)p(x) 


—  7t 


COS  mxdx^ 


von  denen  die  letzte  auch  noch  für  m  =  0  gilt. 
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Hieraus  ergibt  sich  also,  daß  die  Darstellung  einer  Funk- 
tion (p{x)  durch  die  Formel  I.  höchstens  auf  eine  Art  möglich 
ist,  wenn  wir  verlangen,  daß  die  Reihe  gliedweise  integrierbar 
sein  soUi). 

Setzen  wir  die  oben  angegebene  Periodizität  der  Funktion  (p  {x) 
voraus,  so  können  wir,  wenn  c  ein  beliebiger  Wert  ist,  auch 
setzen: 

(2) 


0  —  7t 
0+  7t 


\\vi^) 


'm  - 

C — 7t 


Gos  mxdx. 


Denn  es  ist  nach  dieser  Voraussetzung  z.  B. 

C+  7t  C — 7t 

I  (p(x)smmxdx^=  I  (p(x)  sinmxdx^ 

7t  —7t 

wie  man  durch  die  Substitution  x  =  2in:  -\-  Xi  erkennt,  und 
hierdurch  werden  die  beiden  Ausdrücke  von  a^  aufeinander 
zurückgeführt    Ebenso  6m« 

§34. 
Summation  der  trigonometrischen  Reihe. 

um  aber  zu  zeigen,  daß  jede  Funktion  (p{x),  die  den  an- 
gegebenen Forderungen  genügt,  in  eine  trigonometrische  Reihe 
entwickelbar  ist,  müssen  wir  nach  Dirichlets  Vorgang  die 
Summe  der  m  ersten  Glieder  der  Reihe  bilden,  und  dann  m  ins 
Unendliche  wachsen  lassen.  Wenn  sich  dann  zeigt,  daß  die 
Summe  dem  Grenzwert  (p(x)  zustrebt,  dann  ist  die  Entwickel- 
barkeit  erwiesen.    Setzen  wir 

(1)  Sn  =  «1  sinic  -{-  a2  Bin2x  -{-  '"  -\-  Un  sin  na? 

-|-  —  6o  H"  ^1  cosx  -|-  6-2  cos 2x  -{'"'-{-  bn  cosnx 

und  substituieren  für  die  Koeffizienten  a^,  6m  die  Ausdrücke 
§  33  (2),  in  denen  wir  die  Integrationsvariable  mit  a  bezeichnen, 
so  ergibt  sich: 


^)  Daß  aach  ohne  diese  Forderung  eine  zweite  Entwickelung  einer 
Funktion  in  eine  trigonometrische  Eeihe  nicht  möglich  ist,  hat  G.  Cantor 
bewiesen  (Grelles  Journ.,  Bd.  72). 
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c  +  n 

(2)        S,.  =  ^  f  ^'C«)  (^  +  co8(a;  — «)  +  co82(a;  — «)  +  ••• 

C — 7t 

-|-  COS  n  {x  —  a)  I  da 
und  durch  Anwendung  der  Summenformel  §  30,  (1): 

.     2w  4-  1 
sin  ^ 


C+  Tt 


(3) 


_1_ 
2ä 


{x  —  a) 


l 


da, 


J 

C—7t 


sin  ^  (a;  —  a) 


oder,  wenn  man  unter  dem  Integralzeichen  a  r=  x  -\-  ß  setzt: 

2w  +  1 


^'»   ^^   Ö^ 


/3 


9>{x  +  ß) 


dß. 


f — n — X 


sin-^ 


Wählt  man  c  so,  daß 

—  7C-\-x<ic<^n-\-x^ 

z.  B.  c  =  ic,  so  sind  die  beiden  Grenzen  des  Integrals  (4)  von 
verschiedenen  Vorzeichen  und  liegen  zwischen  —  2n  und  -\-  2%^ 
und  demnach  können  wir  den  Grenzwert  von  8n  nach  dem 
Theorem  §  17,  V.  bestimmen,  wenn  wir  darin 

ß 


t  (ß)  =  q>  (x -{- ß) 


setzen,  und  wir  finden  so: 


sin  2^ 


(5) 


lim  S„  =  2  9 [(«  +  0)  +  9)(a;  -  0)], 


«1=  00 


oder  also,  wenn  (p{x)  an  der  Stelle  x  stetig  ist,  =  (p(x): 

Die  Fouriersche  Formel  I.  mit  den  Konstanten- 
bestimmungen (1)  oder  (2)  §  33  gilt  also,  wenn  die 
Funktion  q>{x)  in  einem  Intervall  vom  umfang  27t 
den  Bedingungen  §  17,  V.  gemäß  beliebig  gegeben 
ist,  wenn  sie  periodisch  ist  mit  der  Periode  23r, 
und  wenn  sie  an  einer  Unstetigkeitsstelle  den 
Mittelwert  der  beiden  dort  zusammenstoßenden 
Werte  hat. 
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§35. 
Besondere  Formen  der  Fouriersohen  Reihe. 

Wenn  man  in  der  Darstellung  §  34  (1)  von  der  Formel  Ge- 
brauch macht 

2cosn(a;  —  a)  =  e»«(*-«>  +  e-«'«  («-«>, 

so  kann  man  der  nun  bewiesenen  Fouriersohen  Darstellung  der 
Funktion  (p{x),  §  33,  L,  die  Form  geben: 

1  ^  r 

—n 

oder,  indem  man  x  und  a  durch  nx  und  sra  und  (p(7cx)  durch 
<p(x)  ersetzt: 

+  00         +1 

P.  (p(x)  =  ^    ^     tg?(a)  «•"''(*-«)  da, 

n= — 00  J 
—  1 

WO  aber  in  der  letzten  Formel   die  Periode  der  Funktion  (p  (x) 
nicht  mehr  2  jjt,  sondern  2  ist. 

Wir  haben  femer  hier,  ähnlich  wie  bei  den  Fouriersohen 
Integralen,  die  beiden  speziellen  Fälle  hervorzuheben,  daß  (p(x) 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Funktion  ist,  d.  h.,  daß 
q>  ( —  x)  =  -{-  q>  (x)  oder  =  —  (p(x)  ist 

Ist  zunächst  (p{x)  ungerade,  so  ist  nach  §  33,  (1) 
jtam  =  \  ^>{x)  sin  mx  dx  =  2\(p{x)  sin  mx  dx 

—  n  0 

—  n 

und  ebenso  ergibt  sich,  wenn  ^>  {x)  gerade  ist,  a^  =  0. 
Man  erhält  auf  diese  Weise: 

IL  9? (a?)  =  Ol  sin X  -f-  Oa  sin  2 rr  -|-  «8  sin  3rr  -|-  •  •  • 


a^  =  —  \^>{x)  ^mmxdx 


0 
Riemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.  I.    5.  Aufl. 
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IIL     q)(x)  =  -Öq  -f-  61  coSiT  +  63  COS 2a;  -f-  63  cos3;r  -|-  ••• 

bm  ^=  —  \  (p(x)  cosmx dx. 


=  |jg,(a:) 


0 


Hier  können  die  Funktionen  9?  {x)  in  dem  Intervall  (0 ,  n) 
beliebig  gegeben  sein.  Es  kann  auch  z.  B.  in  beiden  Formeln  q>  {x) 
dieselbe  Funktion  darstellen.  Über  dieses  Intervall  setzt  sich 
die  Reihe  im  ersten  Falle  als  ungerade,  im  zweiten  als  ge- 
rade, und  in  beiden  Fällen  als  periodische  Funktion  von  x  fort. 
Die  Formel  IL  gibt  g)(0)  =  0,  und  wenn  also  q>  {-\-  0)  nicht 
Null  ist,  so  ist  die  Reihe  II.  bei  x  ^=  0  unstetig.  Die  Reihe  IIL 
ergibt  q>  ( —  0)  ==  g?  {-\-  0),  also  Stetigkeit  bei  ic  =  0. 

Will  man  eine  Funktion  entwickeln,  die  anstatt  der  Periode 
2 71  eine  beliebige  andere  Periode  21  hat,  so  kann  man  in  der 
Formel  §33,  I.  nxjl  an  Stelle  von  x  und  dann  wieder  q>{x)  statt 
q>(7tx/T)  setzen.    Dann  findet  man: 

IV.       qp  (x)  =  tti  sin  -= [-  tta  sin  2  -= — |-  ag  sin  3  ^ — |-  . . .. 

1  .      .    ,  nx    ,    ,  ^  Jtx    ,    ,  ^  7tx 


+  -9"  ^0  +  ^1  cos  -| — |-  62  cos  2  -j — (-  63  cos  3  -^ — \- 


•  •  • 


und    darin  ist,    wenn    c    eine   beliebige   Größe  bedeutet,    nach 
§  33,  (2):  • 


1       f         ^    X        .  ytX  ^ 

ütn  =  -T-  \9W  sm m  "Y  dx 


c-l 
c  +  l 


bfn  =  -j  MPW  cosm  -j-dx, 

c  —  l 


Auch   hier  lassen  sich  die  beiden  speziellen  Fälle  IL,  HL  her- 
vorheben. ' 

§  36. 
Beispiele. 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  Funktion  q){x)  betrachten,  die 
in  dem  Intervall  (0,  Jt)  gleich  x  ist.  Wenn  wir  diese  Funktion 
als   gerade  Funktion    fortsetzen,   so   bleibt   sie   auch   bei  perio- 


§  36. 


Beispiele. 
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discher  Fortsetzung  stetig.  Wenn  sie  aber  als  ungerade  Funk- 
tion fortgesetzt  wird,  so  wird  sie  bei  den  ungeraden  Vielfachen 
von  n  unstetig. 

Wir  wenden   also    jetzt  IL  und  III.  an,  und   erhalten  aus 
den  Formeln 

d{x  co%mx)  =  dx  (cosm^c  —  mx  sinm^r), 
d{x  sinmx)  =  dx  (sintwx  -|-  vnx  cosma?) 

duixh  Integration:  Fig. 6. 

n 

x  ^inmxdx 


I 


n  cosm^r 


n 


I 


xcosmxdx  = 


m 


cos  mjT 


1 


m- 


und  für  m  =  0: 


71 

1 


xdx  = 


n' 


Da  nun  cosm^r  =  -j-  1  oder  =  —  1  ist,  je  nachdem  m 
gerade  oder  ungerade  ist,  so  ergeben  die  Formeln  11.,  IIL  die  für 
das  Intervall  (0,  tc)  gültigen  Entwickelungen: 

Fig.  7. 

y 


(1) 

(2) 


X 

2 


sm  X 
1 


sin  2a;  _,    sin  Sic 
cos  3x 


X  7t  2    /COSiC  _, 

2  ~J~  n  VIT"  + 


+ 


sin  4  a; 
4 

cosöa? 


+ 


+  •••) 


32      '      52 

Diese  Reihen  sind  im  Grunde  nur  andere  Formen  der  Ent- 
wickelungen §  32  (1)  und  (7). 

Man  kann  daraus  mannigfache  Summenformeln  ableiten,  von 
denen    folgende   Beispiele    angeführt    sein    mögen:    Setzt    man 
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X  =  1/2^1  80  erhält  man  aus  (1)  die  Leibnizsche  Reihe 
(3) 


4  3^5        7  ^ 


Setzt  man  aber  in  (1)  a;  =  V4*)  so  folgt 

1 


8~y2     2"'"3y2     5V2 


i_4-i_J__ 


und  hieraus  mit  Benutzung  Ton  (3) 


(4) 


=  l4.i«i_i  .  i  +  1 

2^2  ^3         5         7^9^  11 


Um    noch    ein    anderes   Beispiel   zu    geben,  wollen  wir  die 
Funktion    sina:    in    eine   Cosinusreihe    entwickeln.      Tragen    wir 

den  Wert  der  Reihe  auch 
über  das  Intervall  (0,  ic)  als 
Ordinate  einer  Kurve  auf, 
so  erhalten  wir,  wie  Fig.  8 
zeigt,  eine  aus  Bögen  der 
Sinuslinie  zusammengesetzte 
Kurve,  die  ganz  auf  der 
positiven  Seite  der  :r- Achse 
verläuft.  Die  Kurve  ist  zwar 
stetig,  hat  aber  bei  den  Vielfachen  von  n  Ecken. 

Wenden  wir  also  die  Formel  IIL  an,  so  ergibt  sich: 


(5)    6«, 


BÜnx  Qo^mxdx 


2   f    . 

=  -        81 
7C] 

0 

Jt 

=  -  I  [sin(m  -\-  l)x  —  sin(m  —  l)x] 


1  /cos(m-(-l);r  —  1       cos(nj 

n  \  m-f-1  m 


dx 


-l)3g  — 1\       ^  , 
—f^ J,  m  >  1 

und  für  m  =  0,  1 : 

n 
(6)  6o  =  -   I  81^1^^^  =  —  ?       fej  =  0. 


Aus  (5)  folgt 


62m  = 


63  =  0, 

—  4 


65  =  0,  . . . 


—  4 


7r(4m2  —  1)        TT (2m  —  Ij  (2m  +  1) 


y 
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Wir  erhalten  also  die  zwischen  0  und  %  gültige  Formel 

,„.  7C    ,  ,        2  COS  2  a;        2  cos  4a;        2  cos  6  a; 

(7)  -8mx=l —^ 3-3 ^ 


§37. 
Grad  der  Konvergenz  der  Fourierschen  Reihe. 

Es  ist  nun  noch  von  Interesse,  daß  man  sich  über  den  Grad 
der  Abnahme  der  Koeffizienten  a„,  6»  der  Fourierschen  Reihen 
mit  unendlich  wachsendem  n  eine  Vorstellung  bilden  kann.  Wir 
setzen  dabei  die  Differentiierbarkeit  der  Funktion  (p{x)  voraus, 
ohne  auszuschließen,  daß  der  Differentialquotient  in  einem  Punkte 
unendlich  wird.  Die  Funktion  9?  (x)  selbst  wollen  wir  als  endlich 
voraussetzen.     Dann  ist 

^ =r  q)'{x)  cosnx  —  nq){x)  sinwa*, 

dw(x)  sinnx  //  x    •  ,  ,  \ 

^  ' =  (p  {x)  sin  wo;  -f-  n(p{x)  cosnx. 

Wird  die  Funktion  (p  (x)  in  einem  Punkte  x  =  a  unstetig, 
so  erhält  man  bei  der  Integration  der  linken  Seite  dieser  Aus- 
drücke Glieder  von  der  Form 

[9?  (a  —  0)  —  (p(a  -\-  0)]  cos wa, 
[q)  (a  —  0)  —  9?  (a  -|-  0)]  sin  wa, 

und  diese  Größen  können  zwar  bei  unendlich  wachsenden  n 
unaufhörlich  hin  und  her  schwanken,  gehen  aber  nicht  über  ge- 
wisse endliche  Grenzen  hinaus.  Das  nämliche  gilt  von  den 
Integralen 

I  (p' (x)  cos nxdx^         I  ff' (x)  sinnxdx  1), 

^)  Wir  nehmen  hier  immer  an,  daß  auch  (^' (jt)  und  die  höheren  Diffe- 
rentialquotienten, soweit  sie  in  Betracht  kommen,  in  einem  endlichen 
Intervall  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben.  Dann  kann 
man  aus  der  Endlichkeit  des  Integrals 

j  ^'(.r)d.r 

auf  die  Endlichkeit  der  beiden  Integrale 

I    (f>' (t)  coBnxdXf  I    <^'(r)  sinnxdx 

schließen.  Auch  unendlich  viele  Unstetigkeiten  sind  hier  für  (^(.t)  und  seine 
Differential quotienten  ausgeschlossen. 
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und  demnach  ergibt  sich  durch  Integration  von  (1)  nach  §  33,  (1) 
der  Satz: 

1.  Wenn  die  Funktion  (p{x)  endlich  ist,  so  bleiben 
die  Produkte  wa„,  w6„,  bei  unendlich  wachsendem 
n  in  endlichen  Grenzen  eingeschlossen. 

Wenn  die  Funktion  (p(x)  als  stetig  vorausgesetzt  wird,  so 
werden  die  Integrale  der  Funktionen  auf  der  linken  Seite  von 
(1)  gleich  Null,  und  wir  erhalten: 

nUn  ==  —  I  ff'ip^)  cos  nxdx^ 

—  rt 

+  71 


6n  =  —  1  ^''C^)  sinnxdx^ 


n 

—  n 

woraus  man,  wenn  man  in  1.  <p  {pc)  durch  9)'  (x)  ersetzt,  schließen 
kann : 

2.  Wenn  die  Funktion  ^>{x)  selbst  stetig  und  <p'  {x) 
endlich  ist,  so  sind  n^a^^  n^bn  bei  unendlich 
wachsenden  n  endlich, 

und  daraus  erhält  man  durch  vollständige  Induktion: 

3.  Wenn  die. Funktion  g)(x)  mit  ihren  k —  1  ersten 
Ableitungen  endlich  und  stetig  und  die  fc*«  Ab- 
leitung noch  endlich  ist,  so  sind  n^-^'^an^  n^  +  '^bn 
mit  unendlich  wachsenden  w  endlich. 

Wenn  also  die  zu  entwickelnde  Funktion  (p(x)  stetig  ist,  so 
ist  die  Konvergenz  der  Fourier sehen  Reihe  immer  eine  un- 
bedingte. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  eine  Funktion  zu  entwickeln, 
deren  analytisches  Gesetz  nicht  bekannt,  die  also  z.  B.  graphisch 
oder  durch  Beobachtungen  gegeben  ist,  so  sind  die  Funktions- 
werte auch  nicht  für  alle  Argumentwerte  und  nicht  mit  abso- 
luter Schärfe  bekannt.  Es  lassen  sich  dann  die  Koeffizienten 
der  Reihe  auch  nur  bis  zu  einem  gewissen  Range  hin  und  nur 
näherungsweise  berechnen  und  man  erhält  dann  einen  analy- 
tischen Ausdruck,  der  innerhalb  der  Grenzen  der  Genauigkeit 
der  Daten  mit  der  darzustellenden  Funktion  übereinstimmt.  Ist 
die  Funktion  unstetig,  so  wird  in  nächster  Nähe  der  ünstetig- 
keitsstelle  der  Fehler  immer  groß  bleiben.     Berechnet  man  aber 
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eine  hinlängliche  Gliederzahl  und  mit  genügender  Genauigkeit, 
80  kann  man  das  Gebiet  dieser  größeren  Fehler  entsprechend 
einengen. 

Wir  verweisen  hier  auf  die  außerordentlich  reichhaltige  und 
verdienstliche  Arbeit  von  Burkhardt,  in  der  nach  allen  Seiten 
hin  die  Anwendungen  der  Entwickelungen  nach  periodischen 
Funktionen  dargestellt  sind:  „Entwickelungen  nach  oszillierenden 
Funktionen  und  Integration  der  Differentialgleichungen  der  mathe- 
matischen Physik''.  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung,  Bd.  X.    Leipzig  1908. 


Fünfter  Abschnitt 

Metarlbche  Integrale. 


§38. 
Mehrfache  Integrale. 

Wir  Bind  schon  bei  unseren  bisherigen  Betr&chtuDgen  Doppel- 
integralen  begegnet,  jedoch  haben  wir  eie  da  nur  als  das  Ergeb- 
nis  einer  zweimal  nacheinander  auszuführenden  einfachen  Inte- 
Pjg.9.  gration  aufgefaßt.    Wir  betrachten 

sie  jetzt  als  selbständigen  Begriff. 

Wir  teilen  die  a:y- Ebene  durch 
eine  zweifache  Schar  paralleler  Ge- 
raden und  grenzen  dann  irgend  ein 
endliches    Flächenstück     F    durch 
eine  geschlossene  Linie  ab.    Es  ist 
auch  nicht  ausgeschlossen,  daß  die 
Begrenzung   aus  mehreren  getreDu- 
ten  Linien    besteht   und    also   bei- 
spielsweise eine  ringförmige  Gestalt 
hat.     Es  sei  dann  f(x,y)  eine  Funktion  der  Koordinaten  x,y,  die 
in  einem  Punkte  |  den  Wert  f(^)  habe;   einen   solchen  Punkt  | 
nehmen  wir  in  jedem  der  Rechtecke  S,  in  die  wir  die  Ebene  ein- 
geteilt haben,   soweit  sie  entweder  ganz  oder  auch  nur  teilweise 
in  der  Fläche  F  liegen. 

Unter  dem  Doppelintegrale 


11 


f(x,i/)dx  dy, 


genommen  über  die  Fläche  F,  verstehen  wir  dann  den  Grenzwert 

der  Summe 

(1)  irtS)ä, 
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weDQ  man  die  Rechtecke  fS  nach  allen  Dimensionen  unendlich 
klein  werden  läßt;  nud  wie  bei  den  einfachen  Integralen  läßt 
aich  beweisen,  daß  ein  solcher  bestimmter  Grenzwert  vorhanden 
ist,  wenn  die  Funktion  /"(j-,!/)  stetig  angenommen  wird.  Es  ist 
dann  gleichgültig,  ob  man  die  Rechtecke,  die  nur  zum  Teil 
innerhalb  F  liegen,  zu  der  Summe  (1)  hinzunimmt  oder  aus- 
schließt, und  man  sieht  auch  ebenso  ein,  daß  man  statt  der 
Einteilung  in  Rechtecke  eine  beliebige  andere  Einteilung  von  F 
in  Elemente  wählen  kanu,  wenn  diese  Elemente  nur  nach  alleu 
Seiten  hin  unendlich  klein  werden,  etwa  wie  die  Fig.  10  zeigt»). 

Hiernach    läßt    sich    auch  das  p<jg.  lo. 

Doppelintegral  durch  eine  zweimal 
nacheinander  auszuführende  ein- 
fache Integration  bestimmen,  indem 
man  zunächst  etwa  y  festhält  und 
den  Grenzwert  der  Summe 

dy£f{l)dx 
bestimmt,  und  dann  noch  einmal  die 
Summe  in  bezug  auf  dy  bildet  und  abermals  zur  Grenze  übergeht. 

Man  kann  die  De&nition  des  Integrals  auch  auf  den  Fall 
ausdehnen,  daß  f{x,y)  an  einer  Linie  unstetig  wird,  also  zu 
beiden  Seiten  dieser  Linie  Werte  von  endlicher  Differenz  hat. 
Man  hat  dann  nur  die  Fläche  F  in  Stücke  zu  zerlegen  und  beide 
Seiten  einer  Unstetigkeitslinie  zur  Begrenzung  je  einer  dieser 
Teiläächeu  hinzuzunehmen. 

Integrale,  bei  deneti  die  Funktion  in  einem  Punkte  unend- 
lich wird,  muß  man  dadurch  erklären,  daß  man  den  ünendlich- 
keitspunkt  durch  eine  Hülle  von  dem  Integrationsgebiete  F- 
ausschließt  und  dann  die  Hülle  unendlich  klein  werden  laßt.  Es 
ist  dabei  nicht  ausgeschlossen,  daß  die  Grenzwerte  des  Integrals 
von  der  Art  und  Weise  abhängen,  wie  aich  die  Hülle  dem  Un- 
ßtetigkeitspunkte  annähert,  was  in  den  einzelnen  Fällen  besonders 
untersucht  werden  muß.  Ähnlich  verhält  es  sich,  wenn  die  Grenzen 
der  Integration  unendlich  werden. 

Wenn  man  die  Funktion  f{x,y)  dui-ch  eine  auf  der  xy- 
Ebene  senkrecht  stehende  :j-Ordinate  einer  krummen  Fläche  dar- 
stellt, so  erhält  das  Doppelintegral  die  Bedeutung  eines  Volumens. 

a  des  Doppelintegrals"; 
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Ganz  ebenso  verhält  es  sich  nun  mit  den  dreifachen  Inte- 
gralen (Baumintegralen) 

(2)  j  j  \f{x,y,z)dxdydz. 

Hier  ist  das  Integrationsgebiet  ein  Volumen,  das  von  einer  oder 
mehreren  geschlossenen  Flächen  begrenzt  ist.  Dies  Volumen 
wird  auf  irgend  eine  Weise  in  Elemente  eingeteilt,  jedes  dieser 
Elemente  wird  mit  einem  Funktionswerte ,  der  einem  seiner 
Punkte  angehört,  multipliziert  und  der  Grenzwert  der  Summe 
aller  dieser  Produkte  genommen,  wenn  jedes  Voluinenelement 
nach  allen  Dimensionen  unendlich  klein  wird. 

Die  Bezeichnungsweise  (2)  für  das  Eaumintegral  entspricht 
der  Vorstellung,  daß  die  Volumenelemente  rechtwinklige  Parallel- 
epipede  dxdydz  seien,  wie  sie  von  drei  Scharen  den  Koordi- 
natenebenen paralleler  Ebenen  ausgeschnitten  werden.  Wenn 
wir  nicht  gerade  diese,  sondern  eine  beliebige  Einteilung  in 
Elemente  im  Auge  haben,  werden  wir  ein  solches  Volumen- 
element auch  mit  dx  und  demgemäß  das  Baumintegral  mit 


(3)  \^fd 


bezeichnen.     Die   Begrenzung,   bis   zu  der  sich  das  Integral  er- 
streckt, muß  außerdem  noch  angegeben  werden. 

§  39. 
Transformation  von  Baumintegralen. 

Die  verschiedenen  Arten  der  Baumeinteilung  bei  dreifachen 
.Integralen  finden  ihren  analytischen  Ausdruck  in  der  Einführung 
verschiedener  Integratiönsvariablen.  Um  eine  solche  Trans- 
formation auszuführen,  denken  wir  uns  die  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten x^  y^  z  eines  Punktes  ausgedrückt  als  Funktionen  von 
drei  neuen  Variablen  p,  g,  r,  setzen  also  etwa 

(1)  x  =  ip  (p,q,r\    y  =  t  (p,q,r),    z  =  %  {p,q,r). 

Einem  konstanten  Werte  einer  dieser  Variablen,  z.  B.  p,  ent- 
spricht eine  Oberfläche,  auf  der  die  einzelnen  Punkte  durch 
verschiedene  Werte  von  g,  r  unterschieden  werden.  Es  wird  so 
der  Baum  (oder  auch  nur  ein  gewisser  Baumteil)  von  drei 
Scharen  von  Oberflächen  durchzogen,  die  wir  die  Flächen  (g,  r), 
(^?jP)>  (P"»  q)  nennen,  von   denen   sich  je   drei  in   einem  Punkte 
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Transformation  von  Raumintegralen. 
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rc,  y,  z  schneiden  und  so  diesen  Punkt  bestimmen.  Die  drei 
Flächenscharen  schneiden  sich  in  drei  Kurvenscharen,  und  auf 
einer  dieser  Kurven  ist  nur  eine  der  Variablen  jp,  3,  r  veränder- 
lich. Wir  unterscheiden  sie  als  p-Kurven,  ^-Kurven  und  r-Kurven. 
Die  so  erklärten  Variablen  2>,  3,  r  heißen  auch  krummlinige 
Koordinaten. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  ergeben  sich  Aus- 
drücke von  der  Form: 


(2) 


dx  =  adp  -{-  a*dq  -j-  a**dr 
dy  =  hdp  -\-  b'dq  -f  b"dr 
dz  =  cdp  -\-  c'dq  -\-  d*dr^ 

worin  z.  B.  a  =^  dx  jdp  ist  und  die  übrigen  Koeffizienten  ent- 
sprechende Bedeutung  habend).  Bezeichnen  wir  mit  ds  das 
Linienelement,  d.  h.  die  Länge  der  Verbindungslinie  zweier  un- 
endlich benachbarter  Punkte,  so  ergibt  sich  aus  (2): 

(3)  ds^  =  dx^  -\-  dy^  -\-  dz^ 

=  edp^  +  e'dq^  +  e"dr^ 

+  2gdqdr  -f  2g'drdp  +  2g"dpdq, 
worin 

e    =  a2    4-  62    ^  c2^         g    =a'  a"  +  V  V  +  d  d\ 

(4)  a'  =:  a'2  _^  ft/2  4.  c\         g'  =  a!'a    +  V'h    -\-  c"c, 
e"  =  a"2  4.  6"2  _j>  c"2,        f  z=:a  a!  ^-hV  -^c  c\ 

Fig.  11.  Fig.  12. 


Wir  bestimmen  jetzt  ein  Volumenelement,  welches  von  sechs 
Flächen  begrenzt  wird,  die  durch  die  konstanten  Werte  jp,  ?,  r, 
p  -(-  dp,  q  -(-  dg,  r  -\-  dr  bestimmt  sind  und  das  wir  bei  unend- 
lich kleinen  dp,  dg,  dr  als  Parallelepiped  betrachten  können. 

Die  acht  Ecken  dieses  Parallelepipeds  haben  die  Koordinaten 


*)  über  den  Begriff  des  Differentials  vergleiche  z.  B.  Cauchy,   Galcul 
diff6rentiel.     Gesamtausgabe  von  Caucbys  Werken,  Ser.  II,  Bd.  4,  S.  27,  47. 
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«) 

p^ 

Qy 

r, 

ß) 

P^dp, 

9. 

ry 

r) 

P^ 

(l-\-dq, 

r, 

S) 

J>. 

«, 

r  4-dr, 

«') 

p-\-dp, 

q-\-dq, 

r  +  dr, 

^0 

1>. 

q  -\-  dq, 

*•  +  dr, 

/) 

P  i-dp. 

3. 

r  -\-dr, 

S') 

p-\-dp. 

q-\-dq. 

r, 

und  die  Kantenlängen  erhält  man  aus  (3): 

(5)  (a/S)  =  Vä"dp,       (ay)  =  Y^dq,      (ocä)  =  ^7'dr, 

wenn  die  Quadratwurzeln  und  dp^  dq^  dr  positiv  sind. 

Es  sind  dx^  dy^  de  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des 
Punktes  a'  in  bezug  auf  ein  Koordinatensystem,  das  seinen  Ur- 
sprung in  a  hat,  und  folglich  ist 

dx  =  ds  cos  (ds,  x)^       dy  =  ds  cos  (ds,  y\       dz  =  ds  cos  (rfs,  ^), 

und  wenn  man  also  zwei  verschiedene  Punkte  a'  mit  den  rela- 
tiven Koordinaten  dx^  dy^  dz  und  d'x^  d'y^  d'z  betrachtet,   so  ist 

(6)  dxd'x  -{-  dyd'y  -\-  dz  d'z  =  dsd'sGOs(dsd's). 

Wendet  man  diese  Formel  auf  die  Punkte  y,  S  (Fig.  12)  an, 
so  hat  man  nach  (2),  (5)  zu  setzen: 

dx  =  a'  dq^     dy  =  Vdq^     dz  =  c'dq^     ds  =  Y^dq^ 
d'x  =  a"dr,    d'y  =  b"dr,    d'z  =  c"dr,    ds'  =  }j7'dr, 

und  wenn  man  also  mit  co,  co',  co"  die  drei  Kantenwinkel  der 
körperlichen  Ecke  bei  a  bezeichnet,  so  ergibt  sich  nach  (4) 
und  (6): 

(7)  ^  =  yeVcosö,    g'  =  '^e'^e  coso',    g"  =  yee'coso". 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Stereometrie  ist  aber  das 
Volumen  eines  Parallelepipedons ,  dessen  Kanten  a,  6,  c  und 
dessen  Kantenwinkel  a,  j8,  y  sind,  gleich 

abc  y  1  —  cos2 a  —  cos^ ß  —  cos^ y  -|-  2  cos a  cos  ß  cos y, 
und  hiernach  ergibt  sich  für  unser  Volumenelement: 

(8)  dt  =  ^ee'e"  —  g^e  —  g''^e'  —  g"^e"  +  2gg'g"  dpdqdr. 

Man  kann  diesen  Ausdruck  für  dr  auch  durch  eine  Deter- 
minante in  der  Form  darstellen: 
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(9)  dt  = 


a, 

«', 

a" 

b, 

b\ 

b" 

c. 

c\ 

c" 

dpdqdrj 


wobei  die  Determinante  ihrem  absoluten  Werte  nach  zu  nehmen  ist- 
Wenn  die  Winkel  cö,  co',  co"  alle  drei  rechte  sind,  so  heißen 
p,  g,  r  orthogonale  Koordinaten. 

In  diesem  Falle,  der  in  den  Anwendungen  fast  allein  vor- 
kommt, sind  ^,  g\  g*'  =  0  und  der  Ausdruck  für  dt  vereinfacht 
sich  wesentlich: 

(10)  dt  =  y^7^  dpdqdr. 

Diese  Ausdrücke  hat  man  für  dr  in  dem  Integrale  (3),  §  38, 
einzusetzen,  um  das  Integral  auf  die  Koordinaten  j),  g,  r  zu  trans- 
formieren. 

Die  Transformation  eines  Doppelintegrals  ist  hierin  als 
spezieller  Fall  enthalten.  Man  hat  nur  die  zu  integrierende 
Funktion  /"  in  §  38,  (3)  von  js  und  die  Funktionen  9,  t/;  in  (1) 
von  r  unabhängig  anzunehmen  und  ;u  =  r  zu  setzen.  Dann  folgt 
im  Falle  orthogonaler  Koordination 

(11)  ^^fdxdy  =  Jj/V77d2)d3, 
worin 

Drei  von  einem  Punkte  auslaufende,  in  bestimmter  Reihen- 
folge genommene  Bichtungen  a,  i,  c,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  bilden  ein  Rechtssystem  oder  ein  direktes  System, 
wenn  für  einen  Beobachter,  dem  die  Bichtung  a  von  den  Füßen 
zum  Kopfe  läuft,  die  6 -Bichtung  in  die  c- Bichtung  durch  eine 
Drehung  von  weniger  als  180^  von  der  Bechten  zur  Linken  über- 
geht. Im  entgegengesetzten  Falle  heißt  a,  i,  c  ein  Linkssystem 
oder  ein  indirektes  System.  Ein  Bechtssystem  kann  in  ein 
beliebiges  anderes  Bechtssystem  durch  stetige  Veränderung  seiner 
Bichtungen  so  übergeführt  werden,  daß  dabei  das  System  nicht 
durch  ein  ebenes  hindurchgeht. 

Die  in  (9)  vorkommende  Determinante  hat  das  positive 
Zeichen,  wenn  die  Systeme  a:,  j/,  ^  und  p^  g,  r  gleichartig,  d.  h. 
beide  Bechtssysteme  oder  beide  Linkssysteme  sind.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  hat  sie  das  negative  Zeichen. 
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§  40. 

Oberflächenintegrale. 

Häufig  hat  man  Integrale  zu  betrachten,  bei  denen  das 
Integrationsgebiet  ein  Teil  einer  krummen  Oberfläche  ist.  Teilen 
wir  ein  solches  Oberflächenstück  irgendwie  in  Elemente  do  ein, 
so  ist  das  Integral 

(1)  ^fdo 

der  Grenzwert,   dem  sich  die  Summe  der  Produkte  fdo  nähert, 
wenn  die  Elemente  da  nach  allen  Dimensionen  unendlich  klein 


Fig.  13. 


VE  dp 


werden  und  wenn  f  der  Wert  einer  auf  der 
ganzen  Oberfläche  gegebenen  Funktion  in 
einem  Punkte  des  Elementes  do  ist. 

Um  ein  solches  Integral  durch  ein 
Doppelintegral  auszudrücken ,  können  uns 
die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  dienen. 
Wir  erhalten  einen  analytischen  Ausdruck 
einer  krummen  Oberfläche,  wenn  wir  r  =  const.  setzen.  Dann 
bedeuten  die  Formeln  §  39,  (I)  eine  krumme  Oberfläche,  die  von 
einem  Netze  von  Kurven  überzogen  ist,  deren  eine  Schar,  die 
2)-Kurven,  durch  konstante  Werte  von  ^  bestimmt  ist,  während 
auf  den  g- Kurven  p  einen  konstanten  Wert  hat. 

Um  ein  Linienelement  auf  der  Fläche  r  =  const.  zu  erhalten, 
hat  man  dr  =  0  zu  setzen  und  findet 

(2)  ds^^Ed^p^  +  2Fd])dq_'^  Gdq\ 

worin  E^  F^  G  für  e^  g'\  e'  gesetzt  ist,  so  daß  also 


(3) 


^ cx  dx       dy  dy    .^^  ^  ^ 

~dpdq        dpdq        dpdq 


<'=(§f)V(ii)'+ 


(if)' 


ist. 

Vier  Linien,  p^  p  -\-  dp^  q^  q  -\-  d^^  bilden  hier  ein  Parallelo- 
gramm, das  wir  als  das  Flächenelement  do  ansehen.  Die  Seiten 
dieses  Parallelogramms  sind: 

(4)  dSp  =  YEdp,        dSg  =  ^Odq-, 
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ds  ist  die  Diagonale  dieses  Parallelogramms,  und  wenn  o  den 
Winkel  bedeutet,  den  diese  Seiten  miteinander  einschließen,  so  ist 

ds2  =  dsp  -\-  ds\  -{-  2dSpdSq  cosco, 

und  folglich  nach  (2)  und  (4) 

(5)  F  =  \EG  cos <D. 

Für  das  Flächenelement  do  ergibt  sich  aus  (5): 

(6)  do  =  dspdsq  sin  CO  =  ^EG  —  F^dpdq. 

Wenn  die  Kurvenscharen  orthogonal  sind,  so  ist  F  =  0,  und 
der  Ausdruck  für  do  wird 

(7)  do  =  fWädpdq. 


§41. 
Der  Gaußsche  Integralsatz. 

Es  sei  X  irgend  eine  in  einem  endlichen  Raumstücke  r 
stetige  Funktion  der  drei  Koordinaten;  das  Raumstück  r  sei  be- 
grenzt von  einer  Fläche  0,  die  in  allen  ihren  Punkten,  einzelne 
Linien  und  Punkte  ausgenommen,  eine  bestimmte  Normale  hat. 


z 

^      l^lg.  14. 
"-A          •                   "    — A 

"" 

....  -  _ 

"^- ^-^ 

\ 

A/-----; ::-'-]-;> 

x'               -^n',--'                X 

\ 

n'-*- 

X 

Die  in  das  Innere  von  r  gerichtete  Normale  soll  mit  n  be- 
zeichnet sein.  Es  ist  auch  nicht  ausgeschlossen,  daß  die  Grenz- 
fläche 0  aus  mehreren  getrennten  Stücken  besteht.  Wir  be- 
trachten das  über  r  ausgedehnte  dreifache  Integral 


(1) 


=W'^^''^^^'- 


Die  Integration  nach  x  ergibt  hier,  wenn  wir  zunächst  annehmen, 
daß  eine  zur  a?- Achse  parallele  Linie  die  Fläche  0  nur  in  zwei 
Punkten  schneidet, 
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«" 


(2)  dydA~dxr=  dy  dz  (X"  —  X'), 

J  ox 


X' 


wenn  X',  X"  die  Werte  der  Funktion  X  in  den  Punkten  mit 
den  Koordinaten  x\y^z\  x'\y^2  sind.  Nun  ist  das  in  der  yz. 
Ebene  gelegene  Flächenelement  dydz  die  gemeinschaftliche  Pro- 
jektion der  beiden  Elemente  do\do'\  die  der  über  dydz  stehende, 
der  ic-Achse  parallele  prismatische  Stab  aus  der  Oberfläche  aus- 
schneidet, und  da  n*  einen  spitzen,  n"  einen  stumpfen  Winkel  mit 
der  a;- Richtung  bildet,  so  ist 

dydz  =  do'cos(n'ic)  =r  — do"co8(n"a;), 

und  es  ergibt  sich  aus  (2) : 


x" 


(3)    dydzX 


^^  dx  =  —do'  X' cos(n' x)  —  do"X"cos(w"^). 


dx 

x' 

Wenn  die  Fläche  0  einen  komplizierteren  Bau  hat,  so  daß 
sie  von  der  in  dem  Element  dydz  fußenden,  der  a;- Achse  par- 
allelen Geraden  n  in  mehr  als  zwei  Punkten  x\  x'\  x*'\  x"*'^  .  .  . 
geschnitten  wird,  so  werden  diese  Punkte  abwechselnd  Eintritts- 
und Austrittsstellen  sein.  Ihre  Anzahl  ist  gerade  und  die  Winkel 
(n',  :r),  (w",  x)^  (n'",  rr),  .  .  .  sind  abweqhselnd  spitz  und  stumpf; 
es  ergibt  sich: 


x" 


(4)     dydz  (l^dx  =  dydz{—X'  +  X"  —  X'"  +  X"" ) 

j  ex 


X' 


und 

dydz  =  do'cos  (n'rr)  =  — do*' cos {W x)  =  do'" co%{n'" x)  =  ..., 

und  (4)  läßt  sich  mit  Benutzung  eines  Summenzeichens  so  dar- 
stellen : 

(5)  dydz    ^;—dx  =  -—  2J  Xcos{nx)do. 

Nehmen  wir  nun  noch  die  Summe  über  alle  Elemente  dydz^ 
so  kommt  jedes  Element  do  der  Oberfläche  0  in  der  Gesamt- 
summe einmal  vor  und  wir  erhalten: 

(6)  I       - —  dx  dy  dz  ==  —  IX  cos  (nx)  do, 

worin  sich  das  Integral  nach  do  über  die  ganze  Oberfläche  0 
erstreckt  und  unter  n  immer  die  nach  innen  gerichtete  Normale 
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zu  verstehen  ist.  Der  Formel  (6)  können  wir  noch  zwei  andere, 
ganz  ähnlich  gebildete  an  die  Seite  stellen,  die  wir  erhalten,  wenn 
wir  die  ic- Achse  mit  der  «/-Achse  und  der  ;2f- Achse  vertauschen. 
Ersetzen  wir  gleichzeitig  die  Funktion  X  durch  zwei  andere 
Funktionen   7,Z,  und  addieren  die  Resultate,  so  erhalten  wir: 

dY  .  dZ' 


,^.  c/dx  ,  ar  ,  dz\ 

(')  Jte+a^  +  87) 

=  —  I  [Xcos{nx)  -(-  Ycos{ny)  -\-  Zcos{nzy]do^ 


worin  das  Oberflächenintegral  über  die  ganze  Begrenzung  0  des 
Kaumes  r  zu  erstrecken  ist. 

Dieser  Satz,   durch   den   ein   Raumintegral  von   bestimmter 
Gestalt  auf  ein  Oberflächenintegral  zurückgeführt  wird,  heißt  der 


Fig.  15. 


Integralsatz  von  Gauß. 

Aus  der  Formel  (7)  erhalten 
wir  ein  ähnliches  spezielleres  Theo- 
rem für  die  Ebene,  wenn  wir  die 
Begrenzung  des  Raumes,  auf  den 
sich  die  Integration  bezieht,  zylin- 
drisch und  von  konstanter  Höhe  1  *y 
annehmen.  Setzen  wir  dann  Z  =  0 
und  nehmen  X,  Y  von  js  unabhängig 
an,  so  verschwinden  in  dem  Ober- 
flächenintegrale die  auf  die  Grundflächen  bezüglichen  Bestandteile, 
und  wir  erhalten,  wenn  wir  mit  df  ein  Element  der  Grundfläche, 
mit  ds  ein  Element  der  Randkurve  der  Grundfläche  bezeichnen: 

(^^     KU  +  lf)'^^=  -j[Xcos(nx)  -\-  Ycosiny)]ds. 

Wir  geben  dieser  Formel  noch  eine  etwas  andere  Gestalt. 
In  dem  Randintegrale  in  (8)  ist  das  Element  ds  als  positiv  an- 
zunehmen. Wir  wollen  aber  jetzt  die  Randkurve  in  einem  be- 
stimmten Sinne  durchlaufen,  den  wir  den  positiven  Sinn 
nennen  wollen,  und  zwar  in  der  durch  den  Pfeil  angedeuteten 
Richtung,  so  daß  die  positive  Richtung  von  n  für  den  in  der 
Richtung  s  Fortschreitenden  zur  Linken  liegt.  Bezeichnen  wir 
also  mit  dx^dy  die  Projektionen  von  ds,  und  zwar  mit  Rücksicht 
auf  das  Vorzeichen,  so  ist 

dx  =  co8(n^)ds  dy  =  — cos(na;)ds, 

und  wenn  wir  noch 

Ri emann- Weber,  Partielle  DifferentialgleichuDgeo.    I.    ö.  Aufl.  y 
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X  =  +  F  Y=  —  ü 

setzen,  so  folgt  aus  (8): 

^^^       1  j  (1^  - 1^)  '^'^  '^^  =  1  ( ^^"^  +  ^'^^)- 

Hier  bezieht  sich  das  Doppelintegral  auf  eine  beliebige,  in  der 
a;^- Ebene  gelegene  Fläche,  das  einfache  Integral  auf  den  Rand 
dieser  Fläche.  C/,  V  sind  zwei  beliebige,  in  dieser  Fläche  stetige 
Funktionen. 

Der  Sinn  des  Begrenzungsintegrals  ist  näher  dadurch  be- 
stimmt, daß  s,  n,  ^,  ein  direktes  System  bilden,  wenn  das  Koor- 
dinatensystem Xy  y^  8  direkt  ist. 

§42. 
Der  Satz  von  Stokes. 

Wenn  man  den  G au ß sehen  Integralsatz  statt  auf  die  Ebene 
auf  eine  beliebige  krumme  Oberfläche  anwendet,  erhält  man  den 
Satz  von  Stokes. 

Wir  betrachten  ein  durch  irgend  ^velche  Kurven  begrenztes 
Stück  S  einer  krummen  Oberfläche,  die  wir  wie  in  §  40  durch 
zwei  unabhängige  Variable  2?,  q  analytisch  darstellen,  so  daß 

dx  =  adp  -(-  a'dq 
(1)  dij  =  bdp  4-  b'dq 

dz  =  cdp  -(-  c'dq 

die  Projektionen  eines  in  der  Fläche  liegenden  Linienelementes 
auf  die  Koordinatenachsen  sind. 

Wenn  wir  jp,  q  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  Hilfs- 
ebene darstellen,  so  wird  das  Flächenstück  S  durch  ein  be- 
grenztes Stück  dieser  Hilfsebene  dargestellt,  und  wenn  dann  C/,  F 
zwei  stetige  Ortsfunktionen  in  der  Fläche  S  sind,  also  Funktionen 
von  p,  ^,  so  können  wir  die  Formel  (9)  des  vorigen  Paragraphen 
anwenden  und  erhalten: 

Um  den  Sinn  dieses  Integrals  genau  zu  bestimmen,  wollen 
wir  in  jedem  Punkte  der  Fläche  S  eine  Normale  v  in  dem  Sinne 
ziehen,  daß  die  Richtungen  der  wachsenden  p^  q^  v  ein  direktes 
System  bilden.  Dann  entsprechen  dp^  dq  in  dem  Randintegrale 
einem    Elemente    ds    der    Begrenzung    von    der   Richtung,    daß 
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ds,  dn,v  ein  direktes  System  bilden,  wenn  dn  die  in  das  Innere 
des  Flächenstückes  S  gezogene  Senkrechte  auf  ds,v  ist. 

Wir  nehmen  nun  drei  neue  stetige  Funktionen  X,  T,  Z  in 
der  Fläche  S  an  und  setzen 

,,x  U  =  Xa  +  Tb  -]- Zc, 

^^  r  =  Xa' -\-  Tb' -{- Zc', 

so  daß  das  Kandintegral  die  Form  erhält: 
(4)  {(Xdx-{-  Tdy-^  Zds), 

t 

worin  dann  dx^  dy^  de  die  Projektionen  von  ds  auf  die  Koordi- 
natenachsen, mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen,  bedeuten. 

Um  die  Substitution  auch  in  dem  Flächenintegrale  auszu- 
führen, bedenken  wir,  daß  nach  der  Bedeutung  von  a,  6,  c,  a',  6',  c' 
die  Relationen  bestehen: 

da  _da^         db  _dV  dc_d&' 

dq~dp'        dq~dp'        dq'~öp' 

und  daher  ist 

/.N  8^     ^u_  ,8^,  ;,/ör      ,dz 

dX       ^dY         dZ 

dq  dq  dq 

Wenn  nun  X,  F,  Z  als  Funktionen  von  a:,  y,  z  gegeben  sind, 
so  folgt: 

dX        dX  ,  ,dX  .     dX 

dp  ex  cy        ■     dz 

d X         ,dX    .    ,,dX    .     fd X       . 

dq  dx     ^        dy     ^        dz 

und  wenn  man  dies  in  (5)  einsetzt,  ergibt  sich: 

...  dV       dU       ,.   ,         ...  (dZ       dY\ 

+  («».  -  ».)  (I?  -11)  +  (a„  -  ».0  df  -  If) . 

Da  nun  v  überall  auf  der  Fläche  S  senkrecht  steht,  so  ist 
für  jedes  dx^dy^dz^  das  den  Bedingungen  (1)  genügt  [§  39,  (6)]: 

cos(v,:r)da:  -|-  cos  (v,  t/)  ei«/  4~  cos(r,^)d^  =  0, 
und  folglich: 

a  cos  (r,  a:)  -f-  *  cos  (v,  y)  +  c  cos  (i/,  z^  =  0, 
a'cos(v,ic)  -f-  6'cos(v,«/)  -|-  c'cos(r,ief)  =  0, 

7* 
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woraus  maa  durch   Auflösung  erhält,   wenn   A   einen  Proportio- 
nalitätsfaktor bedeutet: 

cos  (v,  x)  =z  X{bc'  —  c  V\ 

(7)  cos  (i/,  y)  =  X(ca'  —  a  c'), 

cos  (v,  0)  =  l{ab'  —  6  a'). 

Es  ist  aber  nach  bekannten  Formeln 

'      cos(v,:r)2  4-  cos(v,y)2  +  COS(v,;8f)2  =  1, 
(bc'  —  cVy  +  {ca'  —  acy  +  {aV  —  ba'y 
=  (a-i  4-  62  _^  c2)  (a'2  _^  j'2  _^  c'2)  —  (aa'  +  66'  +  cc'Y 

=  EG  —  F^,      . 

woraus  . 

A  ^EG  —  F^  =  1, 

« 

oder  mit  Benutzung  von  §  40  (6) 

(8)  Xdo  =  dp  dq. 

Um  das •  Vorzeichen  von  k  zu  bestimmen,  kann  man,  ohne 
daß  X  durch  Null  geht,  durch  stetige  Veränderung  die  Rich- 
tungen p^  q,  V  mit  x^  y^  z  zusammenfallen  lassen,  vorausgesetzt, 
daß  das  Koordinatensystem  x^y^  z  ein  direktes  ist.  Dann  aber 
wird  cos(i/,ier)  =  1,  a' =  0,  a  und  V  positiv;  also  ist  auch  X 
positiv,  wie  wir  es  in  (8)  angenommen  haben.  Nach  den  Formeln 
(7)  und  (8)  ergibt  sich  nun  aus  (6): 

+  cos (.,  y)  (-^-  -  ^)  +  cos  (., .)  (-  -  --)J  do, 
und  folglich  aus  (2)  und  (3): 

In  dieser  Form  ist  jede  Spur  der  Koordinaten  jp,  q  ver- 
schwunden. Der  durch  die  Formel  (10)  ausgedrückte  Satz  heißt 
der  Satz  von  Stokes. 

§43. 

Transformation  von  Differentialausdrücken. 

Jacobi  hat  die  Transformation  mehrfacher  Integrale  zur 
Einführung  neuer  Variablen  in  gewisse  Differentialausdrücke  be- 
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nutzt,  die  in  der  mathematischen  Physik  häufig  vorkommen) 
deren  Umformung  ohne  dieses  Hilfsmittel  sehr  weitläufige  Rech- 
nungen erfordern  würde. 

Es  seien  ?7,  V  zwfei  stetige  Funktionen  in  einem  irgendwie 
begrenzten  Raumteile  r,  an  dessen  Grenze  die  Funktion  V  den 
Wert  0  habe.    Wir  betrachten  das  Integral 

^  ^  JJJ\dx  dx    '    dy   cy    ^    dz   dzj         ^ 

Hierin  benutzen  wir  die  Identitäten: 

dx  dx  dx  dx"' 

dV^Jl 

dUdV ^      dp      y  dju 

dy  dy  ~      dy  dy^' 

dVdV  ^      ds         d^v 

cz   dz  ~      dz  dz^' 

wodurch  Sl  in  zwei  Teile  zerfällt,  deren  erster 


-\ — -^  -I ——\dxdydz 


J  J 


dx       '        dy     '  dz 

sich  nach  dem  G au ß sehen  Theorem  in  ein  Oberflächenintegral 
verwandeln  läßt,  das  aber  wegen  der  Voraussetzung,  daß  F  an 
der  Grenze  verschwinden  soll,  gleich  Null  wird.  Setzen  wir  also 
zur  Abkürzung 

d^J]       d^U       dHJ 

um  hier  eine  später  oft  zu  benutzende  Bezeichnung  einzuführen, 
so  folgt: 

(3)  Sl   =  —  fff  y^  Udxdydz. 

Wir  führen  nun  in  dem  Integrale  Sl  nach  §  39  neue  Variable 
ein,  indem  wir 

(4)  x=fp{p,q,r),    y  =  t{p,g,r),    z  =  x  (p,q,r), 

dx  =  adp  -\-  a'dq  -f-  a"dr^ 

(5)  dy  =  bdp  +  ^'dq  +  b"dr, 

dz  z=  cdp  +  c'dq  -|-  d'dr 
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setzen.  Wir  wollen  aber  hier  der  Einfachheit  halber  annehmen, 
die  neuen  Koordinaten  seien  orthogonal,  was  für  die  meisten 
Anwendungen  genügt.    Dann  haben  wir  die  Relationen: 

e   =  a2    4-  62    _[.  c2,      0  =  a'  a"  +  V  6"  +  c'  c", 

(6)  e*  =  a'2  -j-  6'2  +  ^'a,     o  =  a'' a   +  b"b    +  c"c, 
e"  =  a"2  +  6"2  4.  c"2^    0  =  a  a'  4-  6  6'  4-  c  c', 

(7)  ds2  =  e?^2  4.  dj/a  4-  d^2  =  edp2  4.  e'dq^  +  e'^dr«. 

Wenn  wir  mit  Hilfe  der  Relationen  (6)  die  Gleichungen  (5) 

auflösen,  indem  wir  z.  B.  mit  a,  6,  c  multiplizieren  und  addieren, 

so  folgt: 

e  dp  =  a  dx  -{-  b  dy  -^  c  djs!^ 

(8)  e'  dq  =  a'  dx  -{-  V  dy  -\-  c!  dz, 

e"dr  =  a"dx  -j-  V'dy  +  d'dz, 

und  daraus  ergeben  sich  die  partiellen  Ableitungen  von  p,  g,  r 
nach  X,  y,  z,  z.  B.: 

'^  ^  3a;  "~  7'        3t/  ~  e'         3^  ~"  7' 

Hiemach  können  wir  die  Ableitungen  einer  willkürlichen 
Funktion  TJ  nach  x,  j/,  z  durch  die  Ableitungen  nach  j>,  g,  r 
folgendermaßen  ausdrücken : 

3_c/_at[a,3D'a;;ac/a;;; 

8a;  ~"  3i)  «    '     3g  «'  "^  3r   e" 
^    ^  dy        3p   e  "•"  3g   e'  "^  3r  e" ' 

8;8r  ~~  8jp  ^  "*"  8g  e'  "*"  dr   e" 

Wir  stellen  nun  das  nämliche  Gleichungssystem  für  eine 
zweite  Funktion  V  auf  und  bilden  die  Summe  der  Produkte 
entsprechender  Gleichungen,  um  die  in  Sl  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Funktion  zu  erhalten.  Mit  Rücksicht  auf  (6) 
ergibt  sich  dann: 

~dx  dx  '^  dy   dy  '^  dz    dz 

~  e    dp  dp  ^  e'  dq   dq   "■  e"  dr   dr  ' 

und  indem  wir  das  Integral  Sl  auf  die  neuen  Variablen  trans- 
formieren und  für  das  Volumenelement  nach  §  39 


§  43.  Transformation  von  Differentialaasdrücken.  103 

dr  =  '^ee'e^'  dpdqdr 
setzen,  erhalten  wir: 

L 

cq 


+ 


\/^j!.^^\dpdqdr. 
Y  ß"    dr   drj    ^ 


Dies  Integral  können  wir  nun  wieder  nach  dem  Gauß  sehen 
Theorem  umformen,  wenn  wir 

J7?  dUdV  ^   8  J  y'^'  dUy\       y  8  J77  dU 
f    e     dp  dp        dp\f     e     dp      }  dp  }/    e     dp 

setzen,  und  die  entsprechende  Zerlegung  in  den  beiden  anderen 
Gliedern  machen.  Da  nun  an  der  Grenze  des  Gebietes  V  =  0 
angenommen  war,  so  fällt  wiederum  das  Oberflächenintegral  weg 
und  es  ergibt  sich: 

(11)  Sl  = 

du 


.  dp  dq  dr. 


_  [C^yl  8  ^/e'e''dU  .    8  ^f^dü  .    8  Jee' 
JJj     bi>  r     ^    dp^dq\  e'    öq'^drf  e''    dr 
Transformiert  man  das  Integral  Sl  in  der  P'orm  (3)  auf  die 
neuen  Variablen,  so  erhält  es  die  Form: 

(12)  Sl  =  —  {{{  VJ  üiee^'  dpdqdr, 

und  da  nun  die  Integrale  (11)  und  (12)  für  eine  willkürliche 
Funktion  V  übereinstimmen  müssen,  so  folgt  die  Transfoimation 
des  Ausdruckes  z/  ü  auf  die  neuen  Variablen : 

(13)  zJV  = 

V^T?  [dp  Y    e     dp'^  dq)    ef    8g  +  8r  (^  e"    dr]' 

Die  Quadratwurzeln,  die  hier  vorkommen,  sind  alle  mit 
positiven  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Es  kommt  also  sowohl  bei  der  Transformation 
der  Raumintegrale,  als  auch  des  Differential- 
ausdruckes z/ Z7  nur  darauf  an,  die  Koeffizienten 
c,  e\  e"  in  dem  Ausdrucke  für  das  Linienelement 
zu  bilden. 

Wir  heben  noch  den  besonderen  Fall  hervor,  daß  nur  für 
die  beiden  Variablen  x^  y  zwei  neue  Variable  jp,  q  eingeführt 
werden,  während  z  ungeändert  bleibt. 
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Ist  dann 

dx^  +  dyä  ~=  edp^  -\-  e'dq\ 

e  und  e'  von  z  unabhängig  und  c"  =  1,  so  folgt  aus  (13): 

(14)  »l^  +  ?i^- JL(^AV^8^+Ai/Z8i?\ 

und  weno,  noch  spezieller,  e  =.  d  ist: 

§  44. 

I.  Beispiel.    Zylinderkoordinaten,  Polarkoordinaten. 

Wir  wollen  die  abgeleiteten  Sätze  an  einigen  Beispielen  er- 
läutern und  wählen  dabei  solche,  die  auch  bei  Anwendungen  von 
Nutzen  sind. 

1.  Wir  nehmen  zunächst  die  Zylinderkoordinaten,  d.  h. 
Polarkoordinaten,  in  der  ^z;«/" Ebene,  verbunden  mit  der  un- 
veränderten ;8^-0rdinate.     Wir  setzen  also 

(1)  X  =  rcosqp,       t/  =  rsinqp,       z  z=  e^ 

so  daß,  was  im   allgemeinen    mit  p^  q^  r  bezeichnet  war,  hier 
r,  9,  z  ist.    Dann  ist 

dx  =  dr  cos  qp  —  r  sin  <pd(p^ 
dy  =  dr  sin  qp-|-r  cos^d^, 

und  wir  erhalten  für  das  Quadrat  des  Linienelementes 

(2)  ds^  =  dx^  +  dy^  +  dz^  =  dr^  +  r^dip^  +  dz^, 

und  es  ist  also  e,  e',  e"  gleich  1,  r^,  1   zu  setzen.    Danach  wird 
das  Volumenelement 

(3)  dr  =  rdrdfpdz 
und  ferner 

(4)  ^f7=-i  -^4-151^4-^ 
^  ^  r  '    dr      ~  r^   d(p^  ~    dz^  ' 

und    hierfür    kann    man  auch  setzen,    wie  eine  einfache  Rech- 
nung zeigt: 

(5)    vrz/ E7  =  ^^J^4  ^-iV^ + 1  ^^^1^  +  >^. 
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2.   Räumliche  Polarkoordinaten 

X  •=  r  sin  d"  cos  qp, 

(6)  y  =  r  sin  0*  sin  9), 

z  ^=.  r  cosO". 

Es  ist  hier  r  der  Radius  -  Vektor  vom  Koordinaten  anfange 
bis  zu  einem  veränderlichen  Punkte;  0*  ist  der  Winkel,  den 
dieser  Radius-Vektor  mit  der  ;e^-Achse  einschließt  (Zenitdistanz), 
und  9)  ist  der  Winkel,  den  die  durch  r  und  die  ^er- Achse  gelegte 
Meridianebene  mit  der  ar^s^-Ebene  einschließt,  oder  das  Azimut. 
Wenn  wir 

0<r       0  <  -Ö"  <  :n:       0  ^  9)  <  23r 

nehmen,  so  erhalten  wir  jeden  Punkt,  mit  Ausnahme  der  Punkte 
der  i8f-Achse,  ein  und  nur  einmal.  Um  die  Punkte  der  positiven 
oder  negativen  ^-Achse  zu  erhalten,  hat  man  O*  =  0  oder  -ö*  =  sr 
zu  setzen,  und  ^>  ist  unbestimmt.  Den  Nullpunkt  selbst  erhält 
man  für  r  =  0;  0*  und  ^>  sind  für  diesen  Punkt  beide  un- 
bestimmt. 

Durch  Differentiation  von  (6)  ergibt  sich  nun: 

dx  =  dr  sin  -ö"  cos  9  -|-  r  cos  0*  cos  g?  d-ö*  —  r  sin -ö*  sin  g?d 9), 
dy  =  dr  sin  O"  sin  g?  -|-  r  cos -9"  sin  9)  d-ö*  -(-  r  sin -ö*  cos  9?d <jr, 
dz  =  dr  cos-ö"  —  rsind'd^^ 

und  daraus,  wenn  ds  das  Linienelement  ist: 

(7)  ds2  =  rfr2  +  r^dd'^  -}-  r^  sm^d'dq)^ 

Das  Koordinatensystem  ist  also  orthogonal,  und  es  ist 

(8)  e  =  1       e'  =  r2       e"  =  rasin^O«, 
folglich  das  Volumenelement 

(9)  dr  =  r^mid'drdd'dq) 
und 

(10)  ^ü         r^      ^r       ''r^sin-Ö'         öd'        '^  r^sin^d'  ö(p^' 
wofür  man  auch  setzen  kann: 

oder  endlich  auch  so: 
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(12)    JV  = 


1 


yay^ 


8r 


dirü 


dr 


+ 


dein»    l 

Ov 


+     - 


1      d^^U        frü 


8in2  -Ö"     8  92 


§  45. 
IL  Beispiel.     Elliptische  Koordinaten. 

Wenn  a,  6,  c  irgend  drei  reelle  Größen  sind,  die  der  Größe 
nach  so  aufeinander  folgen: 

dann  hat  die  Gleichung  für  die  Unbekannte  A 


(1) 


+ 


+ 


=  1 


tt  —  k       b  —  k    '    c  —  k 

für  jedes  bestimmte  Wertsystem  x,  y^  0  drei  reelle  Wurzeln, 
die  wir  mit  |>,  g,  r  bezeichnen,  und  die  der  Größe  nach  folgende 
Lage  haben: 

(2)  P<a<q<b<r<c. 

Man  überzeugt  sich  davon  am  einfachsten,  wenn  man  k  als 

Abszisse    in    einem    ebenen    rechtwinkligen    Koordinatensysteme 

ansieht  und 

x^       ,       y^       .       z'^ 


m  = 


+ 


+ 


a  —  A    '    h  —  k    '    c —  k 

als  Ordinate  einer  Kurve  darstellt.    Wenn  k  durch  a  oder  durch 
h  oder  durch  c  geht,  so  geht  f(k)   von   positiv  unendlichen   zu 

Fig.  16.  negativ  unendlichen  Werten 

über,  und  die  Kurve  nähert 
sich  nach  beiden  Seiten  hin 
asymptotisch  der  A-Achse. 

Eine  Parallele  zur  Ab- 
szissenachse in  der  Höhe  + 1 
schneidet  diese  Kurve  also 
in  drei  Punkten,  von  denen 
der  eine  auf  der  negativen  Seite  von  a,  der  zweite  zwischen  a 
und  b  und  der  dritte  zwischen  b  und  c  liegt. 

Für  ein  konstantes  k  ist  (1)    die   Gleichung    einer   Fläche 
zweiten  Grades,  und  diese  Fläche  ist  ' 
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ein  EUipsoid,  wenn k  <^  a, 

„   einscbaliges  Hyperboloid,  wenn  .    .    a  <<  A  <;  6, 
„   zweischaliges  „  „      .    .    6  <;  A  <  c. 

Die  ganze  Schar  dieser  Flächen  heißt  eine  Schar  konfokaler 
Flächen  zweiten  Grades,  und  aus  (2)  ergibt  sich,  daß  durch 
jeden  Punkt  a;,  t/,  0  eine  Fläche  von  jeder  der  drei  Arten  hin- 
durchgeht Umgekehrt  bestimmen  je  eine  Fläche  aus  jeder  der 
drei  Arten  die  Werte  von  ar*,  y\  0^  eindeutig  (den  Punkt  a;,  3/,  z 
selbst  aber  achtdeutig).  Die  Werte  jp,  g,  r  heißen  die  ellipti- 
schen Koordinaten  des  Punktes  ic,  «/,  z.  Diese  bestimmen  den 
Punkt  aber  erst  dann  eindeutig,  wenn  noch  bekannt  ist,  in 
welchem  Oktanten  er  liegt. 

Um  nun  x^  y^  z  als  Funktionen  von  i>,  g,  r  auszudrücken, 
verfahren  wir  sp:    Wir  setzen  zunächst  zur  Abkürzung 

(3)  9?(A)  =  (a  — A)  (fe  — A)  (c  — A), 

und  wenn  wir  nun  das  Produkt 

bilden,  so  erhalten  wir  eine  Funktion  dritten  Grades  von  A,  in 
der  A»  den  Koeffizienten  1  hat,  und  die  für  A  =  p,  A  =  g,  A  =  r 
verschwindet     Es    ist    also    nach    einem    bekannten   Satze    der 


Algebra 
folglich 


F{k)  =  (k-p)  (k-q)  (A^r), 


a^    ^!_    1    .JL.  _l.  _f! 1  _  (A-i))(A-g)(A-r) 

^'     a  —  l~^b  —  i'^c—k  —  (a  _  ;i)  (6  —  ;i)  (c -.  X) ' 

und  diese  Gleichung  ist  in  bezug  auf  k  eine  Identität.  Wenn 
wir  also  (4)  mit  a  —  k  multiplizieren  und  dann  k  =  a  setzen, 
und  ebenso  mit  b  —  k  und  c  —  k  yerfahren,  so  ergibt  sich : 

-2  _  (g— p)(a  — g)(a  — r) 
"         {b  —  a){c  —  a) 

^2  ^  (c  — p)(c  — g)(c— r) 
(a  —  c)(b  —  c)        ' 

und  hierdurch  sind  a:*,  y!^,  z^  als  Funktionen  von  p,  g,  r  dar- 
gestellt 

Aus  (4)  erhalten  wir  noch  ein  anderes  System  von  Formeln, 
wenn  wir  nach  k  differentiieren  und  dann  ^  =  p,  j,  r  setzen: 
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(a  —2))"    '    (6  — 1))2  "'"  (c  —py  <p  (p)  ' 

^"^  (a_  g)2  -^(b-  qy  ^  (c  _  g)2  -  ,p  (g) 

a^"         ,         y'         ,         ^^       ^  (x—p){r  —  q) 
(a  —  ry'(h  —  ry~^(c  —  ry  <jp(r)  ' 

und  weiter  erhalten  wir  aus  (5)  die  Gleichungen: 


(a  — g)(a  — r)   '   (i  — 3)(6_rj    '   (^c  —  q){c  —  r) 

X^  1/2  ;^2 

(')     (a_r)(a-i>)  +  (6-rj(6-i;)  +  (c-r)(c-i>)  "^  ^' 


(a— i>)(a  — g)       {b—p)(b  —  q)       {c  —  p){c  —  q) 

von  denen  mau   die  erste  etwa  so  beweist,  daß  man  ihre  linke 
Seite  nach  (5)  in  die  Form  setzt 

(a  —  p)  (b-c)  +  {h  —  p)  {c-a)  +  {c  —  p)  (a-b) 

(c-b)  (a  —  c)  (/>-«) 

in  der,  wie  man  sieht,  der  Zähler  verschwindet. 

Wenn  wir  nun   die  Gleichungen   (5)  logarithmisch  differen- 

tiieren,  so  ergibt  sich: 

^  ,  xdp     .     xdq     ,     xdr 

—  2dx  =  ^  H -\ ,    . 

a — p    '    a  —  q    '    a  —  r 

(8)  •       _2dy  =  /^  +  #^  +  /^, 
^  '  "         b  — p    '    b  —  q    '    b  —  r' 

c — p        c  —  q     '     c — r 

Hiervon  läßt  sich  die  Quadratsumme  nach  (6)  und  (7)  sehr 
leicht  bilden,  und  wir  erhalten: 

(9)  ids^  =  (P-g)(P->-)  dp^  +  (Q-r){q-p)  ^ 

9(r) 

woraus  zunächst  zu  ersehen  ist,  daß  die  elliptischen  Koordinaten 
orthogonal  sind.    Es  ist  ferner 

(10)  e  =  itlZ^^AVj-  '') ,       e'  —  ^-^  ~  *^^^ "~ ^^ 


^fp{p)  4(p{q) 

(r—p)  (r  —  q) 
4  qp  (*•) 


e" 
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Hieraus  ergibt  sich  für  das  Volumenelement: 
(ll)  ^^  ^  (r  — g)  (r  —  p)  (q  —  p)  dpdqdr 

sV  — <jp(i))  (p(q)  <jp(r) 

wo  sich  das  negative  Zeichen   unter  der  Wurzel  dadurch  erklärt, 
daß  nach  (2)  q){p)^  (p(r)  positiv,  q)(q)  negativ  ist. 
Für  J  ü  erhält  man  nach  (10): 

(,2)  .(a-pHr-p)(r-,)  ^  jj  ^  (,_^)  y^)  ^-^^^^ 

dU 

dr 


+  (<2-2))V«p('-) 


diq>(r) 


Dieser  Ausdruck  stellt  sich  noch  einfacher  dar,  wenn  man 
für  j>,  g,  r  drei  neue  Variablen  |,  i^,  5  einführt,  die  durch  die 
Gleichungen  definiert  sind: 


dp 


V(p(p) 

Man  erhält  so: 
(13) 


=  d^, 


dq 


i-^piq) 


T  =  d^^ 


dr 


i'P{r) 


=  dg. 


(q  —  p)  {r-p)  (r—q)      „ 
4 


=  C*-  -  2)  8|I  +  (»— i')  ä^.  +(2-P)  g|5  • 
Hierin  sind  p^  g,  r  elliptische  Funktionen  der  Variablen  |,  iy,  g. 


§  46. 
UI.   Beispiel.    Ringkoordinaten. 

Wenn  ein  Kreis  um  eine  Achse  gedreht  wird,  die  in  seiner 
Ebene  liegt,  aber  die  Peripherie  nicht  schneidet,  so  entsteht 
ein  Ring.  Fig.  17. 

Um  die  für  einen  sol- 
chen Ring  passenden  Koor- 
dinaten zu  gewinnen,  neh- 
men wir  die  Rotationsachse 
zur  jg^- Achse  und  legen  ein 
Koordinatensystem  r^  z  in 
die  Meridianebene. 

Ist  c  der  Mittelpunktsabstand  und  a  der  Radius  des  Kreises, 
so  ist  die  Länge  der  Tangente    vom   Koordinatenanfangspunkte 
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b  =  j/cä  — tt2.    Wir  setzen,  indem  wir  y  —  1  mit  i  bezeichnen, 

1 ßX  ^io> 

0)  *•  +  *^  =  S"+?+^ ' 

80  daß  l  und  o  neue,  an  Stelle  von  r  und  £i  einzuführende 
reelle  Variable  sind.     Außerdem  setzen  wir 

(2)  X  =:  r  cos  g),        y  =  *•  sin  q). 

Um  die  Bedeutung  der  neuen  Variablen  zu  erhalten,  lösen  wir 
die  Gleichung  (l)  auf  und  finden: 

multipliziert  man  beides,  so  ergibt  sich: 

(4)  e^^[{b  +  r)a  +  0^]  =  (6  —  r)2  -f  z^, 

woraus  man  ersieht,  daß  konstanten  Werten  von  k  die  Kreise 
eines  Büschels  mit  imaginären  Schnittpunkten  entsprechen.  Die 
Grenzpunkte  dieses  Büschels  sind  die  Punkte  a  =  0^  r  =  ±b. 
Zu  diesem  Kreisbüschel  gehört  auch  der  gegebene  Kreis,  der 
dem  speziellen  Werte 

(5)  k  =  log  7j    ^       ,    li 
(6) 


e~^  —  e^        f)        y  c^  —  a^        er-^  -|-  e^         c 


2  a  a  2  a 

entspricht. 

Dividiert  man  die  beiden  Gleichungen  (3)  durcheinander,  so 

folgt: 

e**«  [(6  4-  izy  —  r2]  =  e-»^  [(6  —  i^y.  —  r2] 
oder 

(7)  (r2  -j-  ;8f2  —  fta)  sin c  —  26^  cos o  =  0, 

und  dies  gibt  für  konstante  p  die  Kreise  eines  zweiten  Büschels, 
deren  Schnittpunkte  die  Grenzpunkte  des  vorigen   sind,  und  die 
die  Kreise  des  ersten  Büschels  orthogonal  schneiden. 
Aus  (1)  erhält  man: 

.  _  b  (1  — e2^) 2be^  sin  co 

^^      ^■~"  1  4- 2c^  cos©  +  c2^'      ^  ""        1  +  2e^  coso  +  e2^ 

dr  -\-tdz=-  26      (^  ^  ^,Te.)2 
^         ~         (1  +  2e^-  cosoj  +  ^2^)2  "~       {e'  —  e-^)2      ' 
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und  folglich  nach  (2): 

(9)  rfs2  —  dx^  +  dj/2  _^  d02  =  dr^  -f-  dz^  +  r^dtp^ 

L    {e^  —  e-y     ^     ^  J 
Aus  §  44,  (5)  erhalten  wir,  wenn  wir 

(10)  Vrf7=  V 
setzen, 

und  wenn  wir  auf  die  beiden  ersten  Glieder  die  Formel  §43,  (15) 
anwenden,  so  folgt  mit  Hilfe  von  (8): 

Wegen    einer    späteren    Anwendung    geben    wir    den    Glei- 
chungen (8)  mit  Hilfe  von  (6)  noch  die  folgende  Gestalt: 

62  —  ab  sin  o) 

£1   = 


c  -\-a  cos  CO  c  +  a  ^  cd  ' 

und  folglich 

X  =    i cos  Qp, 

c+acoscö 

(13)  y  =  — i sing>, 

^      ^  ^  C-^  neos  CO  ^ 

—  ab 

z  =  — I sm  03. 

c  -j-  a  cos  cj 

Bisher  waren  A,  ©,  9  unabhängige  Variable,  die  einen  Punkt 
im  Räume  bestimmen;  a  und  c  sind  mit  A  variabel;  6  ist  kon- 
stant für  das  Ringsystem.  Lassen  wir  aber  jetzt  A  ungeändert, 
so  bleiben  auch  a  und  c  konstant  und  die  Ausdrücke  (13)  stellen 
die  Koordinaten  eines  Punktes  einer  bestimmten  Ringfläche 
durch  die  beiden  variablen  Parameter  cd  und  9  dar,  und  wenn 
man  in  (9)  dA  =  0  setzt,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für  das 
Quadrat  eines  Linienelementes  auf  dieser  Ringfläche,  nämlich 

62 

(14)  ds2  =7 — i ^  (a2dco2  4-  62da>2). 

^     ^  (c  -f-  öt  cos  0)2  "^  '  ^  ^ 


^)   Vgl.    über    diese    Umformung    Biemann,    Mathematische    Werke, 
2.  Aufl.,  Nr.  XXIV;  0.  Neumann,   Elektrische  Verteilung  in  einem  Binge. 
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§47. 
Transformation  auf  schiefwinklige  Koordinaten. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführte  Transformation 
auf  orthogonale  Koordinaten  genügt  zwar  in  den  meisten  An- 
wendungen. Es  kommen  aber  doch  auch  Fälle  vor,  in  denen 
man  besser  schiefwinklige  Koordinaten  anwendet,  z.  B.  wenn  es 
sich  um  physikalische  Vorgänge  in  Kristallen  handelt.  Darum 
ist  es  von  Interesse,  die  vorstehende  Umformung  als  speziellen 
Fall  einer  allgemeineren  zu  behandeln,  die  sich  in  folgender  ele- 
ganten Art  darstellen  läßt^). 

Es  sei 


(1)  /"(li»  Is  ".  In)  =2j  ^'^  ^•^^»    ^*'  fc  =  1»  2,  ...  n, 

worin  a,fc  =  ajd  ist,  eine  quadratische  Form  von  n  Variablen,  und 

(2)  \rau)  =  s«-*^'- 

Wir    transformieren    diese    Form   durch    eine   lineare   Sub- 
stitution  ^ 


(3)  ri,=^cci,^, 
und  erhalten: 

(4)  /"(li,  I2,  ...  In)  =  (p(riu  V2^  •••  Vn)  =  2  bikViVh 
woraus  sich  ergibt: 

(5)  r  (I*)  =  2  -p' (»?.•)«».•• 

Wenn  die   beiden  Variablensysteme  |',  rj'  ebenso  zusammen- 
hängen, wie  I,  ri  nach  (3),  so  ergibt  sich  hieraus  die  Identität: 

(6)  ;2i;./'(|,)=  2  ^«"i^' (•?'■)• 

Es  seien  nun  rCj,  x^,  ...,  Xn  Funktionen  von  yj,  ya  •••  Vn  und 
wir  setzen  in  der  Substitution  (3): 

(7)  "-^^^ 

woraus  sich 

(8)  d^k  =  ^  otktdyi 


*)  Biemann,  Mathematische  Werke,  8.392. 
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ergibt.    Es  seien  ü  und  V  irgend   zwei  Funktionen  der  a?,  und 
es  werde  gesetzt: 

(9)  1-^         1'-^- 

Dann  folgt  aus  (3)  und  (7): 

und  aus  (6): 

(10)  x^^f(^^^=  4^81^'f^v 

2^dXi'  \dxj        2jdyi^\dyJ 

Nun  bilden  wir  ein  n  faches  Integral  Sl  über  einen  beliebigen 
Baum,  an  dessen  Grenze  die  Funktion  V  verschwindet: 

und  transformieren  dies  Integral  auf  die  Variablen  y^,  yg, . . .,  y«. 
Bezeichnen  wir  dann  mit 


(11)  J?=  ^  ±  aiia22   •••  <*nn 

die  (positiv  vorausgesetzte)  Funktionaldeterminante,  so  ergibt  sich 
nach  (10): 

Wenn  man  auf  beide  Formen  von  Sl  den  Gau ß  sehen  Inte- 
gralsatz anwendet,  so  folgt: 


da-ida;j  ...  dz» 


dyi 


dy^dy^  ...dy 


«» 


und  wenn  man  wieder  auf  die  Variablen  x  öder  y  zurücktrans- 
formiert,  so  ergibt  die  Vergleichung: 

(12)  s 


KU) 


8 


-^a 


Beschränken  wir  uns  auf  drei  Variable  und  setzen  x^  y,  js 
für  a?i,  iCa,  ^^3  und  p,  g,  r  für  t/i,  t/j»  J/si  so  ergibt  (8)  die  Formeln 
§  39  (2): 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  g 
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(13) 

dx  = 
d,= 

bdp+  Vdq  +  6 
cdp  •+-  c'di  H-  c 

"dr, 
"ir, 
'dr, 

und  daraus 

folgt: 

8(7 

lf  +  ' 

8»   + 

8»' 

(14) 

8(7 
8s 

1f  +  »' 

8(7    , 
8?  + 

87  =  " 

■11  +  ^ 

„SP 
89   + 

8« 

und  in 

der 
H 

Bezeichnung 

§  39  (4): 

=  VeeV  — 

5'e  -  9" 

^-J"' 

«"  +  2, 

9  »'S". 

Die  Formel  (12)  gibt  die  Transformation  eines  Differential- 
auadruckes  zweiter  Ordnung  auf  beliebige  Koordinaten. 
Nimmt  man 

/■(S,.  £.,  I.)  =  I?  +  I?  +  I? 

und  g  =  g'  =  g"  :=  0,  so  ergeben  sich  die  Formeln  des  vorigen 
Paragraphen. 
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Definition   einer  Funktion  komplexen  Arguments. 

Es  sei  in  einer  Ebene  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
x^  y  angenommen,  so  daß  jeder  Punkt  der  Ebene  durch  Angabe 
seiner  Koordinaten  x^  y  bestimmt  ist.  Wenn  wir  aber  die  ima- 
ginäre Einheit  i  =  ^  —  1  zu  Hilfe  nehmen ,  so  können  wir  auch 
sagen,  daß  der  Punkt  durch  die  Angabe  des  Wertes  der  kom- 
plexen Variablen 

(1)  z  =  x  -{-  iy 

bestimmt  ist;  und  so  ist  jeder  Punkt  der  Ebene  Träger  oder 
Bild  eines  Wertes  von  z.  Umgekehrt  entspricht  auch  jedem 
Wert  von  z  ein  eindeutig  bestimmter  Punkt  der  Ebene.  Wenn 
man  Polarkoordinat^n  einführt,  also 

X  =^r  cos  ^,        y  =  r  sin  ^ 

setzt,  so  kann  man  auch  setzen 

(2)  z  =  r (cos 'S"  -|-  isiu'ö')  =  re*^. 

Die  positive  Größe  r  =  ^x^  -f"  V^  ™^^  ^®^  absolut« 
Wert  der  Variablen  z  genannt.  Der  Winkel  ^  kann  zwischen 
O.und  2;r.  oder  in  irgend  einem  Intervall  von  dem  Umfang 
2  3r,  mit  Einschluß  der  einen  der  beiden  Grenzen,  angenommen 
werden. 

Wenn  man  zwei  komplexe  Größen 

z  =  X  -\-  iy,        zi  —  x^-\-  iy{ 

addieren  will,  so  hat  man  ein  Parallelogramm  zu  konstruieren,  dessen 
eine  Ecke  im  Nullpunkt  liegt,  und  in  dem  die  zwei  anliegenden 
Ecken  z  und  z-^  sind  (Fig.  18).    Die  gegenüberliegende  Ecke  ist 

8* 
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dann  der  Punkt  n  -f-  si^*  Ist  z^  unendlich  klein,  so  hat  0,  z-^ 
doch  eine  bestimmte  Richtung,  und  wir  setzen  dann  auch  z-^  =  Az 
oder  djgr  =  da?  -f-  idy.  Durch  die  Größe  dz  ist  dann  ein  unend- 
lich kleiner  Fortschritt  vom  Punkte  z  aus  in  einer  bestimmten 
Richtung  gegeben.  Die  Tangente  des  Winkels,  unter  dem  diese 
Richtung  gegen  die  rr-Achse  geneigt  ist,  ist  dann  gleich  dem  Ver- 
hältnis dy  :  dx.  Eine  stetige  Veränderung  von  z  von  einem 
Punkte  a  bis  zu  einem  Punkte  b  wird  durch  eine  Kurve  dar- 
gestellt, die  den  Punkt  a  mit  b  verbindet,  und  dieser  Übergang 
kann  auf  unendlich  viele  Arten  geschehen  (Fig.  19).  Das  Linien- 
element ds  einer  solchen  Kurve  ist  dann  der  absolute  Wert  des 
Differentials  dz. 

Fig.  19. 


Eine  Funktion  w  der  beiden  Variablen  x,  y  hat,  wenigstens 
soweit  sie  eindeutig  definiert  ist,  in  jedem  Punkte  der  Ebene 
einen  bestimmten  Wert,  und  folglich  gehört  auch  zu  jedem 
Werte  von  z  ein  bestimmter  Wert  von  w.  Diese  Zuordnung 
kann  sich  auch  auf  einen  gewissen  Teil  der  ^-Ebene  beschränken, 
von  dem  wir  aber  stets  annehmen,  daß  es  ein  Flächenteil  und 
nicht  eine  bloße  Linie  sei.  Gehen  wir  von  dem  Punkte  z  zu  einem 
unendlich  benachbarten  Punkte  z  -\-  dz  über,  so  erleidet  auch 
w  eine  Änderung,  und  wir  bezeichnen  den  neuen  Wert  von  w 
mit  w  +  dw. 

Trotz  dieser  eindeutigen  Zuordnung  der  Werte  von  w  und 
z  nennen  wir  aber  w  noch  nicht  eine  Funktion  von  z^  sondern 
nur  eine  Funktion  von  x  und  y.  Damit  w  eine  Funktion  von  z 
sei,  muß  noch  eine  weitere  Bedingung  erfüllt  sein,  die  wir  nach 
Riemann  so  fassen: 

Es  wird  w  eine  Funktion  von  z  genannt,  wenn 
das  Differentialverhältnis  dw/dz  in  jedem  Punkte 
z  einen  von   der  Richtung  von  dz  unabhängigen 
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Wert  hat.  Aiisgenommen  können  dabei  einzelne 
Punkte  sein,  in  denen  dies  Verhältnis  überhaupt 
nicht  endlich  ist. 

Mit  anderen  Worten,  es  wird  von  einer  Funktion  f{z)  des 
komplexen  Arguments  z  verlangt,  daß  sie  einen  Differential- 
quotienten in  bezug  auf  z  besitze. 

Wenn  diese  Forderung  erfüllt  ist,  so  müssen  wir  denselben 
Wert  des  Quotienten  dw/dz  erhalten,  wenn  wir  dy  =  0  oder 
dx  z=  0  setzen,  und  so  erhalten  wir: 

.  .  dw  dw .dw 

^^  Jz  ~^  dx  ~  """^äy  * 

Wenn  umgekehrt  die  Bedingung 

,..  dw .  dw 

W  dx-'~'dy 

befriedigt  ist,  so  folgt: 

■j  dw  j       y    dw  j  dw  .,      I     .  j   N 

woraus  der  von   dz  unabhängige   Wert  (3)   von  div/dz  wieder 
hervorgeht. 

Die  Differentialgleichung  (4)  ist  also  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  daß  w  eine  Funktion  des  komplexen 
Arguments  z  sei. 

§49. 
Konforme  Abbildung. 

Die  Differentialgleichung  §  48  (4)  kann  offenbar  nicht  erfüllt 
sein,  wenn  w  reell  oder  rein  imaginär  ist.  Es  muß  also  tv  eben- 
falls komplex  sein,  und  wir  setzen  daher: 

(1)  w  =  u  -\-  iv^ 

worin  u  und  v  reelle  Funktionen  von  x^  y  sind.    Für  diese  Funk- 
tionen ergeben  sich  aus  §  48  (4)  die  Bedingungen: 

du    ^_  .  dv  . /du    ^_  .  dv\ 

dx'^  ^dx  ~~  ^  \öy  "^  ^  dy) 

oder,  da  hier  der  reelle  Teil  dem  reellen,  der  imaginäre  Teil  dem 
imaginären  gleich  sein  muß: 

,f^x  du  dv        du^ dv 

^  ^  dx  ~  dy'      dy  ~~dx' 
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und  wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  nach  x  und  y  differen- 
tiiert  und  addiert  oder  subtrahiert,  so  erhält  man: 


(3) 


82u        82^  _ 


Zur  geometrischen  Yeranschaulichung  nehmen  wir  eine  zweite 
Ebene  zu  Hilfe,  in  der  m,  v  rechtwinklige  Koordinaten  eines 
Punktes  sind,  und  nennen  diese  Ebene  die  tü-Ebene,  während  die 
2;t/-Ebene  auch  die  xr- Ebene  heißt  Dann  wird,  soweit  t(,  v  als 
Funktionen  von  x^  y  gegeben  sind,  jedem  Punkte  der  xr- Ebene 
ein  Punkt  der  M;-Ebene  zugeordnet,  und  wenn  die  Funktionen  m,  v 
stetig  sind,  so  bewegt  sich  der  Punkt  w  in  seiner  Ebene  stetig, 
wenn  sich  z  stetig  verändert.  Es  entsprechen  Linien  und  Flächen- 
stücken in  der  xr-Ebene  Linien  und  Flächenstücke  in  der  t(;-Ebene, 
und  die  Zuordnung  der  Punkte  ist  eine  gegenseitig  eindeutige, 
wenigstens  so  lange  die  Veränderung  auf  gewisse  Gebiete  be- 
schränkt bleibt. 

Eine  solche  gegenseitige  Zuordnung  zweier  Ge- 
biete nennt  man  eine  Abbildung,  also  hier  eine 
Abbildung  der  ;er-Ebene  auf  die  t£;-Ebene. 

Fig.  20.  Die  geographischen  Karten  sind 

solche  Abbildungen  von  Teilen  der 
Erdoberfläche  auf  die  Ebene  der 
Karte. 

Eine  Abbildung,  die  durch  eine 
Funktion  w  des  komplexen  Argu- 
ments vermittelt  wird,  hat  aber 
eine  sehr  bemerkenswerte  geome- 
trische Eigentümlichkeit.  Nehmen 
wir  drei  unendlich  benachbarte 
Punkte  z^  z\  z"  in  der  ;8f-Ebene  und 
die  entsprechenden  Punkte  w^  w\  m;" 

in  der  t<;-Ebene  (Fig.  20),  so  ist  nach  der  Definition  der  Funktion 

komplexen  Arguments 


(4) 

oder  auch 
<5) 


w' 

vo 

«' 

z 

M)" 

w 

w 


n 


W 


.'/ 


Jf 


Z 


W 


w 


z   —  z 
z'  —  z 
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Ist  nun 

/      z  —  Q'e^r, 

e!'       z  —  Q^'^r^ 

w'  —  lü       r'  €^p , 

w"  —w  =  r"ep\ 

so  ergibt  sich  aus  (5): 

oder 

r' 

<p'  —  p"       y. 

Hierdurch  aber  ist  die  Ähnlichkeit  der  beiden  Drei- 
ecke {z^  z\  /'),  (ti;,  w\  w")  ausgedrückt.  Eine  Ausnahme  Ton 
dieser  Ähnlichkeit  kann  nur  da  eintreten,  wo  das  Differential- 
verhältnis (4)  Null  oder  unendlich  wird,  weil  dann  (5)  nicht 
mehr  aus  (4)  gefolgert  werden  kann.  Wir  nehmen  an,  daß  dies 
immer  nur  in  einzelnen  Punkten  eintritt. 

Die  Ähnlichkeit  unendlich  kleiner  Dreiecke  läßt  auf  die 
Ähnlichkeit  unendlich  kleiner,  einander  entsprechender  Figuren 
überhaupt  schließen,  und  man  nennt  daher  diese  Abbildung  in 
den  kleinsten  Teilen  ähnlich  oder  auch  konform. 

Die  Ähnlichkeit  erstreckt  sich  natürlich  im  allgemeinen  nicht 
auf  Figuren  von  endlicher  Ausdehnung;  aber  die  Gleichheit 
entsprechender  Winkel  ist,  abgesehen  von  den  oben  erwähnten 
Ausnahmepunkten,  allgemein. 

Die  Beziehung  zwischen  der  t<;- Ebene  und  xr- Ebene  ist  eine 
gegenseitige,  denn  wenn  w  eine  Funktion  des  komplexen  Argu- 
ments z  ist,  so  ist  auch  umgekehrt  z  eine  Funktion  des  kom- 
plexen Arguments  w\  und  es  ergibt  sich  ein  System  richtiger 
Gleichungen,  wenn  man  in  (2)  die  Variablen  w,  v  mit  a?,  y  ver- 
tauscht 

Um  eine  Anschauung  von  einer  konformen  Abbildung  durch 
eine  Funktion  komplexen  Arguments  zu  erhalten,  sucht  man, 
wie  es  ja  bei  Landkarten  auch  geschieht,  zunächst  ein  sogenanntes 
Netz  zu  gewinnen,  d.  h.  man  sucht  die  beiden  Kurvenscharen  in 
der  einen  Ebene  auf,  die  den  zu  den  Koordinatenachsen  parallelen 
Geraden  der  anderen  Ebene  entsprechen.  Hat  man  diese  Linien- 
scharen in  beiden  Ebenen  mit  hinlänglicher  Dichtigkeit  verzeichnet, 
80  ist  es  ein  leichtes,  zu  einer  beliebig  gegebenen  Figur  der 
einen  Ebene  das  Bild  in  der  anderen  Ebene  mit  beliebiger  Ge- 
nauigkeit einzutragen. 
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Nehmen  wir  z  als  Funktion  des  komplexen  Arguments  w  an, 
und  setzen  also 

(6)  z  =  x  -\-  iy  =  f(w)  =  f{u  +  iv), 

so  sind  X  und  y  reelle  Funktionen  der  reellen  Variablen  ««,  v. 
Ist  etwa 

(7)  X  =  9?(w,  v\         y  =±  ^{u,  v), 

so  erhalten  wir  in  der  icy- Ebene  zwei  zueinander  orthogonale 
Kurvenscharen,  wenn  wir  einmal  v  =  const,  dann  u  =  const 
setzen.  Wir  können  also  (wie  in  §  39  u.  40)  u  und  v  als  krumm- 
linige Koordinaten  in  der  a;y-Ebene  ansehen. 

Bezeichnen  wir  mit  ds  das  Linienelement  in  der  rcy- Ebene, 
so  ist 

(8)  ds2  =  dx^  -{-  dy^  =z  (dx  +  idy)  (dx  —  idy). 

Bezeichnen  wir  mit  f  (w)  die  derivierte  Funktion  von  f  (w) 
und  mit  F  die  konjugierte  Funktion  von  /*,  d.  h.  die  Funktion, 
die  aus  f  durch  die  Vertauschung  von  i  mit  —  i  in  den  Koeffi- 
zienten entsteht,  endlich  mit  is'  und  w'  die  mit  z  und  w  kon- 
jugierten Variablen  x  —  ty,  m  —  iv^  so  ist 

z  =  /•(!(;),  ;.'  =  F(w% 

ds^  =  dz  dz*  =  f{w)F'{w')dwdw\ 

j,, ,  s        dx    ,     .dy        dx        .dx 

und  wenn  wir  also 

(9)  M=r(«,)F'(.')  =  (||y  +  (||/ 

setzen,  so  folgt: 

(10)  dx^  +  d«/2  _  M{du^  -\-  dv^). 

Die  reelle  Funktion  yS  ist  die  lineare  Vergrößerung 
oder  der  Maßstab  des  Bildes.  Er  ist  von  einer  Stelle  zur  anderen 
veränderlich,  hat  aber  für  jede  Stelle  des  Bildes  einen  bestimmten 
Wert. 

Wenn  zwei  Flächenstücke  konform  auf  ein  drittes  abgebildet 
sind,  so  sind  sie  auch  aufeinander  konform  abgebildet,  und  dar- 
aus ergibt  sich  der  Satz,  daß  zwei  Funktionen  tt'i,  w^  des 
komplexen  Arguments  z  auch  Funktionen  voneinander 
sind. 

Wir  geben  weiterhin  für  die  konforme  Abbildung  einige  Bei- 
spiele, müssen  aber  zuvor  noch  einige  andere  Punkte  der  Funk- 
tionentheorie erörtern. 
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§50. 
Integrale  von  Funktionen  komplexen  Arguments. 

Wir  grenzen  in  der  xy -Ebene  ein  Gebiet  durch  eine  ge- 
schlossene Kurve  ab,  in  dem  die  beiden  Funktionen  w,  v  von 
x^  y  endlich  und  stetig  sind,  und  wenden  den  für  die  Ebene 
spezialisierten  Gaußschen  Integralsatz  [§41  (9)]  an.  Danach 
erhalten  wir: 


(1) 


Fig.  21. 


Hierin  beziehen  sich  die  Doppelintegrale 
auf  das  Innere  des  abgegrenzten  Gebietes,  die 
einfachen  Integrale  auf  dessen  Begrenzung, 
und  zwar  so,  daß  das  Gebiet  im  positiven 
Sinne  umkreist  wird,  und  dx,  dy  die  mit  Rück- 
sicht auf  das  Zeichen  genommenen  Projek- 
tionen des  Bandelementes  ds  auf  die  ^- Achse 
und  die  y-Achse  sind.  (Man  sehe  die  Fig.  21,  in  der  die  Begren- 
zung beispielshalber  aus  zwei  Stücken  bestehend  angenommen  ist.) 

Wenn  nun 

(2)  w  •=  u  -\-  iv 

Funktion  des  komplexen  Arguments 

(3)  z  =  x  +  iy 

ist,  so  verschwinden  die  beiden  Flächenintegrale  nach  §  49  (2), 
und  es  folgt: 


w 


(vdx  -\-  Vjdy)  =  0,       I  {udx  —  vdy)  =  0. 


Wenn  die  erste  dieser  Formeln   mit  i  multipliziert  und  zur 
zweiten  addiert  wird,  so  ergibt  sich: 


(5) 

oder  auch 

(6) 


(m  -|-  iv)  (dx  -{-  idy)  =  0, 
wd0  =  0, 


und  hierin  bedeutet  d0  den  Zuwachs  der  Variablen  ^,  der  einem 
Fortschritt  im  positiven  Sinne  um  das  Element  ds  auf  der  Grenz- 
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kurve  entspricht;  w  ist  der  Wert  der  Funktion,  der  irgend  einem 
Punkte  des  Elementes  ds  entspricht    Wir  haben  also  den  Satz: 

1.  Das  über   die    Begrenzung   eines    Flächenstückes 
genommene  Integral 


I 


wdjs 


hat  den  Wert  Null,  wenn  im  Inneren  des  Flächen- 
stückes die  Funktion  w  endlich  und  stetig  ist. 

Es  ist  nur  eine  andere  Ausdrucks  weise  für  diesen  Satz,  die 
uns  zu  einer  Definition  des  Integrals  einer  Funktion  w  zwischen 
zwei  Grenzen  führt: 

Man  nehme  zwei  Punkte  c  und  0  in  der  js?- Ebene  an,  und 

verbinde   diese   beiden   Punkte   durch   zwei  beliebige   Kurven   s^ 

Fig.  22.  ^^^  ^a  (Fig-22).    Diese  beiden  Kurven  begrenzen 

zusammen  ein  Flächenstück,  und  wenn  wir  an- 
nehmen, daß  w  in  diesem  Flächenstück  endlich 
und  stetig  sei,  so  können  wir  den  Satz  1.  darauf 
anwenden.  Die  Begrenzung  setzt  sich  aber  jetzt 
aus  den  beiden  Kurven  Sj  und  $2  zusammen,  aber 
80,  daß  die  Kurve  Sg  ^^  der  Richtung  von  c  nach 
z^  Si  in  der  Richtung  von  z  nach  c  zu  durch- 
laufen ist.  Das  Randintegral  zerfällt  demnach  auch  in  zwei 
Teile,  die  einander  gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Wenn  man 
aber  in  dem  Integrale  längs  der  Kurve  Si  die  Richtung  der  Inte- 
gration umkehrt,  so  muß  man,  gemäß  der  Definition  von  d£i 
gleichzeitig  das  Vorzeichen  ändern,  und  folglich  haben  die  von  c 
nach  0  genommenen  Integrale  auf  den  beiden  Kurven  Si  und  $2 
denselben  Wert,  den  wir  mit 


z 

I 


wdz 


bezeichnen.  Das  Integral  ist  also  nur  eine  Funktion  der  Grenzen 
c  und  0,  und  zwar  ist  es,  da  sein  Differentialquotient  w  von  der 
Richtung  dz  unabhängig  ist,  eine  Funktion  des  komplexen  Argu- 
ments 0, 

Es  ist  dabei  aber  darauf  zu  achten,  daß  zwei  Integrations- 
wege Si,  Sa  nur  dann  immer  denselben  Integralwert  ergeben,  wenn 
in  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Flächenstück  kein  Unstetig- 
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keitspunkt  der  Funktion  w  liegt.    Wir  sprechen  also  noch  den 
Satz  aus: 

2.  Das   zwischen   den   Grenzen   c  und  z   genommene 
Integral 

wdz 


1 


ist  eine  Funktion  komplexen  Arguments  der 
.oberen  Grenze,  und  ist  vom  Integrationswege 
unabhängig,  so  lange  dieser  bei  seiner  Verände- 
rung nicht  über  einen  Unstetigkeitspunkt  hin- 
weggeht. 

Die  Funktion  w  =  \l{0  —  d)  wird  in  dem  Punkte  a  unend- 
lich.   Das  Integral  dieser  Funktion   über  eine  den  Punkt  a  um- 
schließende Linie  wird  daher  nicht  gleich  Null        pjg  123. 
sein.    Wohl  aber  wird  es  von  der  Gestalt  dieser 
Kurve  unabhängig  sein,   da  w  in   dem  von  zwei 
solchen  Kurven   s    und   fc   umschlossenen  Ring- 
gebiet endlich  und  stetig  ist.    Wir  können  also 
zur  Bestimmung  dieses  Integrals  für  die  Kurve 
fc  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  a  und  einem 
beliebigen  Radius  c  wählen.    Setzen  wir  also  für  die  Punkte  der 

Kreisperipherie 

e  —  a  =  ce*>, 

so  ist  auf  der  Peripherie 

dz  =  ice*^d(p  =  i{z  —  a)dq> 
und  folglich 

8  0 

§  51. 
Der  Satz  von  Cauchy. 

Wenn  die  Funktion  w  =  f{z)  in  einem  Gebiete  T  mit  der 
Begrenzung  s  endlich  und  stetig  ist,  und  auch  eine  stetige  Deri- 
vierte  f  (z)  hat,  so  wird  die  Funktion  der  Variablen  t 

in  demselben  Gebiete  endlich  und  stetig  sein,  und  sie  gestattet 
also  die  Anwendung  des  Theorems  1.,  §50,  d.  h.  es  ist  das  über 
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die  ganze  Begrenzung  s  genommene  Integral 

(,)  l^^ä,  =  0. 

Hier  bedeutet  t  die  Integrationsvariable  und  z  gilt  bei  der 
Integration  als  konstant.    Hieraus  aber  erhält  man 

und  nach  der  Formel  (7)  des  vorigen  Paragraphen 

wo  das  Integral  ebenfalls  über  s  zu  erstrecken  ist. 

Diese  Formel  rührt  von  Cauchy  her.  Sie  gilt  auch,  wenn  die 
Endlichkeit  des  Differentialquotienten  /'  (js)  nur  im  allgemeinen» 
d.  h.  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Punkte  vorausgesetzt  wird» 
und  zeigt  alsdann,  daß  solche  Ausnahmepunkte  bei  einer  stetigen 
Funktion  von  komßigxem  Argument  nicht  vorkommen  können. 
Denn  da  der  Punkt  0  ein  innerer  ist,  so  bleibt  in  dem  Integral  (2) 
die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  durchaus  endlich,  und  die 
Differentiation  des  Integrals  nach  0  kann  unter  dem  Integral- 
zeichen ausgeführt  werden.  Es  ergibt  sich  so  für  die  Differential- 
quotienten von  jeder  Ordnung: 

^^  dz    ~  2ni]{t  —  zy 

d^f{z)  _  1.2.3...nf     f{i)di 


(A\  g^f  (^)  _  1.2.3...n  r 

^^  dz""     ~         2%i       J 


{t  —  zy^"^ 

I.  Eine  Funktion  komplexen  Arguments,  die  in  einem 
Gebiete  endlich  und  stetig  ist,  hat  also  in  diesem 
Gebiete  endliche  und  stetige  Derivierte  jeder 
Ordnung. 

Aus  (2)  ergibt  sich,  wenn  z  und  z*  irgend  zwei  Punkte  des 

Gebietes  T  sind: 

f{t)dt 


(5)       m-t\^')  =  '-^\jt 


-z){t~z') 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  das  Gebiet  T  die  ganze  unendliche 
Ebene  umfaßt,  und  daß  die  Funktion  f{t)  auch  für  ein  unend- 
liches t  dem  absoluten  Werte  nach  unter  einer  endlichen  Grenze 
bleibt,  so  können  wir  in  (5) 

t  =  Re%  dt  =  Re*vid(p 
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setzen  und  B  ins  Unendliche  wachsen  lassen,  d.  h.  wir  können  die 
Integration  über  einen  unendlich  großen  Kreis  erstrecken.  Dann 
wird  aber  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  gleich  Null, 
weil  R  im  Zähler  nur  in  der  ersten,  im  Nenner  in  der  zweiten 
Potenz  vorkommt  und  die  Integrationsgrenzen  0  und  2«  endlich 
sind,  und  es  folgt  f(z)  =  fi^')-    Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

IL  Eine  Funktion  komplexen  Arguments,  die  in  der 
ganzen  Ebene  endlich  und  stetig  ist,  und  auch  im 
Unendlichen  nicht  unendlich  wird,  ist  notwendig 
eine  Konstantij,'jund  wenn  sie  im  Unendlichen  ver- 
schwindet, so  ist  sie  identisch  Null. 

» 

Es  sei  jetzt  das  Gebiet  T  als  ein  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebener Kreis  mit  dem  Radius  c  angenommen.  Dann  ist  in 
dem  Integral  (2)  der  absolute  Wert  von  t  fortwährend  gleich  c, 
während  der  von  -s?,  so  lange  z  ein  innerer  Punkt  ist,  kleiner  als  c 
ist.  Der  absolute  Wert  von  z/t  ist  daher  ein  echter  Bruch,  und  es 
ist  nach  der  bekannten  Summenformel  für  die  geometrische  Reihe: 

*        I       49       \       4Si         I       *  '  * 


t—Z  t        ^       t^       '       t^        '  _n    ^**  "^  ^ 

Da   sich   nun  in   dieser  unendlichen   Reihe   die   Integration 
gliedweise  ausführen  läßt,  so  folgt  aus  (2): 


OD 


(6)  m  =  2j  ^"^". 

n  =  0 

wenn 

gesetzt  ist. 

Es  läßt  sich  also  die  Funktion  f(z)  in  eine  Reihe  entwickeln, 
die  nach  Potenzen  von  z  fortschreitet,  und  diese  Reihe  ist  kon- 
vergent in  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  der  Nullpunkt  ist, 
und  dessen  Peripherie  bis  an  den  nächstgelegenen  Unstetigkeits- 
punkt  von  f(z)  hinanreicht;  denn  so  weit  kann  das  kreisförmige 
Gebiet  T  ausgedehnt  werden.  Dieser  Kreis  wird  der  Konvergenz- 
kreis genannt. 

Die  Entwickelung  (6)  ist  nichts  anderes  als  die  M^c  Laurinsche 
Reihe,  und  ihre  Koeffizienten  An  lassen  sich  mit  Il|M|||||^eIation 
(4)  auf  die  bekannte  Form  bringen:  '    ^ 
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Setzt  man  in  dem  Integral  (7) 

t  =  ce*>,    dt  =  itd(p^ 
so  kann  man  die  An  auch  in  die  Form  setzen: 


Setzen  wir  noch 


7t 


z  ==  re*^, 


80  wird  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  (6): 

+  rt 

(10)  U„  =  (lyJ^  j  f(ce"P)  e-  <*-*)  dg,, 


—  ;r 


und  dieser  Ausdruck  zeigt,  wenn  man  sich  auf  den  Satz  stützt, 
daß  der  absolute  Wert  einer  Summe  niemals  größer  ist  als  die 
Summe  der  absoluten  Worte  der  Summanden,  daß.  die  Konvergenz 
der  Potenzreihe  (6)  für  jeden  inneren  Punkt  von  der  Art  einer 
geometrischen  Reihe  ist,  d.  h.  so,  daß  es  einen  echten  Bruch  s 
gibt,  für  den  e—^ün  mit  unendlich  wachsendem  n  nicht  unendlich 
wird,  und  daß  also  das  Produkt  w*  C/'„  für  jedes  noch  so  große  k 
mit  unendlich  wachsendem  n  gegen  Null  konvergiert. 
Setzen  wir  w  =^  f{z)  —  J-o,  so  ergibt  sich  aus  (6): 

(11)  w  =  A^z  -{-  A^z^  +  A^z^  4-  ..., 

und  durch  diese  konvergente  Entwickelung  wird  jedem  Punkte  in 
der  Umgebung  des  Nullpunktes  der  xr -Ebene  ein  Punkt  in  der 
Umgebung  des  Nullpunktes  in  der  t<; -Ebene  zugeordnet.  Dies  gilt 
auch  umgekehrt,  wenn  A^  von  Null  verschieden,  also  der  Diffe- 
rentialquotient dw/dz  für  ;8f  =  0  nicht  Null  ist.  Dann  entspricht 
jedem  Punkte  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  der  te; -Ebene 
auch  nur  ein  Punkt  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  der  xr-Ebene, 
und  man  erhält  aus  (11)  eine  Reihenentwickelung  in  der  Form 

(12)  z  =  B^w  4-  B^w^-^  B^w^  +  .•• 

Wenn  aber  der  Koeffizient  Ai  verschwindet,  dann  erhalten 
wir  aus  (11): 

und   wir    können     also,    wenn    A^    von    Null   verschieden    ist, 

y^2  ~f"  ^8^  -(-...  nach  ganzen  Potenzen  von  z  entwickeln.  So 
erhalten  wir: 

(13)  yöT  =  a^z  -\-  a^z^  -(-  a^z^  +  ••? 
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^yoria  Ui  =  ^Ä2  ist,  und  wenn  also  A^  von  Null  verschieden  ist, 
so  können  wir  hieraus  eine  Entwickelung  für  z  von  der  Form 

(14)  ;^  =^  6i  V"m;  +  //a  Vm?2  4-  63  Vm?^  H 

ableiten.    Setzen  wir 

—  11- 

so  sind  Q  und  9?  Polarkoordinaten  in  der  Ebene,  und  die  zweite 
dieser  Formeln  zeigt,  daß  ^w  sein  Vorzeichen  ändert,  wenn  <p  um 
2^7  wächst,  wenn  man  also  einen  einmaligen  Umkreis  um  den 
Nullpunkt  in  der  u; -Ebene  macht. 

Es  ist  also  ^  eine  zweiwertige  Funktion  von  w. 

Einem  Winkel  in  der  t(; -Ebene,  der  seine  Spitze  im  Nullpunkt 
hat,  entspricht  ein  tlo^^^lf  so  großer  Winkel  in  der  ;8f -Ebene. 

In  diesem  Falle,  der  also  dadurch  gekennzeichnet  ist,  daß 
im  Nullpunkt  dw/dz  verschwindet,  tritt  in  dem  Nullpunkt  selbst 
eine  Verletzung  der  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  TeildKen  auf. 

Um  auch  in  diesem  Falle  eine  eindeutige  Beziehung  zweier 
Flächen  aufeinander  zu  erhalten,  muß  man  sich  die  t(' -Ebene 
durch  zwei  Blätter  überdeckt  denken,  die  aber  beim  Umkreisen 
des  Nullpunktes  ähnlich  wie  die  Umgänge  einer  Schraubenfläche 
gegenseitig  ineinander  übergehen,  wobei  das  eine  Blatt  das 
andere  durchdringen  muß.  Solche  Flächen  heißen  nach  Riemann 
Verzweigungsflächen  und  die  Punkte,  um  die  sie  sich  winden, 
Verzweigungspunkte.  Die  (Linien,  in  denen  sich  die  beiden 
Flächen  gegenseitig  durchsetzen,  werden  auch  Verzweigungs- 
schnitte genannt. 

Verzweigungspunkte  treten  immer  dann  notwendig  auf,  wenn 
es  sich  um  die  konforme  Abbildung  zweier  begrenzter  Flächen 
aufeinander  handelt,  von  denen  di«  Fig.  24. 

eine  in  der  Begrenzung  eine  Ecke 
hat,  während  der  entsprechende  Teil 
der  Begrenzung  der  anderen  glatt 
verläuft. 

Um  diesen  wichtigen  Umstand 
etwas  genauer  darzulegen,  nehmen 

wir  an,  daß  die  Begrenzung  einer  /"""^^^^^^^ 

Figur  in  der  xr-Ebene  im  Punkte  ^  =  0 
eine  Ecke  habe,  in  der   die  beiden      — 
Begrenzungsstücke  unter  dem  Winkel  an  zusammenstoßen,  so  daß 
dieser  Winkel  im  Innern  der  abzubildenden  Fläche  liegt.   Führen 
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wir  eine  neue  Variable  Zi  ein  durch  die  Substitution  z  =  is^^  Bö 
wird,  während  0i  einen  Halbkreis  um  den  Nullpunkt  beschreibt,  0 
einen  Bogen  von  der  Größe  ccjt  beschreiben,  und  es  ist  also  die 
Ecke  in  der  je^-Ebene  auf  ein  glatt  begrenztes  Stück  in  der  ^8^1 -Ebene 
konform  abgebildet.  Soll  nun  diese  Ecke  in  der  tc; -Ebene  gleich- 
falls auf  ein  den  Nullpunkt  umgebendes,  glatt  begrenztes  Stück 
abgebildet  werden,  so  wird  ^i  eine  eindeutige  Funktion  von  w 
sein,  und  sich  also  in  der  Form 

(15)  01  =  w(aQ  -\-  a^w  -{-  a^w^  +  "O 

entwickeln  lassen.  Hieraus  aber  folgert  man  für  z  eine  Entwicke- 
lung  von  der  Form 

(16)  ^  =  m;«(6o  +  &it(;  +  6aM?2  j^ )^ 

wenn  die  Koeffizienten  6o»  ^u  •  •  •  Konstanten  sind,  von  denen  60  ^^^ 
Null  verschieden  ist. 

§52. 

Stetige  Fortsetzung. 

Macht  man  in  der  Formel  §51  (6)  die  Substitution  z  —  c 
für  z  und  ersetzt  dann  wieder  f{z  —  c)  durch  f{z\  so  übertragen 
sich  die  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Nullpunkt  abgeleiteten 
Resultate  auf  einen  beliebigen  Punkt  c.  Es  ergibt  sich  eine  Ent- 
wickelung  von  der  Form 


00 


(1)  t{^^2jM^-c)\ 

n=0 

in  der  A^  die  Bedeutung  hat 

und  diese  Reihe  konvergiert  in  einem  um  den  Punkt  c  beschrie- 
benen Kreise,  der  bis  zur  nächsten  Unstetigkeitsstelle  der  Funktion 
f{z)  reicht. 

Nimmt  man  in  diesem  Kreise  einen  zweiten  Punkt  d  an,  so 
kann  man  eine  Entwickelung  von  f{z)  nach  Potenzen  von  z  — c' 
aufstellen,  deren  Konvergenzkreis  möglicherweise  über  den  der 
Reihe  (1)  hinausreicht,  und  kann  so  die  Funktion  f{z)  durch 
Potenzreihen  stetig  fortsetzen.  Es  kann  dabei  der  Fall  vor- 
kommen, daß  die  Konvergenzkreise  immer  kleiner  und  kleiner 
werden,  und  daß  man  mit  dieser  stetigen  Fortsetzung  nicht  über 
ein  gewisses  Gebiet  hinauskommt.    Hat  aber  die  Funktion  f(z)  in 
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einem  endlichen  Teil  der  Ebene  nur  eine  endliche  Zalil  von  Un- 
stetigkeitspunkten,  so  tritt  dieser  Fall  nicht  ein,  und  man  kann 
die  Funktion  f{j3)  über  die  ganze  Ebene  stetig  fortsetzen.  Freilich 
können  sich  dabei  für  dasselbe  Gebiet  von  z  verschiedene  Werte 
von  f{0)  ergeben,  je  nach  dem  Wege,  auf  dem  man  die  stetige 
Fortsetzung  in  ein  solches  Gebiet  geführt  hat. 

Wenn  die  Funktion  f{z)  in  einer  durch  den  Punkt  c  gehen- 
den Linie  den  Wert  0  hat,  so  haben  auch  alle  ihre  Differential- 
quotienten in  c  den  Wert  0,  und  die  Formel  (1)  zeigt,  daß  die 
Funktion  f{z)  in  dem  ganzen  Konvergenzkreise  um  c  den  Wert  0 
hat  Dasselbe  gilt  auch  für  die  durch  stetige  Fortsetzung  ent- 
standenen Gebiete,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Eine  Funktion  von  ^,  die  in  einem  Linienstück 
verschwindet,  muß  identisch  verschwinden,  soweit 
sie  stetig  ist. 

Eine  Folgerung  hieraus  ist,  daß  eine  Funktion  (1)  durch  ihre 
Werte  in  einem  beliebig  kleinen  Linienstück  einwertig  bestimmt 
ist,  soweit  ihr  Stetigkeitsgebiet  reicht.  Denn  die  Differenz  zweier 
solcher  Funktionen,  die  in  einem  Linienstück  übereinstimmen,  ist 
nach  vorstehendem  Satz  gleich  Null. 

In  derselben  Weise  wie  die  Werte  z  =  c  läßt  sich  bei  Funk- 
tionen, die  für  ^  =  oo  noch  endlich  und  stetig  sind,  dieser  Wert 
behandeln,  und  man  kommt  auf  den  früheren  Fall  zurück  durch 
die  Substitution  z^  =  l/z.  Man  erhält  also  in  diesen  Fällen  für 
eine  Funktion  f{z)  eine  Entwickelung   nach  fallenden   Potenzen 

^^°  ^'  A  A  A 

A-)  =  A  +  ^  +  |f  +  $  +  -, 

die  außerhalb  eines  Kreises  mit  hinlänglich  großem  Radius 
konvergiert.  Man  spricht  aus  diesem  Grunde  in  der  Funktionen- 
theorie von  einem  unendlich  fernen  Punkte  und  man 
kann  diese  Ausdrucksweise  auch  der  Anschauung  zugänglich 
machen,  wenn  man  als  Träger  der  Werte  von  z  nicht  eine  Ebene, 
sondern  eine  Kugelfläche  betrachtet,  die  man  etwa  durch  stereo- 
graphische Projektion  aus  der  Ebene  ableitet. 

§53. 
Beispiel  I.    Reziproke  Radien. 

Wenn  z  =  f{w)  eine  ganze  lineare  Funktion  von  w  ist,  und 
z  ^=  x^  iy^  w  =  u  -\-  iv  gesetzt  wird,  dann  werden  x  und  y 
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lineare  Funktionen  von  u  und  v,  und  es  entsprechen  konstanten 
Werten  von  u  und  v  zwei  Scharen  aufeinander  senkrechter 
gerader  Linien.  Die  Abbildung  ist  hier  eine  vollkommen  ähn- 
liche, die  verbunden  ist  mit  einer  Drehung.  Auf  diesen  ein- 
fachen Fall  gehen  wir  hier  nicht  näher  ein.    Es  sei  zunächst 

1  u  —  V 

^  ~  u^  4-  v^ '      ^  "  m2  -f  t;2 '    • 


(0 


w 


X2-\^  y2  = 


1 


(2) 


m2  -f-  i;2 ' 

folglich  haben  wir 

V  (x^  4-  t/2)  +  y  =  0, 
u  (x2  +  2/0  —  a;  =  0. 

Die  M-Kurven  und  die  v-Kurven  sind  hier  zwei  Scharen  von 
Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  t/- Achse  und  auf  der  ic-Achse 
liegen,  und  die  alle  durch  den  Koordinatenanfangspunkt  gehen. 
Die  Kreise  jeder  Schar  berühren  einander  (Fig.  25).'    Es  sind  hier 

Fig.  25.  Fig.  26. 


die  ganzen  Ebenen  ^  und  w  eindeutig  aufeinander  bezogen. 
Dem  unendlich  fernen  Punkte  der  einen  Ebene  entspricht  der 
Nullpunkt  der  anderen. 

Dieser  Abbildung  läßt  sich  eine  andere  geometrische  Deu- 
tung geben.  Haben  wir  einen  Kreis  mit  dem  Badius  c,  so  können 
wir  einen"  inneren  Punkt  is  und  einen  äußeren  0^  einander  zu- 
ordnen, die  auf  dem  gleichen  Radius  so  zueinander  liegen,  daß 
der  Kreisradius  c  die  mittlere  Proportionale  zwischen  ihren  beiden 
Abständen  r,ri  vom  Mittelpunkte  ist.  Nehmen  wir  c  =  1  an,  so 
wird  also  rr^  =  1.  Man  konstruiert  den  Punkt  ^s^i,  wenn  man 
durch  js  die  kleinste  Sehne  legt  und  in  ihren  Endpunkten  die 
Kreistangenten  zieht,  die  sich  in  dem  Punkte  0i  schneiden 
/"Fig.  26).     Auf   diese   Weise   wird   die   ganze   Ebene   /s   auf  sich 
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selbst  abgebildet,  und  zwar  so,  daß  jeder  innere  Punkt  einem 
äußeren  und  jeder  äußere  einem  inneren  entspricht.  Der  Null- 
punkt und  der  Unendlichkeitspunkt  entsprechen  einander. 

Diese  Abbildung  heißt  die  Abbildung  durch  reziproke 
Badien. 

Man  kann  nun  noch  eine  dritte  Abbildung  hinzufügen,  indem 
man  jedem  Punkte  z^  den  in  bezug  auf  die  a^-Achse  symmetrisch 
gelegenen  Punkt  z'x  entsprechen  läßt.  Die  Abbildungen  z^^  und  z{ 
entsprechen  dann  einander  wie  das  Original  seinem  Spiegelbilde, 
d.  h.  sie  gehen  durch  Umklappen  um  die  a:-Achse  in  vollständige 
Deckung  über.    Setzen  wir  aber 

z  =  x  -{-y%    z'^  =  x^-{-  j/if,    z^  =  x^—  y^i, 
so  ist 

X  =  r  cos  0",      a^i  =  r-^  cos  ^, 

y  =  r  sin^,      yi  =  — r^  sin-^*, 
und  folglich 

(3)  zz'i  =  1 

und  es  stimmt  also  die  Abbildung  von  z  auf  z'i  mit  der  durch 
(1)  vermittelten  Abbildung  der  t<;- Ebene  auf  die  ;8f- Ebene  über- 
ein. Es  ^f olgt  daraus ,  daß  diese  Bilder  in  den  kleinsten  Teilen 
ähnlich  sind,  und  daraus  ergibt  sich  weiter,  daß  die  Abbildung 
durch  reziproke  Badien  gleichfalls  in  den  kleinsten 
Teilen  ähnlich,  aber  spiegelbildlich  ähnlich  ist. 

§54. 

Beispiel  IL    Abbildung  durch  lineare  gebrochene 

Funktionen. 

Die  Funktion,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen , betrachtet 
haben,  ist  ein  spezieller  Fall  der  linearen  gebrochenen  Funktion 

(1)  ,,  =  «__, 

worin  a,  a,  /}  reelle  oder  imaginäre  Konstante  bedeuten.  Bei 
der  Abbildung  durch  diese  Funktion  entspricht  jedem 
Kreise  in  der  tü-Ebene  ein  Kreis  in  der  ^-Ebene  und 
umgekehrt,  wobei  jedoch  auch  gerade  Linien  als  Grenzfälle 
von  Kreisen  auftreten  können.  Um  sich  hiervon  zu  überzeugen, 
bedenke  man,  daß  die  Gleichung  eines  Kreises  in  der  mi;- Ebene 
als  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  drei  Variablen 

1^2  _j_  ^2^       1^^       ^ 

9* 


nnd  folglich  auch,  wenn  w  und  w'  konjugiert  imaginär  siBd,  als 
lineare  Gleichung  zwischen 


dargeBtellt  werden  kann,  etwa  in  der  Form 

(2)  Awu/  +  -Bw  +  B'w'  +  C  =  0. 

Hierin  kann  Ä  reell  angenommen  werden,  und  wir  setzen  es 
nur  dftrum  nicht  gleich  1,  weil  die  Gleichung  (2)  auch  für  .die 
gerade  Linie  gelten  soll,  wenn  man  Ä  ^  0  setzt  Dann  sind 
B,  B"  konjugiert  imaginär  und  C  ist  reelL  Macht  man  aber  in 
(2)  die  Subatitution  (1),  indem  man  noch 


setzt,  80  erhält  man  eine  Gleichung  von  derselben  Form  wie  (2) 
zwischen  den  Variablen  s*',  2,  z\  die  also  wieder  einen  Kreis  in 
der  ^- Ebene  darBtellt. 

Die  Konstanten  a,«,,^  lassen  sich  so  bestimmen,  daß  drei 
Bedingungen  befriedigt  werden,  z.  B.  so,  daß  drei  gegebenen 
Punkten  der  einen  Ebene  drei  gegebene  Punkte  der,  anderen 
entsprechen  sollen. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  einen  Kreis  mit  dem  Radius  c  um 
den  Nullpunkt  in  der  ^-Ebene,  und  verlangen,  daß   die  Kreis- 
peripherie  der  imaginären  Achse   und  das  Innere  der  Kreisfläche 
der  Halbebene  der  negativen«  in  der  w-Ebene  entsprechen 
p.    27  soll.     Damit    ist    die 

.  1.-  Substitution  (l)  noch 

nicht  vollkommen  be- 
stimmt, sondern  es 
bleiben  noch  drei  re- 
elle Konstanten  ver- 
fügbar. Um  diese  zu 
bestimmen,  wollen  wir 

festsetzen,     daß     der 

Mittelpunkt  des  Krei- 
ses, also  der  Punkt  ^  =  0,  dem  Punkte  tc  ^=  —  a  ent- 
sprechen soll,  worin  o  eine  positive  Konstante  ist;  sodann  soll 
dem  Punkte  der  Kreisperipherie  z  =:  c  der  Punkt  w  ^  0  und 
dem  Punkte  2  ^  —  c  der  Punkt  w  =  +  i  oo  entsprechen,  dann 
erhalten  vdr: 


§^6- 
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(3)  «,  =  a-^-p-^, 

und  diese  Funktion  gibt  also  die  konforme  Abbildung  einer 
Kreisfläche  in  der  ;8r- Ebene  auf  eine  m?- Halbebene,  bei  der  die 
Punkte  der  einen  Fläche  denen  der  anderen  gegenseitig  eindeutig 
entsprechen,  und  bei  der  entsprechende  Punkte  immer  stetig 
miteinander  fortrücken. 


§55. 
Beispiel  III.    Konfokale  Kegelschnitte. 

Wir  betrachten  noch  als  letztes  Beispiel  die  Funktion 

(1)  z  =  COS!«;, 

worin  die  Funktion  cosinus  für  ein  komplexes  Argument  durch 
die  Gleichungen 

cos(m  -f-  iv)  =  cosMCosiv  —  sinwsinit; 
(2) 


cos^t;  = TT , 


.  e«'  —  e-«' 


sin^t;  =  % 


definiert  ist.    Es  ergibt -sich  hieraus: 
(3) 


X  =    costicosei;, 
y  =  isintisini«;, 

und  wenn  man  u  und  v  eliminiert,  so  folgt: 


(4) 


x^    __    y^    


x^ 


(2 


COS^W 


sin2  u 


Es  entspricht  also  einem 
konstanten  v  eine  Ellipse, 
deren  Brennpunkte  die  Koor- 
dinaten a;  =  i  1,  y  =  0 
haben.  Einem  konstanten  u 
entspricht  eine  Hyperbel  mit 
denselben  Brennpunkten;  u 
und  V  sind  elliptische 
Koordinaten  in  der  Ebene. 
Um  alle  Werte  von  x^y  und 
jeden  nur  einmal  zu  erhalten, 


Fig.  28. 
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hat  man  v  von  0  bis  oo  und  u  von  — ä  bis  -f-  sr  gehen  zu 
lassen.  'Wenn  nämlich  v  von  0  bis  unendlich  geht,  so  erhält 
man  eine  Schar  die  ganze  Ebene  einfach  überziehender  Ellipsen, 
deren  erste  für  v  =  0  sich  auf  die  Verbindungsstrecke  der  beiden 
Brennpunkte  y  =  0,  .x  =  +  1  zusammenzieht;  und  wenn  u  von 
—  Ä  bis  -f-  ^  geht,  läuft  bei  konstantem  v  der  Punkt  x^y  auf 
einer  dieser  Ellipsen  gerade  einmal  herum.  Zwei  Werte  u  und 
u  —  n  entsprechen  den  beiden  Ästen  derselben  Hyperbel.  Liegt  u 
zwischen  —  |  ä  und  -[-  ^  ä,  so  ist  x  positiv,  und  man  erhält  dann 
den  den  Brennpunkt  x  =  -{-  l^  y  =  0  umschließenden  Ast. 


Siebenter  Abschnitt. 

Diffepentlalgleichungen. 


§56. 
Definition  und  Einteilung. 

Ist  die  Größe  y  eine  Funktion  von  einer  oder  mehreren  un- 
abhängigen Veränderlichen,  so  kann  ihr  Zusammenhang  mit 
diesen  unabhängigen  Veränderlichen  in  verschiedener  Weise  aus- 
gedrückt sein.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  daß  die  unabhängigen 
Variabein  und  die  Funktion  durch  eine  Gleichung  miteinander 
verbunden  sind,  in  v^elcher  außer  ihnen  nur  konstante  Größen 
vorkommen.  Eine  solche  Gleichung  nennt  man  eine  endliche 
Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen,  und  es  soll  mit  diesem 
Namen  ausgesprochen  sein,  daß  in  der  Gleichung  nur  endliche 
Größen,  also  keine  Differentiale,  auch  keine  Verhältnisse  von 
Differentialen  vorkommen.  Im  Gegensatze  zu  den  endlichen 
Gleichungen  zwischen  den  veränderlichen  Größen  stehen  die 
Differentialgleichungen. 

Unter  einer  Differentialgleichung  verstehen  wir  eine 
Gleichung,  welche  außer  den  unabhängigen  Veränderlichen  und 
der  Funktion  noch  einen  oder  mehrere  Differentialquotienten  der 
Funktion  enthält. 

Wir  unterscheiden  gewöhnliche  Differentialgleichungen 
und  partielle  Differentialgleichungen.  Wird  y  als  Funktion 
von  nur  einer  Variablen  x  angesehen  und  kommen  demnach  in 
der  Differentialgleichung  nur  die  nach  dieser  einen  Variablen  x 
genommenen  Differentialquotienten  vor,  so  heißt  die  Gleichung 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung.  Soll  dagegen 
die  Funktion  von  mehreren  Variabein  abhängig  sein,  und  enthält 
die     Differöntialgleichung    die    partiellen    Differentialquotienten 
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nach  mehreren  Variabein,  so  wird  die  Gleichung  eine  partielle 
Differentialgleichung  genannt. 

Wir  teilen  die  Differentialgleichungen  (die  gewöhnlichen 
wie  die  partiellen)  in  verschiedene  Ordnungen  ein.  Eine 
Differentialgleichung  bis  zur  wten  Ordnung  ist  eine  solche,  in 
der  Differentialquotienten  von  der  nten  Ordnung  und  keine 
höheren  vorkommen. 

Wir  unterscheiden  lineare  Differentialgleichungen  und 
nichtlineare.  In  einer  linearen  Differentialgleichung  kommen 
die  Funktion  y  und  ihre  Differentialquotienten  nur  in  erster 
Potenz  vor  und  keine  Produkte  der  Funktion  mit  den  Differential- 
quotienten oder  der  Differentialquotienten  untereinander.  Eine 
gewöhnliche  lineare  Differentialgleichung  wter  Ordnung  ist  danach 
von  der  Form 

worin  ao,  öj,  ...,  a«,  X  Funktionen  von  x  allein  oder  auch  kon- 
stante Größen  sind.  Ist  X  =  0,  so  heißt  die  lineare  Differential- 
gleichung homogen. 

Lineare  Differentialgleichungen. 

§57. 

Die  willkürlichen  Integrationskonstanten. 
Das  vollständige  Integral. 

Um  einen  ersten  Einblick  in  die  Natur  der  Lösung  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  zu  erlangen,  gehen  wir  aus 
von  einer  endlichen  Gleichung  zwischen  x  und  y,  die  außer 
diesen  veränderlichen  Größen  noch  eine  gewisse  Anzahl  von 
Konstanten  enthält.  Durch  wmal  wiederholte  Differentiation 
leiten  wir  aus  dieser  primitiven  Gleichung  n  neue  Gleichungen 
her,  von  denen  die  erste  keinen  höheren  Differentialquotienten 
als  den  ersten,  die  zweite  keinen  höheren  als  den  zweiten,  usf.^ 
die  letzte  keinen  höheren  als  den  wten  enthält.  Aus  dem  so 
gewonnenen  Systeme  von  n  Gleichungen  und  der  primitiven. 
Gleichung  können  wir  n  konstante  Größen  eliminieren.  Das 
Resultat  wird  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  wter  Ord- 
nung sein,  die  n  konstante  Größen  weniger  enthält  als  die  pri- 
mitive Gleichung,  aus  der  sie  hervorgegangen. 
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Durch  die  primitaye  Gleichung  ist  y  als  Funktion  von  x  so 
bestimmt,  daß  die  Differentialgleichung  befriedigt  wird.  Eine 
Funktion  V)  die  der  Differentialgleichung  genügt,  heißt  eine 
Lösung  (oder  auch  ein  Integral)  der  Differentialgleichung,  und 
die  Auffindung  der  Lösung  heißt  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung. 

Aus  der  vorher  angestellten  Betrachtung  geht  hervor,  daß 
eine  endliche  Gleichung  zwischen  x  und  j/,  die  einer  Differential- 
gleichung nter  Ordnung  Genüge  leistet,  n  Eonstanten  enthalten 
kann,  die  in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommen.  Diese 
n  Konstanten  sind  völlig  unbestimmt,  wenn  nichts  als  die  Diffe- 
rentialgleichung gegeben  ist.  Man  nennt  sie  daher  die  willkür- 
lichen Konstanten  des  Integrals,  und  die  ejidliche  Gleichung 
heißt  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Differential- 
gleichungen nter  Ordnung,  wenn  wirklich  n  willkürliche  Kon- 
stanten darin  vorkommen,  die  sich  nicht  auf  eine  geringere  An- 
zahl reduzieren  lassen.  Im  Gegensatz  dazu  nennt  man  eine  end- 
liche Gleichung  zwischen  x  und  j/,  die  der  Differentialgleichung 
Mter  Ordnung  genügt,  aber  weniger  als  n  willkürliche  Konstanten 
enthält,  ein  partikulares  Integral. 

§58. 
Homogene  lineare  Differentialgleichungen. 

Wir  betrachten  nun  eine  homogene  lineare  Differential- 
gleichung nter  Ordnung: 

Es  sei  y  =  Y  ein  partikulares  Integral.  Dann  wird 
auch  y  =  cY  ein  solches  sein.  Denn  nach  der  Voraussetzung 
wird  die  Differentialgleichung  erfüllt,  wenn  man  statt  y  darin  Y 
schreibt,  also 

(2)  ao|^  +  a.£;I+...  +  a„r=0. 

Wird  nun  aber  c  Y  für  y  gesetzt,  so  kommt  auf  der  linken  Seite 
nur  noch  der  für  alle  Glieder  gemeinschaftliche  Faktor  c  hinzu, 
so  daß  auch  jetzt  deren  Summe  verschwindet. 

Sind  ferner  y  =  Yi  und  y  =  Yg  partikulare  Integrale,  so 
kann  man  daraus  ein  neues  Integral 

1/  =  Ci  Fl  +  Ca  Ta 
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bilden.  Dieses  neue  partikulare  Integral  ist  dann  von  Yi  und  Y^ 
nicht  unabhängig,  sondern  aus  ihnen  linear  zusammengesetzt. 
Dagegen  heißt  ein  Integral  Y^  von  Yi  und  Yg  unabhängig,  wenn 
es  sich  nicht  in  die  Form  c^Yi  -\-  c^  Y2  bringen  läßt.  Über- 
haupt werden  /c  Integrale  Y^,  Yj^'-'^fc  ^®r  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  voneinander  unabhängig  genannt,  wenn  sich 
keine  konstanten  Koeffizienten  Oi,  «2,  ...,  «j^,  die  nicht  alle  ver- 
schwinden, so  bestimmen  lassen,  daß  sie  der  Gleichung 

«1  Yi  4-  ofg  Ya  -| 1-  «fc  Yfc  =  0 

genügen. 

Man  sieht  nun  leicht,  daß  dne  Differentialgleichung  nter 
Ordnung  nicht  mehr  als  n  unabhängige  partikulare  Integrale 
haben  kann.  Denn  sonst  könnte  man  jedes  mit  einer  willkür- 
lichen Konstanten  multiplizieren  und  erhielte  durch  Addition  der 
Produkte  ein  neues  Integral,  das  mehr  als  n  willkürliche  Kon- 
stanten enthielte  1). 

Hat  man  aber  n  voneinander  unabhängige  partikulare  Inte- 
grale gefunden,  so  ist 

(3)  1/  =  ci  Yx  +  C2  Ya  H h  c.  Y„ 

das  vollständige  Integral  der  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung wter  Ordnung,  und  Cj,  Cg, ...,  c»  sind  willkürliche  Kon- 
stanten. Daraus  läßt  sich  jedes  partikulare  Integral 
herleiten,  indem  man  den  Konstanten  bestimmte  Werte 
beilegt. 

Wenn  ein  partikulares  Integral  als  bekannt  vorausgesetzt 
wird,  so  läßt  sich  dadurch  die  Auffindung  eines  weiteren  auf  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  derselben  Form,  aber  von 
niedrigerer  Ordnung,  und  auf  eine  Quadratur  zurückführen. 


*)*  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür ,  daß  die  Funk- 
tionen Yi,  Yj,  ...  Ym  linear  unabhängig  sind,  ist,  wie  sich  leicht  zeigen 
läßt,  die,  daß  die  Determinante 

(Zr,   (V\\  rfm-i  Ym 

—   ^1 


dx     dx*"  da?»«— 1 

von    Null  verschieden   ist.     Hätte  man  aber   n  •\-  \   unabhängige  Integrale 
Ti,  Tg,  ...  Tn  + 1  der  Differentialgleichung  (2),  so  wäre 


a. 


+  «I   -TT^m    H a„  Tv  =  0 


"da:»      '     "'     dx^ 

für  r^l,  2,  ...n-|-l,  und  die  Determinante  dieses  Gleichungsystems 
wäre  von  Null  verschieden.  Diese  Gleichungen  könnten  also  nur  befriedigt 
sein,  wenn  alle  Koeffizienten  a^,  a^,  ...  an  gleich  Null  wären. 
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Wenn  nämlich  Y  wie  oben  ein  partikulares  Integral  der 
Differentialgleichung  (1)  ist,  so  führe  man  eine  neue  unbekannte 
Funktion  v  ein  und  setze 

(4)  y  z=*y[  vdx. 

Differentiiert  man  nun  (4)  wiederholt,  so  folgt: 


y 


=    Y    l  vdx^ 


(5)  S=4?l"'^^+^"' 

dx^       dx^  J  '        rf.^        '        dx^ 

» 

worin  die  Differentiation  bis  zur  nten  Ordnung  fortzusetzen  ist. 

Wenn  man  diese  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit  a„,  a^-i, 
a„_2,  ...  multipliziert  und  addiert,  so  erhält  man,  wenn  man  die 
von  Y  befriedigte  Gleichung  (2)  berücksichtigt,  auf  der  rechten 

Seite  einen  Ausdruck,  in  dem  das  \  vdx  nicht  mehr  vorkommt, 

der  die  Funktion  v  und  seine  n  —  1  ersten  Differentialquotienten 
linear  und  homogen  enthält,  und  der  verschwinden  muß,  wenn 
y  eine  Lösung  von  (1)  sein  soll.  Es  ist  daher  die  unbekannte 
Funktion  v  durch  eine  Differentialgleichung  derselben  Form  wie 
(1),  aber  nur  von  der  (n — l)ten  Ordnung  bestimmt. 

Nehmen  wir  n  =  2  an,  so  läßt  sich  diese  letzte  Differential- 
gleichung, wie  überhaupt  jede  lineare  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  allgemein  integrieren,  und  daher  ist  die  vollständige 
Integration  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  auf  Quadraturen  zurückgeführt,  wenn  ein  partikulares 
Integral  gefunden  ist. 

Nehmen  wir,  um  dies  näher  darzulegen,  die  gegebene  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Form  an: 

(^)  di  +  «dl  +  *^  =  ^ 

und  wenden  die  Formeln  (5)  an,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
von  v: 
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Dividiert  man  durch  Yt;,  so  kann  man  diese  Gleichung  auch 
so  schreiben: 

oder:  * 

j  —Jod* 

Hiemach  wird  das  allgemeine  Integral  von  (6): 

—  \  adx 

(8)  ,  =  ^ji-V^^ 

und  die  Integrationskonstanten  sind  die  beiden  additiven  Kon- 
stanten der  Quadraturen. 

§  59. 
Homogene  lineare  Differentialgleichungen  mit 

konstanten  Koeffizienten. 

Es  sei  die  homogene  lineare  Differentialgleichung  nter  Ord- 
nung gegeben: 

(1)    «••  rfJ  +  «^  d^^  +  -  +  «"-^  dl  +  «-y  =  ^' 

worin  ao,  ai,  ...a„_i,  a„  reelle  konstante  Größen  sein  sollen. 
Wir  können  leicht  partikulare  Integrale  finden.    Setzen  wir  z.  B. 

mit  konstantem  a,  so  ist 

du  d^v  d^v 

dx  '     dx^  '  da;« 

Führen  wir  diese  Werte  in  die  Differentialgleichung  ein,  so  er- 
gibt sich: 

Dies  kann  nicht  anders  erfüllt  sein,  als  wenn  die  Klammer- 
größe =  0  wird.  Die  konstante  Größe  a  ist  also  eine  Wurzel 
der  Gleichung 

(2)        9(0)  =  «o^**  +  «1«**"^  +  ••*  +  öt„_ia  -|-  a„  =  0. 

Wir  bezeichnen  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  mit  «i,  «2»  •  •  •  «n 
und  betrachten  zunächst  den  Fall,  daß  sie  sämtlich  voneinander 
verschieden  sind.  Dann  haben  wir  n  voneinander  unabhängige 
partikulare  Integrale  der  Differentialgleichung,  nämlich: 

Oix       a^x  a„.r 
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Das  vollständige  Integral  ist  demnach 

(3)  y  =  Ci6«^^  +  c^"  H h  ^ne"''^ 

Hat  die  Gleichung  wten  Grades,  welcher  a  genügen  muß,  imagi- 
näre Wurzeln,  so  kommen  diese  immer  paarweise  konjugiert  vor, 
d.  h.  die  eine  ist  von  der  Form  yi  -\-  ki^  die  andere  von  der 
Form  ft  —  k  i.  Es  seien  z.  B.  «j  und  «a  solche  konjugiert  imagi- 
näre Wurzeln 

«2  =  f*  —  Ai, 
dann  ergibt  sich: 

=  ef^^  {(Cj  +  Cg)  cos  AiP  -f"  (Ci  —  Cg)*  sin  lx\. 

Da  nun  Ci  und  c^  willkürliche  Konstanten  sind,  so  können  wir 
dafür  zwei  andere  einführen,  indem  wir  setzen: 

Dadurch  erhalten  wir: 

Ciß^i*  _|_  Ca^**«*  =  e^^  (Ä^  cos  Aa?  -|-  Äg  sin  kx\ 

Das  eben  angewandte  Verfahren  erleidet  eine  Modifikation, 
wenn  die  Gleichung  in  u  nicht  lauter  verschiedene  Wurzeln  hat. 
Man  erhält  die  Lösung  in  diesem  Falle  am  einfachsten  auf 
folgendem  Wege: 

Wir  bezeichnen  die  linke  Seite  der  Differeutialgleichung  (1) 
symbolisch  mit  jD(y),  setzen  also: 

(4)  J)(y)  =  a,^  +  «id^  +  -  +  ««-.5|  +  ««y- 

Bezeichnet  nun  a  zunächst  eine  von  x  unabhängige  veränder- 
liche Größe,  so  ergibt  sich  aus  dieser  Definition: 

(5)  2>(e«*)  =  c««^9(a), 

worin  (p  (a)  als  ganze  Funktion  nten  Grades  von  a  durch  (2) 
definiert  ist.  Wenn  wir  nun  die  Formel  (5)  wiederholt  nach  a 
differentiieren ,  wobei  die  derivierten  Funktionen  von  q>  (a)  mit 
9'(a),  9"(a)  .  .  .  bezeichnet  sein  mögen,  so  erMlt  man,  wenn 
man  bedenkt,  daß  man  die  Reihenfolge  der  Differentiation  nach 
X  und  nach  a  vertauschen,  also 


7)^  /7S*^^\ 


setzen  darf: 
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D  (xe"'')  =  e^'^lx (f  (a)  +  9' («)], 

(6)  D  (x^e"')  =  e"''[x^(p(cc)  -f  2xq>'la)  +  ^"(a)], 

Ist  nun  a  eine  m  fache  Wurzel  der  Gleichung  9  =  0,  so 
ist  9  (a)  =  0,  9'  (a)  =  0,  ...,  9(«-i)(a)  =  0,  und  die  Glei- 
chungen (6)  zeigen  unmittelbar,  daß  man  für  eine  solche  Wurzel 
genau  m  unabhängige  partikulare  Integrale  erhält: 

(7)  6«%  ipe«%  a;2c«%  ...  x'^-'^e"^. 

Zerfallen  also  die  Wurzeln  der  Gleichung  9  =  0  in  Gruppen 
von  je  m,  Wi, . . .  untereinander  gleichen,  so  ist  n  =  m  4-  Wj  -|-  •  •  > 
und  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  ist 

(8)  y  =  f{x)e-'  +  h{x)€f^^-  +  ..., 

worin  f{x\  f\{x)^.,.  willkürliche  ganze  Funktionen  der  Grade 
m  —  1,  Wi  —  1,  ...  sind,  deren  Koeffizienten,  w  an  der  Zahl,  die 
willkürlichen  Konstanten  der  Integration  sind. 

§  60. 

Anwendung.    Schwingungen  einer  Magnetnadel. 

Wir  wollen  als  Beispiel  die  folgende  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  betrachten: 

worin  b  und  n  positive  Konstanten  sind.  Diese  Gleichung  kommt 
in  Anwendungen  häufig  vor.  Sie  drückt  z.  B.  die  Schwingungen 
einer  Magnetnadel  aus,  wenn  y  die  als  klein  vorausgesetzte  Ab- 
lenkung aus  der  Gleichgewichtslage  und  x  die  Zeit  bedeutet.  Es 
ist  dann  angenommen,  daß  auf  die  Nadel  eine  mit  y  proportio- 
nale Richtkraft  und  eine  mit  der  Geschwindigkeit  dy/dx  pro- 
portionale, der  Bewegung  stets  entgegengesetzte  Dämpfung  ein- 
wirken. 

Die  quadratische  Gleichung  für  «i,  «2  wird  hier 

(2)  «2  _|_  2£06  -j-  n2  =  0. 

Wenn  wir  zunächst  6  =  0  annehmen,  so  wird  a  =  +  ^w,  und 
die  allgemeine  Lösung  von  (1)  ist 

(3)  y  ==  A  sin  na;  -f-  B  cosnx^ 
wofür  man  auch 

(4)  y  =  A  sin  n  (x  —  a) 
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setzen  kann,  wenn  A  und  a  die  Integrationskonstanten  sind. 
y  ist  hier  eine  rein  periodische  Funktion  von  x.  Der  Koeffizient  A 
(positiv  genommen)  heißt  die  Amplitude  der  Schwingung.  Die 
Periode  ist  T  =  2  3r/n  und  wird,  wenn  x  die  Zeit  bedeutet,  die 
Schwingungsdauer  genannt.  Fig.  29. 

Die  Konstanten  A^  a  kann 
man  bestimmen,  wenn  für 
einen  speziellen  Wert  von  x^ 
etwa  für  x  =  0^  die  Werte 
von  y  und  von  dyjdx  ge- 
geben sind.  Für  rc  =  a  ist 
y  =  0,  und  wenn  wir  also 
den  Fall  der  schwingenden  Magnetnadel  im  Auge  behalten,  so 
ist  a  der  Zeitpunkt,  wo  y  durch  die  Gleichgewichtslage  geht. 
Nehmen  wir  x^  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  an,  so  wird  y 
durch  eine  Sinuslinie  dargestellt  (Fig.  29). 

Wenn  s  von  Null  verschieden  ist,   so  sind  zwei  (oder  drei) 
Fälle  zu  unterscheiden.    Die  Wurzeln  von  (2)  sind  nämlich 

Es  sei  w  >>  a,  also  die  beiden  Werte  von  a  imaginär.     Die 
allgemeine  Lösung  kann  dann,  wenn 

w'  =  V  n2  —  «2 
gesetzt  wird,  in  der  Form  dargestellt  werden: 

y  =  Aer-'*  sinw'  (x  —  a), 
oder,  wenn  man  die  willkürliche  Konstante  a  =  0  annimmt: 

(5)  y  =  -4.6"**  siun^x. 

Mau  erhält  die  Maxima  und  Minima  von  y  aus  der  Gleichung 
dy/dx  =  0,  also  aus 

(6)  er-*^  (n'  cosn'x  —  s  sinn'^r)  =  0, 
und  wenn  man  einen  Winkel  (p  einführt,  der  durch 

definiert  ist,  der  zwischen  0  und  -^  liegt,   und   um    so   kleiner 

ist,  je  kleiner  e  ist,   so  sind   die   positiven  Wurzeln   der  Glei- 
chung (6): 
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w'ä-o  =-  —  9, 
n'Xi  =  —  —  9  4-  Ä, 
w'^^a  =  —  —  qp  4-  2  3r, 


Die   zugehörigen  Werte    Yon   y    erhält    man  aus  (5),  also   die 
äußersten  Lagen,  wo  die  Magnetnadel  ihre  Bewegung  umkehrt: 

I/o  =  ^e-«'oco8  9), 

—  j/i  =  Ae—'*i  cos  9, 

j/a  =  -4e-"**«  cos  9, 


und  daraus,  da  n'  (x^  —  Xq)  =  n'(x2  —  ^i)  =  •  •  •  =  ^  ist: 

logyo  — log(— yi)=  ^, 

log(— 3/0  — log3/2  =  ^, 


Die    gemeinsame    Differenz    dieser    Logarithmen   wird   nach 
Gauss    das    logarithmische   Dekrement    genannt,    während 
pj„  30  2  7t/n'  die  Schwingungsdauer 

heißt.  Die  Beobachtung  dieser 
beiden  Größen  dient  zur  Bestim- 
mung von  n  und  «. 

Die  Bewegung  der  Nadel  ist 
also     hier    gleichfalls    oszillato- 
risch, aber  mit  stets  abnehmender  Amplitude. 

Betrachtet  man  x  und  y  wieder  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten, so  erhält  man  die  Kurve  Fig.  30. 

§  61. 
Fortsetzung.    Aperiodische  Schwingung. 

Wenn  nun  aber  £  >  w  ist,  dann  werden  die  Wurzeln  «  reell, 

und  wenn  wir  m  =  ^  s^  —  w^  setzen ,  so  ist  m  positiv  und 
kleiner  als  £,  und  das  allgemeine  Integral  unserer  Differential- 
gleichung §  60,  (1)  wird 


§  61. 


Aperiodische  ScLwingang. 
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(1)  y  =  e-««  (ae-"»*  —  fee»»*), 

worin  a  und  b  die  Integrationskonstanten  sind,  die  sich  be- 
stimmen lassen,  wenn  für  a?  =  0  die  Werte  von  y  und  dyjdx 
gegeben  sind.    Man  erhält: 


(2) 


dx 


e-**[a(£  -|-  w)e~-"**  —  6(£  —  m)e"**]. 


Es  sind  nun  wieder  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
1.  Wenn  a  und  h  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so 
kann  weder  y  noch  dyjdx  für  einen  endlichen  Wert  von  x  ver- 
schwinden; es  wird  aber  y  für  ein  negativ  unendliches  x  unend- 
lich groß  und  für  ein  positiv  unendliches  x  unendlich  klein.  Es 
wird  sich  also  die  Magnetnadel,  welche  anfängliche  Lage  sie  auch 
haben  mag,  ohne  die  Richtung  ihrer  Bewegung  umzukehren, 
asymptotisch  der  Gleichgewichtslage  nähern  (Fig.  31). 

Fig.  31.  Fig.  32. 

7  +^ 


2.  Wenn  die  Konstanten  a,  b  das  gleiche  —  nehmen  wir  an 
das  positive  —  Vofzeichen  haben,  so  wird  y  =  0  für  einen  Wert 
i^o  von  x^  und  dyjdx  =  0  für  einen  Wert  x^^  undjzwar  ist 


Xti 


1    ,       a 


1    ,      a(6  -\-  m) 

^1=0—  log  T^ ( I 

2  m     ^  b{6  —  m) 


also  Xi  >  Xq.  Für  ein  unendlich  großes  negatives  x  wird  y 
negativ  unendlich  groß  und  für  ein  unendlich  großes  positives 
X  unendlich  klein.  Wenn  z.  B.  die  Magnetnadel  durch  einen  an- 
fänglichen Stoß  aus  der  Gleichgewichtslage  gebracht  ist,  so  wird 
sie  bis  zu  einem  gewissen  Maximum  der  Ablenkung  gehen,  welches 
sie  zur  Zeit  Xi  erreicht,  und  von  da  an  sich  der  Gleichgewichts- 
lage wieder  asymptotisch  nähern  (Fig.  32).  In  beiden  Fällen  ist 
also  eine  oszillatorische  Bewegung  nicht  möglich,  und  man  nennt 
daher  diesen  Vorgang  aperiodisch. 

Es  bleibt  noch  ein  dritter  Hauptfall  übrig,  nämlich  der,  daß 
n  =  6  ist,  daß  also  die  Gleichung  §  60,  (2)  zwei  gleiche  Wurzeln 
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hat.    In  diesem  Falle  ist  die  allgemeine  Lösung  der  Differential- 
gleichung (1) 

y  =  (ax  +  6)  e-**, 

und  der  Vorgang  ist  gleichfalls  aperiodisch.    Sie  ist  von  der  Art, 
die  Fig.  31  zeigt,  wenn  a  =  0  ist,  sonst  von  der  Art  der  Fig.  32. 

§62. 

Systeme  linearer  Differentialgleichungen  mit  konstantem 

Koeffizienten. 

Die  Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen mit  mehreren  abhängigen  Variablen  kann  man 
durch  fortgesetzte  Differentiation  und  Elimination  aller  abhän- 
gigen Variabein  bis  auf  eine  auf  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung von  entsprechend  höherer  Ordnung  zurückführen.  Man 
kann  aber  auch  umgekehrt  ein  System  von  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  durch  Einführung  neuer  Variabein  an  Stelle  der 
Differentialquotienten  auf  ein  System  von  Differentialgleichungen 
zurückführen,  in  dem  nur  erste  Differentialquotienten  vorkommen. 
Wir  wollen  hier  noch  ein  solches  System  betrachten,  das  wir  in 
bezug  auf  die  Differentialquotienten  aufgelöst  annehmen: 

(1)  'ix'^  ^''^'  "^  ^''^'  "^ ^  ^''*^*'' 

worin  die  Chh  Konstanten  sein  sollen. 
Setzt  man  hierin  versuchsweise 

(2)  i/i  =  öfiC^^,     j/a  =  »2«^''»     2/n  =  öme^"^, 

so  erhält  man  aus  (1)  zur  Bestimmung  der  Konstanten  «i,  a^t 
...,  a«,  A  die  Gleichungen: 

(Cii   —  X)a^   +  Cl2»2  H h  ^inÖTn  =  0, 

(3)  Cai  (h   +  (^22   —  -^)  «2   -+ h    ^2«  «n  =  0, 

Cni  Ol   +  C„2  «2  H h  {<^n  n  —   'l)  «n  =  0, 

und  wenn  die  Konstanten  ai,  ag,  ...,  a«  nicht  alle  gleich  Null  sein 
sollen,  so  muß,  wenn  wir  zur  Abkürzung 
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setzen,  A  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(5)  L(k)  =  0 

sein.  Setzt  man  für  A  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ein,  so  kann 
man  aus  (3)  die  Verhältnisse  «i  :  ag :  ••• :  a^  bestimmen,  während 
ein  gemeinschaftlicher  Faktor  h  willkürlich  bleibt.  Nun  ist  die 
Gleichung  (4)  vom  n*^  Grade  und  hat  n  Wurzeln  Ai,  Aa,  •••  A„, 
denen  n  Syteme  der  Konstanten  a^,  a^,  •••  a„  entsprechen.  Man 
erhält  dann  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichungen  (1) 
in  der  Form 

(6)  2/2  =^1021  e^i^  +  ^2  «22  ^^**  H ^n «2«  ß^"""» 

yn=  Äia„ie^i*  4-A2ati2^»*  H Kctnne^^'', 

worin  Äi,  ^2»  •••  Ä„  die  willkürlichen  Konstanten  sind. 

Diese  Betrachtung  gilt  zunächst  nur  für  den  Fall,  daß  die 
Gleichung  (5)  n  voneinander  verschiedene  Wurzeln  hat.  Sie  gilt 
aber  auch  in  einem  anderen  Falle:  Nehmen  wir  an,  daß  für  einen 
Wert  A  nicht  nur  die  Determinante  L,  sondern  auch  ihre  sämt- 
Uchen  ünterdeterminanten  von  n  —  m  +  1  Reihen  verschwinden, 
dann  sind  für  diesen  Wert  von  A 

^W.  -rfX"'    •••'       dA— ^ 

gleich  Null,  und  A  ist  eine  (mindestens)  m fache  Wurzel  von 
jL(A)  =  0.  Dann  aber  bleiben  m  von  den  Koeffizienten  \^  a^, 
...a„  nach  den  Gleichungen  (3)  willkürlich  1),  und  wir  erhalten 
also  aus  dieser  einen  Wurzel  m  voneinander  unabhängige  parti- 
kulare Lösungen.    Daraus  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Ausdrücke  (6)  stellen  die  allgemeine  Lö- 
sung der  Differentialgleichungen  (1)  dar,  wenn 
für  jede  mfache  Wurzel  der  Gleichung  I/(A)  =  0 
alle  n  —  m  -(-  1-reihigen  Unterdeterminanten  von 
L(A)  verschwinden^). 


*)  Vgl.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  §27. 
')  Wenn  man  in   diesem  Falle   durch  Differentiation   und  Elimination 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  mit  nur  einer  abhängigen  Variablen 
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Nun  kann  aber  die  Gleichung  L(k)  =  0  auch  eine  m  fache 
Wurzel  haben,  ohne  daß  alle  n  —  m  -\-  1 -reihigen  ünterdeter- 
minanten  verschwinden.  Dann  erhalten  wir  aus  (2)  nicht  die 
genügende  Anzahl  von  partikularen  Lösungen,  und  in  diesem 
Falle  kann  man  sich  die  nötige  Anzahl  von  Lösungen  nur  da- 
durch verschaffen,  daß  man  in  (2)  die  Koeffizienten  64,  a^,  ...  Un 
nicht  als  konstant,  sondern  als  ganze  rationale  Funktionen  von  x 
bestimmt,  wie  oben  in  §  59.  Die  allgemeinere  Untersuchung  dieser 
Frage  läßt  sich  sehr  vollständig  und  einfach  durchführen  mit 
Hilfe  der  Theorie  der  linearen  Substitutionen  und  ihrer  Trans- 
formation, auf  die  wir  hier  nicht  eingehen  können  1). 

In  der  Theorie  der  unendlich  kleinen  Schwingungen,  in  der 
die  unabhängige  Variable  x  die  Zeit  bedeutet,  ist  es  von  großer 
Wichtigkeit,  daß  diese  Variable  nicht  außerhalb  der  Exponential- 
funktion, die  in  diesem  Falle  einen  imaginären  Exponenten  hat, 
vorkommt.  Dies  kann  also  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze 
auch  dann  eintreten,  wenn  die  bestimmende  Gleichung  (5)  gleiche 
Wurzeln  hat  2). 

§63. 

Berechnung  bestimmter  Integrale  durch  die  Integration 

von  Differentialgleichungen. 

Man  kann  nach  Dirichlets  Vorgang  durch  die  Integration 
linearer  Differentialgleichungen  gewisse  bestimmte  Integrale  er- 
mitteln, wovon  hier  einige  Beispiele  folgen.    Man  setze 

OD 

da 

0  ' 

(1) 

da 


u  =  I  er-^**  cosa^r^, 


V  =  I  e-*"  sin  ax 


0  ' 

worin  k  eine  positive  Konstante  sei,  und  betrachte  diese  Integrale 
als  Funktion  der  Variablen  x.  Für  den  besonderen  Wert  x  =  0 
erhält  v  den  Wert  0  und  für  u  ergibt  sich: 


bilden  will,  so  erhält  man  mehrere  Differentialgleichungen  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung,  deren  jede  nur  eine  abhängige  Variable  enthält. 

^)  Vgl.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra,  Bd.  2.  2.  Aufl.,  §41,  42. 

*)  Dies  ist,  wie  in  Thomson  und  Tait,  Natural  philosophy,  bemerkt 
ist,  Yon  Lagrange  und  Laplace  übersehen  worden;  vgl.  Lord  Bayleigh, 
Theory  of  sound,  2^^  edition,  vol.  1,  p.  109. 
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Berechnung  bestimmter  Integrale. 
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;«  da 
V«' 

0  ' 

oder  durch  die  Substitution  a  =  ß^,  da  =  2  ßdß: 


u  =   f-" 


u 


=  2Je-^fi'dß=Yl   (§12). 

0 

Durch  DifEerentiation  von  (1)  findet  man: 

00 

-.r—  =  —  I  e~*"  Vasinaxda, 
dx  J 


(2) 


0 


dv 
d 


00 

-  =        I  er-^"  yacos« 


xda. 


Andererseits  erhält  man  aber  durch  Differentiation  nach  a: 


d 


da^         '  ^ 

=  —  fce-***  y«  cos  ax  —  xer-^"  y«  sin  ax  + 


e^*«co8«a; 


da 


2y« 


(e-*«ya  sinaa;) 


=  —  ke"^"  yäsina^c  -|-  xe^^"  yacosaa?  + 


er-^^  sinaa? 


2y^ 


und  wenn  man  diese  Formeln  nach  a  zwischen  den  Greiizen  0 
und  00  integriert,  so  verschwinden  die  linken  Seiten  und  es  er- 
gibt sich  nach  (1)  und  (2):  . 

dv    ^^     du  j^  1 

dx^  ^dx  "^  2 
(3) 


—  k^-\-   x^-\-irU  =  0 


.    T  du    .       dv    .    l  ^ 


M,   V^ 


V, 


u. 


Wenn  man  nochmals  nach  x  differentiiert,  so  erhält  man 
hieraus  vier  Gleichungen,  aus  denen  man  i;,  dv/dx  und  d^v/dx^ 
eliminieren  kann,  und  man  wird  auf  eine  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  für  u  geführt.  Es  ist  aber  besser, 
die  beiden  Gleichungen  (3)  direkt,  ohne  diese  Eliminatioa,  auf- 
zulösen. 

Zur  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  hat  man  noch 
die  beiden  Bedingungen 


OC^  ~~—  K^ 


k,      X, 
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(4)  für    n?  =  0    ist    u  =Vp    ^  =  0. 

Wenn  man  die  Gleichungen  (3),  so  wie  es  in  den  Formeln 
angedeutet  ist,  mit  w,  v  und  dann  mit  — v^  u  multipliziert  und 
jedesmal  addiert,  so  folgt: 

n  /  du         dv\   ,      /   du  ,      dv\  ,   \  ,  ^  ,     ^. 
^      T  f    du  ,      dv\         (du        dv\ 

und  wenn  man  hier  mit  ^,  Iz  multipliziert  und  addiert: 

Nun  ist  aber 

1{udu  -\-  vdv)  ==  d(tia  4.  i;a), 
und  es  ergibt  sich  also: 

d  log {u^  +  v^)  _     —X dlogVfcg  -|-  x'^ 

dx  Ä;2  -|-  a:2  dx 

Dies  läßt  sich  nun  unmittelbar  integrieren  und  führt,  mit  Bück- 
sicht auf  die  Bedingungen  (4),  zu  dem  Resultate 

(6)  ti2  +  t;a  =    ^      ^         . 

Wenn  wir  zweitens  die  Gleichungen  (5)  mit  — Ä  und  x  multi- 
plizieren und  wieder  addieren,  so  ergibt  sich: 

und  dies  kann  man  leicht  auf  die  Form  bringen : 

jt;  ^x 

d-  ,       dy 

u  \  K 


1  +  iÜ      2         f^' 

und  durch  Integration  mit  Rücksicht  auf  (4): 

.    v         1         .    X 
arctg-  =  ^arctgp 

wenn  der   Bogen  arc  tg  beiderseits  zwischen  —  —%  und  -f-  75-  ^r 
genommen  wird.     Setzen  wir 
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(7)  arctg|  =  if', 

80  folgt  hieraus: 

und  mit  Rücksicht  auf  (6): 

u  =    ..     ^  cos  -1^, 

V  =  ^.,     '  sin  - 1/^. 

Damit  sind  die  Werte  der  Integrale  (1)  bestimmt.  Macht  man 
darin  noch  die  Substitution  «  =  /J2,  so  kann  man  die  Integrations- 
grenzen für  ß  auch  von  —  00  bis  -f-  qo  ausdehnen  und  erhält: 

+  00. 


+ 

1 


—  00 

+    00  __ 

e-*/^  Äniß^x)dß  =        V^        sin  J^, 


I 


00 


was  sich  mit  Benutzung  der  imaginären  Einheit  i  auch  in  die 
eine  Formel  zusammenfassen  läßt: 


+   00 

ixfj 


—  00 


Hierin  kann  man  nach  dem  Satze  §  9  die  positive  Größe  Tc  in  Null 
übergehen  lassen.  Dann  nähert  sich  if  bei  positivem  x  der  Grenze 
i/a  jr,  und  man  erhält  aus  (9),  wenn  man  n?  =  1  annimmt, 

-   +  00 

(10)  je^i».d^=  |/|(14.i)^ 

00 

oder  in  reeller  Form 

+  00  +00  . 

(1 1)  j  cos  {ß*)dß  =  j  sin  (/3^)  d^  =  |/| . 


00  —  00 
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§64. 
Zweites  Beispiel. 

Wir  leiten  nach  dieser  Methode  noch  ein  anderes  bestimmtes 
Integral  her.    Es  sei 

(1)  o  =  I  er^coBaxda^ 
woraus  durch  Differentiation: 

+    00 

(2)  'h~  ^ —  I  ^^"*«8Üi«^^«- 

00 

Andererseits  erhält  man  durch  Differentiation  nach  a: 

de-«*sinaa;  =  — 2e~"*asinaa;d«  +  xer-"^  cos  aocda^ 

woraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  4"  oo 
nach  (1)  und  (2): 

(3)  2^  +  a:c  =  0, 
und  durch  Integration 


— - «« 


(4)  (oz=  Ce    * 

worin  C  von  x  unabhängig  ist.    Es  ist  aber  für  x  =  0 


+  « 


=  [  c— *da  =  V^       [§  12,  (3)], 


00 


und  mithin  ergibt  sich: 

•{■    00 


(^)  er-''^ cos ccxdcc  =  ^e    *  *  . 


00 


Substituiert  man  a'^p  für  a  und  setzt  q  =  x^P^  worin  dann 
p  ein  positiver,  q  ein  beliebiger  Parameter  ist,  so  folgt  die  etwas 
allgemeinere  Formel: 

-f.    00  

(6)  I  er-P''^ cos qocdcc  =  1/-  e""*5 


00 


oder  auch,  indem  man  das  Integral  in  zwei  gleiche  Teile  zerlegt, 
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(7)  1  6-P«*  cos  gada  =  -  1/-  e"*p, 

0 

Diese  Resultate  können  auch  aus  §  15  abgeleitet  werden. 

§65. 
Nicht  homogene  lineare  Differentialgleichungen. 

Die  Integration  der  nicht  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen läßt  sich  nach  einem  Verfahren  von  Lagrange  auf 
die  Integration  einer  homogenen  Differentialgleichung  und  auf 
Quadraturen  zurückführen. 

Wir  nehmen  ao  =  1  an,  so  daß  die  gegebene  Gleichung 

oder  in  abgekürzter  Form  geschrieben 

(2)  D{y)  =  x 

lautet,  worin  Oj,  . . .,  a,.,  X  gegebene  Funktionen  von  x  sind. 
Wir  wollen  annehmen,  daß  die  homogene  Gleichung 

(3)  D{v)  =  0 

YoUständig  integriert  sei,   daß  also  n  yoneinander  unabhängige 
Lösungen  v-^^  v^^  . . .,  Vn  der  Gleichung  (3)  gefunden  seien. 

Wir  lassen  nun  Ui,  u^t  •••)  ^n  ein  noch  zu  bestimmendes 
System  von  Funktionen  von  x  bedeuten  und  setzen 


n 


(4)  y  =  u^v^  +  Uat^a  + 1-  UnVn  =  ^  Wkt^*, 

und  wollen  nun  die  Funktionen  ujc  so  bestimmen,  daß  die  Diffe- 
rentialgleichung (1)  durch  (4)  befriedigt  wird. 

Wenn  wir  den  Ausdruck  (4)  nach  x  differentiieren ,  so  er- 
halten wir  zwei  ähnliche  Summen,  von  denen  wir  die  eine  jedoch 
gleich  Null  setzen,  wodurch  eine  Bedingungsgleichung  für  die  u 
gegeben  ist.  Wir  setzen  dann  die  Differentiation  fort  und  ver- 
fahren jedesmal  ebenso,  ausgenommen  bei  der  letzten,  nten  Diffe- 
rentiation. 

Bezeichnen  wir  die  successiven  Differentialquotienten  irgend 
einer  Funktion  u  zur  Abkürzung  mit  u\  w",  . . .,  w(*\  . . .,  so  bilden 
wir  also  das  folgende  System  von  Gleichungen: 


y 

=  2;%t;fc 

y' 

=  -^WkVi 

y" 

•         • 

—  2:ui,v'i 
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(5  a)       y         =^uicVk  ^^y^      2:t;i«fc  =  0 

Wenn    wir    die    Gleichungen    (5  a)    der    Beihe    nach    mit 
a„,  a»— 1,  ...,  CTi,  1  multiplizieren  und  addieren,  so  folgt: 

und  da  nach  Voraussetzung  D  (v^)  =  0  ist,  so  ist  die  Gleichung  (1) 
befriedigt,  wenn  die  Funktionen  Wk  aus  den  Gleichungen  (5b) 
bestimmt  werden.  Diese  sind  aber  für  die  Unbekannten  duje/dx 
linear,  und  ihre  Determinante  ist  von  Null  verschieden i).  Sind 
dann  die  Differentialquotienten  dujc/dx  gefunden,  so  erhält  man 
die  Funktionen  Uk  selbst  durch  je  eine  Quadratur,  die  noch  eine 
additive  Konstante  mit  sich  bringt,  und  der  allgemeine  Ausdruck 
für  y  erhält  die  Form 

(6)  y  =  IJUjcVk  +  ^1^1   +  ^2^2  H h  <^nVn' 

Nehmen   wir  z.  B.   w  =  2   und   die   vorgelegte   Differential- 
gleichung in  der  Form 

(7)  p^ap-  +  by=.X, 

^  ^  dx^    '       rf;r    '       ^  ' 

so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  (5  b): 

.  ViU'i  4-  i;aui  =  0, 

*  v'iu'i  +  V2U2  =  X, 

und  daraus  durch  Auflösung,  wenn  wir 

(9)  ViV'i  —  V.2V[  =  J 

setzen : 

(10)  z/  m1  =  —  Va  X,    z/  wi  =  Vi  X. 

^  ist  jedenfaUs  von  Null  verschieden,  denn  sonst  würde  sich 
gegen  unsere  Annahme  aus  (9)  ein  konstantes  Verhältnis  Vj  :  V2 
ergeben,  und  man  erhält  also  aus  (10): 

(11)  t*,  =  J J ,        „,=J-L__. 

Danach  läßt  sich  die  Endformel  in  folgender  Gestalt  dar- 
stellen : 


0  V'gl.  §  58,  Anmerkung. 
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Wir  bezeichnen  die  Integrationsvariable  in  (11)  durch  den 
Buchstaben  |,  müssen  dann  aber  bei  jeder  Funktion  in  der  Be- 
zeichnung ausdrücken,  ob  das  Argument  x  oder  £  zu  nehmen  ist. 

Wenn  wir  dann  unter  c,  Ci,  c^  willkürliche  Konstanten  ver- 
stehen, so  ergibt  sich  aus  (11)  und  (6)  das  allgemeine  Integral 
der  Differentialgleichung  (7): 

X 

(12)  y  =1  X(|)K(|)t;,(a;)-t;,(S)«;i(a;)]  Jl +cit;i(x)-f c,t;,(a;); 

C 

nur  scheinbar  kommen  hier  drei  willkürliche  Konstanten  vor, 
denn  eine  Änderung  von  c  bedingt  nur  eine  Änderung  von  c^ 
und  c^^  und  wir  verlieren  also  nichts  an  Allgemeinheit,  wenn  wir 
für  c  irgend  einen  speziellen  Wert  setzen. 

Die  Funktion  J  läßt  sich  aus  den  Koeffizienten  der  Diffe- 
rentialgleichung durch  eine  Quadratur  finden.  Es  ist  nämlich 
nach  der  Definition  von  i^i,  v^ 

Vi  4-  av[  +  bVi  =  0, 

v'i  -(-  aVi  -|-  ^^2  =  0, 
und  daraus: 

V1V2  —  Vc^Vi  -f-  a(viV2  —  v^v'i)  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist, 

dz/ 

-r-  =  —  a^' 
dx 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Integration,  da  a  eine  gegebene 
Funktion  von  x  ist, 

(13)  J  =  Ce-^''^ 

worin  die  Konstante  C  (oder  die  untere  Grenze  in  dem  Integral) 
von  der  Wahl  der  partikularen  Integrale  Vj,  v^  abhängt. 

§66. 
Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Bei  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen 
handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  einer  Funktion  von  mehreren 
unabhängigen  Variablen  aus  einer  Gleichung,  die  die  partiellen 
Ableitungen  dieser  Funktion  nach  den  Variablen  enthält. 

Pf  äff  und  Jacobi  haben  die  Integration  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  mit  einer  unbekannten  Funktion 
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aUgemein  auf  die  Integration  eines  Systems  Ton  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zurückgeführt. 

Wir  wollen  hier  nur  eine  spezielle  Art  dieser  Gleichungen 
etwas  näher  betrachten,  die  man,  wenn  auch  in  einem  etwas 
anderen  Sinne  wie  bisher,  als  linear  bezeichnet. 

Es  seien  x^  x^^  Xg,  . . .,  Xn  ein  System  von  n  -[-  1  Variablen 
und  X,  Xi,  Xj,  ...,  X„  gegebene  Funktionen  dieser  Variablen. 

Es  soll  eine  der  Variablen,  etwa  x^  als  Funktion  der  übrigen 
j?i,  a^a,  ...  Xn  so  bestimmt  werden,  daß  die  Gleichung 

befriedigt  ist.  Diese  Gleichung  ist  zwar  in  bezug  auf  die  Diffe- 
rentialquotienten von  X  linear,  nicht  aber  in  bezug  auf  die 
Funktion  x  selbst,  die  in  beliebiger  Weise  in  den  X  vorkommen 
kann.  Wir  haben  hier  also  nicht  mehr  die  Sätze,  die  bei  den 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen  so  nützlich  sind,  daß 
man  eine  Lösung  mit  einem  willkürlichen  konstanten  Faktor 
multiplizieren  kann,  ohne  daß  sie  aufhört,  eine  Lösung  zu  sein, 
und  daß  die  Summe  zweier  partikularer  Lösungen  wieder  eine 
LösuQg  ist. 

Wir  nehmen  eine  Integralgleichung  von  (1)  an,  die  eine 
willkürliche  Konstante  c  enthält,  und  denken  uns  diese  Integral- 
gleichung in  die  Form  gesetzt 

(2^  Q^  \X^  a?!,  x^^  . . .,  Xf^)  =  c, 

so  daß  die  Konstante  c  m  Q>  nicht  mehr  vorkommt. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  (2)  nach  x  würde  sich  x 
als  Funktion  der  Variablen  x-^^  x^^  ...  Xn  und  der  Konstanten  c 
ergeben.  Wenn  wir  nun  (2)  in  bezug  auf  eine  der  Variablen 
^1,  ...,  Xn  differentiieren,  so  folgt: 

^^^  dx  dxT,'^  dxT,  —  "^' 

und  danach  geht  die  Gleichung  (1)  über  in  folgende: 

Diese  Gleichung  muß  erfüllt  sein,  wenn  (2)  eine  Integral- 
gleichung von  (1)  ist;  sie  muß  zunächst  nur  unter  Zuziehung 
von  (2)  identisch  in  bezug  auf  c,  rrj,  iCg?  •••  ^n  befriedigt  sein. 
Da  aber  c  eine  wilkürliche  Konstante  ist,  die  in  (4)  nicht  vor- 
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kommt,  so  muß  die  Funktion  O  der  Gleichung  (4)  identisch 
in  bezug  auf  x^  Xi^  x^y  ...  Xn  genügen,  und  es  ist  also  O  eine 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (4),  die  nun  in  bezug 
auf  O  wirklich  linear  ist,  dafür  aber  eine  unabhängige  Variable 
mehr  enthält  als  die  Gleichung  (1). 

Hat  man  irgend  eine  Lösung  O  der  Gleichung  (4),  in  der 
die  Variable  x  vorkommt,  so  gibt  uns  auch  umgekehrt  die 
Gleichung  (2)  eine  Lösung  von  (1). 

§67. 

Zurückführung  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

Wir  betrachten  nun  mit  Jacobi  das  System  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen: 

.-.  dxi  Xj     dx2  Xq  dXn  X„ 

was  sich  auch  symmetrischer  so  darstellen  läßt: 
(2)  dx  :  dxi :  •  •  • :  dXn  =  X  :  X,  :  •  •  • :  X„. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  wir  dieses  System  vollständig 
integriert  haben,  d.  h.,  daß  wir  daraus  x^^  x^^  ...,  Xn  als  Funk- 
tionen der  unabhängigen  Variablen  x  und  von  n  willkürlichen 
Konstanten  Ci,  c^,  ...  c„  bestimmt  haben. 

Wir  nehmen  femer  an,  daß  die  Lösung  in  der  Form  dar- 
gestellt sei: 

/ 1  \*^i  «^l»  ^2?  •  •  •>  '^n)  =  <^U 
/g\  /  2  (^1  ^11  ^aj  •  •  M  ^n)  =  ^2» 

/  n  \p^y  ^n  X^y  . .  .,  Xn)  ^=  C«, 

worin  /i,  /"j,  ...  /"„  bekannte  Funktionen  der  Variablen  sind,  und 
Ci,  Cs,  ...  Cny  die  willkürlichen  Konstanten,  die  in  den  Funktionen  / 
nicht  vorkommen  sollen.  Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (3) 
erhält  man  dann  x^^  x^^  . . .,  Xn  als  Funktionen  von  x^  c^,  Cg,  . . .,  Cn* 

Solche  Gleichungen,  die  wie  (3)  eine  Konstante  auf  der 
einen  Seite  abgesondert  enthalten,  die  auf  der  anderen  Seite 
nicht  vorkommt,  nennt  Jacobi  speziell  Integrale,  zum  Unter- 
schiede von  Integralgleichungen,  worunter  er  irgend  eine 
Gleichung  zwischen  den  Variablen  und  Konstanten  versteht,  die 
durch  die  Lösungen  der  Differentialgleichungen  befriedigt  ist. 

Wenn  wir  nun  eine  der  Gleichungen  (3)  differentiieren,  so 
ergibt  sich: 
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und  folglich  nach  (1)  oder  (2): 

Diese  Gleichung  müßte  zunächst  wiederum  mit  Hilfe  der 
Gleichungen  (3)  befriedigt  sein.  Da  aber  die  Konstanten 
Ci,  Cs,  ...  Cn  in  (4)  nicht  vorkommen,  so  muß  (4)  identisch  be- 
friedigt sein,  und  man  schließt  also,  daß  die  Funktionen 
fi'i  fii  •••  fn  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung 
§  66,  (4)  sind. 

Ist  aber  andererseits  0  (x^  Xi,  x^^  •--  Xn)  eine  Funktion  der 
Variablen  a:,  x-^,  ...  ^„,  so  denken  wir  uns  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen (3)  die  ^1,  iPg,...  Xn  eliminiert,  wodurch  sich  ergeben  mag: 

(P  [X^   Xi^  5/2,  .  • .,  Xn)  =  II  (X,  Ci,  ^2,  . . .,  CtiJ, 

wenn  77  ein  Funktionszeichen  bedeutet.  Setzen  wir  hierin  für 
Ci,  Cj,  . . .,  Cn  wieder  die  Funktionen  /i,  ^,  ...,/**  ein,  so  ergibt  sich 
die  Identität: 

(5)  o  =  n{x,f,,u..,fn), 

und  hieraus  durch  Differentiation: 

80^  977       ^877  9^ 

dx  ~  dx  ^      dfic  dx 

do^  a778A 

dx^  dfic  dx^ 

dXn  dfic    dXn 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
X,  Xi,  ...  Xn  und  addieren,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (4): 

(6)  X^  +  X,^^-\ ^  Xn|^  =  Xp. 

^  ^  dx    ^         öXi  '  dXn  dx 

Nehmen  wir  X  von  Null  verschieden  an,  so  ergibt  sich,  daß 
die  Differentialgleichung  §  66,  (4)  nur  dann  befriedigt  ist,  wenn 

dx       ' 

also  77  Ton  x  unabhängig  ist.  Damit  sind  wir  dann  zu  folgendem 
Satze  gelangt: 
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Die  allgemeinste  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(')  ^T.+^'W,  +  -  +  ^'W.  =  ^ 

ist 

(8)  o  =  n{f^,u...,u\ 

wenn   77   eine   willkürliche  Funktion   von  /"i,  /"a, 

•  •  «1  /  n   1 S  t. 

Die  Annahme,  die  wir  hier  gemacht  haben,  daß  X  von  Null 
verschieden  sei,  ist  aber  unwesentlich,  da  es  keinen  Sinn  haben 
würde,  alle  X,  X^,  ...  X„  gleich  Null  anzunehmen,  und  da  weder 
in  der  Differentialgleichung  (7)  noch  in  dem  Systeme  (2)  die 
Variable  x  irgendwie  vor  den  anderen  rci,  rCg, . . .,  a;„  ausgezeichnet  ist. 

Hiemach  sind  die  Aufgaben,  die  allgemeine  Lösung  der 
partiellen  Differentialgleichung  §  66,  (1)  zu  finden,  und  das 
System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  (2)  zu  integrieren, 
wesentlich  dieselben.  Freilich  aber  ist  auch  hier  hervorzuheben, 
daß,  wenn  auch  diese  allgemeine  Integration  gelungen  ist,  in 
physikalischen  Anwendungen  die  Hauptschwierigkeit,  nämlich  die 
Bestimmung  der  willkürlichen  Funktion,  häufig  erst  be- 
ginnt. Darüber  läßt  six;h  nichts  Allgemeines  sagen.  Wir  werden 
später  bei  Beispielen  genaueren  Einblick  in  den  Sachverhalt  ge- 
winnen. 

§68.     • 

Lineare  partielle  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung. 

Die  nächst  einfache  Art  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen sind  die  von  der  zweiten  Ordnung,  auf  die  viele 
physikalische  Fragen  führen,  in  denen  die  Zeit  und  die  räum- 
lichen Koordinaten  die  unabhängigen  Variablen  sind.  Die  all- 
gemeine Form  einer  solchen  Gleichung  ist  bei  zwei  unabhängigen 
Variablen  x  und  t 

,-.       ,a2M    ,         d^u     ,      d^u   ,      du    ,      du    , 

(^)     ^8^  +  ^8^^  +  ^^  +  ^a^  +  ^aF  +  "^  =  ^' 

und  besonders  wichtig  ist  der  Fall,   daß  sie  homogen  sind,  daß 
also  s  =  0  ist. 
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Man  unterscheidet  solche  Gleichungen  yon  elliptischem,  para- 
bolischem oder  hyperbolischem  Typus,  je  nachdem  4=  In  —  m^ 
positiv,  Null  oder  negativ  ist. 

Sind  die  Koeffizienten  J,  w,  ^?,i),  g,  r  konstante  Größen, 
so  ist  es  leicht,  partikulare  Lösungen  der  homogenen  Gleichung 

/ox     7^*«*    I         82t*      ,      d^u    .      du    .      du    .  . 

('^     ^8^  +  ^8Fai  +  ^8i^+^8^  +  «W  +  ^^  =  ^ 

zu  finden.    Wir  setzen,  analog  dem  Verfahren  in  §  59,  in  diesem 

Falle 

w  =  ef'  +  ß*, 

wo  a,ß  Konstanten  sind.    Dann  ist 

du  du        a 

Folglich  gibt  die  Gleichung  (2): 

M  { ?a2  _|_  f^ccß  -\-  n/32  j^  p^  -{-  qß  ^  r]  =  0. 

Hier  haben  wir  die  Klammergröße  =  0  zu  setzen.  Dadurch  er- 
gibt sich  eine  quadratische  Gleichung  in  a  und  ß.  Wir  können 
also  die  eine  der  beiden  Größen,  etwa  /3,  beliebig  wählen,  und 
erhalten  zu  jedem  Werte  von  ß  aus  der  Gleichung  zwei  be- 
stimmte zugehörige  Werte  von  a.  Es  gibt  also  eine  unendliche 
Menge  zusammengehöriger  Werte  von  a  und  /3,  die  der  Be- 
dingungsgleichung 

(3)  ?a2  _)_  ^ccß  -\-  nß^  -{-  pa  -{-  qß  -\-  r  =  0 

genügen,  und  folglich  haben  wir  auch  unendlich  viele  partikulare 
Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung. 

Hierin  liegt  ein  wesentlicher  Unterschied  der  partiellen  und 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  da  die  letzteren  nur 
eine  endliche  Anzahl  unabhängiger  partikularer  Integrale  besitzen. 

Sind  ?7i,  C/a,  üs,  ...  partikulare  Lösungen  der  homogenen 
linearen  partiellen  Differentialgleichung,  so  kann  man  jede  mit 
einer  willkürlichen  Konstanten  multiplizieren  und  erhält  durch 
Addition  der  Produkte  wieder  eine  Lösung  der  homogenen  Glei- 
chung (2),  auch  in  dem  Falle,  wo  /,  m,  w,  jp,  g,  r  nicht  konstant, 
sondern  Funktionen  der  unabhängigen  Variablen  x^  t  sind.  Auf  diese 
Weise  setzt  sich  aus  den  uneudlich  vielen  partikularen  Lösungen 
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eine  allgemeinere  Lösung  zusammen,  die  demnach  unendlich  viele 
willkürliche  konstante  Größen  enthält. 

Die  Auffindung  der  partikularen  Lösungen  dieser  Gleichungen 
ist  hiernach,  wenigstens  bei  konstanten  Koeffizienten  Z,  tn,  ..., 
mit  gar  keiner  Schwierigkeit  verknüpft  Man  kann  also  auch 
allgemeine  Lösungen  leicht  herstellea  Mit  solchen  allgemeinen 
Lösungen,  in  denen  die  Eonstanten  willkürliche  Werte  haben, 
ist  aber  so  gut  wie  nichts  gewonnen.  Vielmehr  liegt  bei  den 
Aufgaben,  die  auf  partielle  Differentialgleichungen  führen,  der 
wichtigste  Punkt  der  Frage  darin,  die  Eonstanten  so  zu  be- 
stimmen, daß  gewisse  Nebenbedingungen  erfüllt  werden,  die 
durch  die  physikalischen  Voraussetzungen  des  gerade  vorliegenden 
Problems  gegeben  sind,  und  für  die  man  fast  in  jedem  einzelnen 
Falle  besondere  Wege  einzuschlagen  hat. 
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Besselsche  Funktionen. 


§69. 
Entwickelung  von  cos"»  in  eine  Fouriersche  Reihe. 

Wir  haben  im  vierten  Abschnitt  gesehen,  daß  sich  eine 
periodische  Funktion  einer  Variablen  nach  sinus  und  cosinus  der 
Vielfachen  eines  Winkels  entwickeln  läßt.  Insbesondere  gehören 
hierher  die  rationalen  Funktionen  von  sinus  und  cosinus  selbst, 
und  besonders  also  die  Potenzen  dieser  Funktionen. 

Eine  hierher  gehörige  Aufgabe,  die  zahlreiche  Anwendungen 
gestattet,  und  die  wir  daher  hier  eingehender  betrachten,  ist  die, 
die  Funktion  cos**©  für  irgend  einen  positiven  ganzzahligen  Ex- 
ponenten n  in  eine  nach  cosinus  der  Vielfachen  von  co  fort- 
schreitende Reihe  zu  entwickeln.  Wir  erhalten  in  diesem  Falle 
eine  endliche  Reihe.  Am  einfachsten  gelangt  man  zu  diesem 
Ausdrucke  durch  Benutzung  des  binomischen  Lehrsatzes.  Um 
die  Formeln  übersichtlich  darzustellen,  setzen  wir  zur  Abkürzung 

(1)  JT(n)=  1.2.5  ...  n  =  nl,       77(0)  =  1 

und  wenden  dann  den  binomischen  Lehrsatz  in  der  bekannten 
Form  an 


(2)  (a  +  6)»  =  2  ii(.)yg-,)  «'  *-'• 

Nun  ist  bekanntlich 

(3)  2  cos  0}  =  e*""  +  e-»*^, 

und  wenn   wir   daher  in  (2)  a  =  e«%  6  =  g-»«  setzen,   so  er- 
gibt sich: 

(4)  2'»  cos»»  0}  =  V  ^,  .^^^/^ r  c(2  ^-«) » ^, 
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Wenn  man  in  dieser  Reihe  je  zwei  Glieder  zusammenfaßt, 
die  gleich  weit  vom  Anfang  und  vom  Ende  abstehen,  so  erhält 
man: 

^^^  n(y)n{n  —  vy^  +^  ^ 

=  n/  \  TTi     rCos(2v  — n)(ö, 

n(y)  n(n  —  ^) 

und  im  Falle  eines  geraden  n  bleibt  dann  noch  ein   einzelnes 
dem  Wert  v  =  \n  entsprechendes  Glied  übrig. 
Wenn  wir  also 

(6)  2**~"^  cos**  CO  =  —  60  -j-  61  cos  Gj  -f-  ia  cos  2  co  -|-  •  •  •  -f-  6»  cos  n  « 
setzen,  so  ist  nach  §  35,  III: 

71 

2**  f 

(7)  6^  =  -^    cos**  CO  cos  mco  dco, 

0 
und   die   Vergleichung  mit  (5)  ergibt,   daß   bei  geradem   n  nur 
die  geraden,  bei  ungeradem  n  nur  die  ungeraden  Glieder  in  (6) 
von  Null  verschieden  sind,  und  daß,  wenn  n  —  m  gerade  ist, 

^,  ^  njn) 

(8)  -        „(r;^^  jj/n±m^^ 
Wir  können  also  den  Satz  aussprechen:    Es  ist 

(9)  I  cos**  CO  cos  mco  d CO  =  0, 

0 

wenn  n  —  m  ungerade  oder  negativ  ist  und 

_  7t  n{n) 

wenn  n  —  m  gerade  und  positiv  oder  Null  ist. 

§70. 

Die  Entwickelung  von  e^^cosw  j^  eine  trigonometrische 

Reihe. 

Das  zuletzt  gefundene  Resultat  kann  dazu  verwendet  werden, 
eine  Funktion ,   die   durch   eine   nach   Potenzen   von   cos  o  f ort- 

11* 
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schreitende  Reihe  dargestellt  ist,  in  eine  trigonometrische  Reihe 
zu  yerwandeln.    Es  sei 


(1)  /"(coscö)  =  ^  an  cos"  o 

eine  konvei^ente  Potenzreihe,  und  es  sollen  in 

1 
2 


(2)      /*(C0S  (O)  =  j-  Cq  -\-  Ci  cos  W  +  «2  cos  2  (D  -f-  C3  cos  3  CO  4" 


die  Koeffizienten 

(3)  Cm  =  —  I  /"(cos  cd)  cos mcD  (JCD 

0 

bestimmt  werden.    Setzen  wir  für  /(coso)  die  Reihe  (1)  ein,  so 
ergibt  sich: 


cos  mc9  cos"  G}  d  CD 


" 


2  f 


COSfnCD  COS*^  CD  d  ID. 


Durch  die  zweite  von  diesen  Formeln  ist  c«  durch  eine  un- 
endliche Reihe  ausgedrückt,  in  der  nach  §  70  (9)  alle  Glieder 
verschwinden,  in  denen  n  <  w  oder  n  —  m  ungerade  ist.  Setzen 
wir  also  n  =  w  -|-  2r,  so  durchläuft  v  alle  Werte  0,  1,  2,  ..., 
und  wir  erhalten,  wenn  wir  aus  §  70  (9)  den  Wert 


7t 


cos(mcD)cos«+2i'cdc  =  ^      ' p^ 

0 
einsetzen : 


00 


(4)  t..  =  2  2 


am  +  2i>      n{m  +  2y) 
y^o  ^"*'^^*  ^W  ^(^  +  ^) 


Wir  wollen  dies  auf  den  Fall 

/"(cos  cd)  =  e**  «'OS "» 
anwenden,  worin  o;  eine  Variable  sein  soll.    In  diesem  Falle  ist 
nach  der  bekannten  Reihenentwickelung  für  die  Exponentialreihe 

und  es  ergibt  sich  aus  (4): 

^  (- 1)*  (I) 

(5)  c«  =  2t"'^  ^^^ 


V 


^^n{v)n(fn-\-v) 
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§71. 
Die  Besselschen  Funktionen. 

Unter  dem  Namen  Besselsche  Funktionen  führen  wir 
eine  unbegrenzte  Reihe  von*  Funktionen  ein ,  die  wir  durch  die 
unendlichen  Reihen 


^  (-  1)'  (IJ 


(1)  M^)=^^jj^^^^jj\^'_^,y     «  =  0,1,2,... 

definieren,  so  daß  also  in  der  Formel  (5)  des  yorigen  Paragraphen 

(2)  Cn,  =  2i-'J„,{x) 

wird.    Die   Reihen  für  Jn(x)  lassen  sich  in  ausführlicher  Form 
auch  so  darstellen: 

(3)  Jn  ix)  = 


X^ 


x^  ,  x^ 


+ 


2.2w-f2^    2.4.2W  +  2.2w  4- 4 


2.4  ...  2n  1 
und  beispielsweise 

(4)  J,(x)  =  l-^+        ^^ 


2.2    '    2.4.2.4 
wofür  wir  auch  J{x)  setzen,  und 

(5)  J,(^)=|_,_4i_+  ^' 


2         2.2.4    '    2.2.4.4.6 

Diese  Reihen  sind,  wie  der  Vergleich  mit  den  bekannten 
Potenzreihen  für  e^,  sinrc,  cosic...  lehrt,  für  alle  reellen  und 
komplexen  Werte  yon  x  konvergent,  und  zwar  um  so  besser, 
je  größer  der  Index  n  ist.  Sie  definieren  also  analytische  Funk- 
tionen der  komplexen  Variablen  x. 

Aus  (2)  erhält  man  einen  Ausdruck  für  die  Besselschen 
Funktionen  durch  bestimmte  Integrale,  den  wir  jetzt  noch  ab- 
leiten wollen.    Es  ist  nämlich  mit  Rücksicht  auf  (2)  und  §  70  (3) 

'X  COB (tf 


W 


COS  n(od(o  =  t"  Jn  (^). 

0 

Wenn  man  hierin 

2  cos  w  CO  =  e»«"'  -f-  e-*'«"' 
setzt,  80  folgt: 
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und  folglich  nach  der  Definition  yon  J»  die  erste  Rekursions- 
formel 

(4)  ■—  Jn  {X)  =  e/n-i  (a;)  -f-  t/n  +  1  (^)» 

eine  Formel,  die  für  jedes  positive  n  gilt,  aber  für  n  =  0  nach 
unseren  bisherigen  Definitionen  nicht  mehr  anwendbar  ist,  es  sei 
denn,  daß  man  e/Li  =  — Jj  setzen  wollte. 

Wenn  wir  femer  (3)  von  (1)  subtrahieren,  so  findet  man 
ebenso: 

(/p\n  +  2i'— 1 

"— '~''"+'~V2;     n(«-i)"r_^_ ji(«)  i7(«  + ..) — 

/p  V  tl  +  2»  — 1 


JT(v)  JT(»  +  V) 
Andererseits  ist  aber  nach  §  71  (1) 


rf^        2  ;;^  n{v)  n(n  4-  v) 

und  es  ergibt  sich  die  zweite  Rekursionsformel: 
(5)  2^  =  J,_^-J„^,, 

Auch  diese  Formel  ist  für  w  =  0  nicht  mehr  ohne  weiteres 
anwendbar.  Man  findet  aber  durch  Differentiation  der  Reihe 
§  71  (4),  (5)  unmittelbar 

(«)  S  =  -  «^^  (-)' 

und  auch  diese  Formel  ist  in  (5)  enthalten,  wenn  man  J—i  =  —  Ji 
setzt 

Nun  können  wir  durch  einfache  Elimination  eine  lineare 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ableiten,  der  die  Funktion 
Jn  genügt 

Wenn  wir  in  (4)  und  (5)  n  in  n  —  1  verwandeln,  so  folgt: 

(7)  ^^"~^^  Jn-l  =  Jn-.  +  J«, 

X 
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und  wh:  haben  so  vier  Gleichungen,  aus  denen  Jn-21  «^n-i»  e/n  +  i 
zu  eliminieren  sind.  Wenn  wir  (4)  und  (5)  addieren,  dagegen  (7) 
und  (8)  subtrahieren,  so  sind  bereits  «7n  +  i  und  «7„-2  eliminiert, 
und  es  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen: 

and 

nn\  dJ«-i  _  n  —  1  , 

(^•^^  -dT  -—r-  ''-^  ~  ''-' 

wofür  man  mit  Benutzung  von  (9)  auch  setzen  kann: 

ferner  durch  Differentiation  von  (9): 

und  wenn  man  dies  in  (11)  einsetzt,  so  folgt  die  gesuchte 
Differentialgleichung 

Diese  Gleichung  gilt  auch  noch  für  w  =  0,  wo  sie  die  Form 
annimmt 

Der  Differentialgleichung  (12)  läßt  sich  eine  für  manche 
Zwecke  geeignetere  Form  geben,  die  man  leicht  durch  Differen- 
tiation bestätigt: 

und  für  n  =  0  -» 

Ähnlich  läßt  sich  (9)  in  folgende  Form  setzen: 

/,^N                              dx:^Jn(x)  ,       .V 

(^^)  d^  =  ''"^~-^('')' 

und  wenn  man  in  (10)  n  durch  n  -\-  \  ersetzt, 
^^^^  d^  ^  ~  ^— J„  +  i(x), 
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von  denen  (17)  auch  noch  für  n  =  0  gilt,  (16)  aber  wieder  nur 
unter  der  Voraussetzung,  daß  J—x  =  —  J^  gesetzt  wird. 

§73. 

Integralformeln  für  die  Besselschen  Funktionen. 

Eiine  Reihe  wichtiger  Theoreme  über  die  Besselschen 
Funktionen  ergibt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung.  Wenn 
u  und  V  Lösungen  der  beiden  Differentialgleichungen 

sind,  worin  qp  und  ^  irgend  welche  Funktionen  von  x  sein  können, 
so  erhält  man,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  v  und  u  multi- 
pliziert und  subtrahiert: 

und  wenn  man  die  Identität 

d^u  d^v         d    /    du  dv 

V    -r-rr  —  U 


d    /    du  dv\ 

dx  \    dx  dx) 


dx^  dx^ 

benutzt,  so  erhält  man  das  folgende  Theorem: 

Sind    u    und    v    Lösungen    der    Differential- 
gleichungen (1),  so  ist 

I.  V  -i t*  -j—  =  I  (^  —  w)  uvdx  -\-  const 

dx  dx       j  ^  ^\  • 

Setzt  man  hierin  irgend  zwei  Werte  von  x  ein  und  sub- 
trahiert die  entstandenen  Resultate  voneinander,  so  fällt  rechts 
die  Konstante  heraus,  und  es  bleibt  ein  bestimmtes  Integral. 

Hiervon  machen  wir  zunächst  die  folgende  Anwendung. 

Wir  setzen: 

worin  a,  ß  von  x  unabhängig,  sonst  aber  beliebige,  auch  ver- 
änderliche, von  Null  verschiedene  Größen  sind.  Dann  ergibt 
sich  aus  §  72  (14): 

4w2  _  1  4na_  1 

^  4:x^     '  ^        ^  4rc2     ' 

^   —   9    =    /32   —   «2. 
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Die  linke  Seite  der  Formel  I.  wird  jetzt 

(3)  .(^„(^x)^^-J-„(«.)^^)) 

und  es  ist  nach  §  72  (10)  (wenn  darin  w  in  n  -{-  1  und  x  in  ocx 
und  ßx  verwandelt  wird) 

dJnjccx)  _n 
woraus  sich  für  (3)  der  Ausdruck  ergibt: 

X  [ßJn  (ocx)  JnJ^i{ßx)  —  aJn  (ßx)  J^  +  i  {06X)], 

Nimmt    man   daher    die  Formel   L    zwischen    den   Grenzen 
0  und  1,  so  folgt: 

IL  ßJn  (a)  J,  ^,{ß)^aJn  (ß)  Jn  + 1  («) 


1 


=r  (ß'2  —  «2)  \xJn{0CX)J^{ßx)dx. 

0 

Diese  Formel  gilt  auch  noch,  wenn  eine  der  beiden  Größen 
a,  /3,  etwa  ß  =  0  ist.  Denn  ist  n  >  0,  so  verschwinden  beide 
Seiten  von  IL  und  für  n  =  0  erhält  man: 

IIL  a  Ji  (a)  =  «2    xJo  (ccx)  dx  =  I  xJ^  (x)  dx, 

0  0 

was  sich  unmittelbar  durch  Integration  von  §  72  (16)  für  n  =  1 
verifizieren  läßt. 

Wenn  ß  =  a  wird,  so  wird  die  Relation  IL  eine  Identität. 
Wenn  man  aber  zunächst  in  bezug  auf  ß  differentiiert,  und  dann 
ß  =  a  setzt,  so  ergibt  sich  eine  weitere  Relation: 

IV.       J„  (a)  Jn  + 1  (a)  +  « \Jn  (a)  J'n  + 1  (a)  —  J'n  (a)  Jn  + 1  («)] 

1 

=  2«  I  xJn{<X'Xydx, 

0 

Diese   Relationen    finden    mannigfache   Anwendungen.      Wir 

wollen    sie    zunächst   dazu    benutzen,    die   Wurzeln    der    trans- 

zejidenten  Gleichungen 

Jn(pc)  =  0, 

die  wir  auch  kurz  die  Wurzeln  der  Funktionen  Jn  nennen, 
zu  diskutieren. 
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§74. 

Die  Wurzeln  von  J„. 

Über  die  Wurzeln  von  J„  können  wir  zunächst  folgendes 
aussagen: 

1.  Der  Wert  x  =  0  ist  eine  Wurzel  von  jeder  der 
Funktionen  e/«,  mit  Ausnahme  von  e7"o,  und  es  ist 
Jo  (0)  =  1. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Entwickelungen  §  71  (3),  (4). 
Ebenso: 

2.  Ist  a  eine  Wurzel  von  J„,  so  ist  auch  —  a  eine 
Wurzel  derselben  Funktion. 

3.  Jn{oc)  hat  keine  rein  imaginären  Wurzeln. 

Denn  setzen  wir  x  =  ib^  worin  b  eine  nicht  verschwindende, 
reelle  Größe  ist,  so  erhält  die  Reihe  §  71  (3)  lauter  Glieder 
von  demselben  Vorzeichen,  und  kann  also  nicht  verschwinden. 

4.  Jn  hat  keine  komplexen  Wurzeln. 

Denn  wenn  a  -\-  bi  eine  komplexe  Wurzel  wäre,  also 
Jn{a -\- bi)  =  0^  so  müßte,  da  die  Koeffizienten  in  der  Ent- 
wickelung  von  J (x)  alle  reell  sind,  auch  Jn{a  —  bi)  =  0  sein. 
Wenn  aber  a  und  b  beide  von  Null  verschieden  sind,  so  ist 
(a  -f-  biy  —  (a  —  biy  gleichfalls  von  Null  verschieden.  Setzen 
wir  ferner 

Jn[{a  4-  bi)x]  =  C/  +  i F,    Jn[(a  —  bi)x]  =  ü  —  i F, 

worin  f/,  V  für  ein  reelles  x  reell  sind,  so  ist 

Jn[{a  +  bi)x']Jn[(a  —  bi)x]  =  C/2  +  F^, 

also  wesentlich  positiv. 

Setzen  wir  daher  in  der  Formel  §  73,  IL 

a  =  a  -\-  b%    ß  =  a  —  6i,    Jn  («)  =  0,    Jn  (ß)  =  0, 

so  folgt: 


1 


1 
x(C/2+  V^)dx  =  0, 


0 

und    dies    ist    unmöglich,    da    U  und    F    nicht    identisch    ver- 
schwinden. 

W^ir  haben  uns  also  in  der  Folge  nur  noch  mit  den  reellen 
positiven  Wurzeln  von  Jn  zu  befassen. 
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5.  Zwei  aufeinander  folgende  Ji,,  wie  J„  und   Jn^u 
haben  keine  gemeinschaftliche  Wurzel. 

Denn  wäre  ß  eine  solche  gemeinschaftliche  Wurzel,  so  würde 
aus  §  73,  IL  für  jedes  beliebige  a  folgen: 


1 


xJn  (ax)  Jn  (ßx)  dx  =  0. 

0 

Daß  dies  aber  unmöglich  ist,  erkennt  man,  wenn  man  a  in  /3 
übergehen  läßt 

Aus  den  Formeln  §  72  (16)  oder  (17)  ergibt  sich  hieraus 
noch  als  KoroUar: 

6.  Keine  Funktion  Jn  hat  mit  ihrer  Derivierten  eine 
positive  Wurzel  gemein  (:c  =  0  ist  eine  mehrfache 
Wurzel  von  Jn,  sobald  w  >  1  ist). 

Bedeuten  a  und  ß  zwei  der  Größe  nach  aufeinander  fol- 
gende positive  Wurzeln  von  J«»  so  können  wir  uns  yz=x*^Jn{x) 
als  Ordinate  einer  Kurve  darstellen,  die  in  den  Punkten  a,  ß 
durch  die  Abszissenachse  geht  Es  folgt  daraus,  daß  der  DifEe- 
rentialquotient  y'  zwischen   a  Fig.  33. 

und  ß  mindesjbens  einmal  Null 
wird  oder  mit  Rücksicht  auf 
§  72  (16),  daß  in  diesem  Inter- 
vall mindestens    eine   Wurzel 

von  e/n-i  liegt  Ebenso  aber  schließen  wir  aus  §  72  (17),  daß 
in  demselben  Intervall  eine  Wurzel  von  «/„  +  i  liegt,  und  aus  der 
Kombination  dieser  beiden  Ergebnisse  ersieht  man,  daß  auch 
nur  je  eine  Wurzel  von  J„—i  und  «Tii+i  ioa  Intervall  liegt  Denn 
angenommen,  es  liegen  in  dem  Intervall  zwei  Wurzeln  von  e/n-i, 
etwa  oc\  ß\  so  müßte  nach  dem  zweiten  Satze  in  dem  Intervall 
(«',  ß')  auch  eine  Wurzel  von  Jn  liegen,  was  der  Annahme  wider- 
spricht, daß  a  und  ß  zwei  aufeinander  folgende  Wurzeln  von  Jn 
seien.    Ähnlich  schließt  man  für  e/n+i-     Also: 

7.  Zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  positiven 
Wurzeln  von  Jn  liegt  eine  und  nur  eine  Wurzel 
sowohl  von  Jn  +  i  als  von  Jn—i» 

Auf  n  =  0  angewandt,  ergibt  sich  natürlich  nur,  daß 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Wurzeln  von  J^  eine  und 
nur  eine  Wurzel  von  «7i  liegt. 
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Ist  an  die  kleinste  positive  Wurzel  von  J^^  so  kann  man, 
wenn  n  >>  0  ist,  aus  §  72  (16)  schließen,  daß  zwischen  0  und 
a„  eine  Wurzel  von  e/n-i  liegt,  und  aus  7.  folgt,  daß  es  nur  eine 
sein  kann  und  also  die  kleinste  positive  Wurzel  a«_i  von  Jn^i 
sein  muß.     Also  haben  wir  noch  den  Satz: 

8.  Die  kleinsten  positiven  Wurzeln  «„  von  «/« 
wachsen  mit  n  zugleich.  Zwischen  0  und  a„ 
liegt  nur  die  eine  Wurzel  «n— i  von  «/»_i. 

Daß  die  Wurzeln  von  «/„  niit  n  ins  Unendliche  wachsen, 
ersieht  man  aus  der  Reihe 

1  _         ^'         ^  ^* 


2.2n  +  2    '    2.4.2»  +  2.2n  +  4     ' 

die  sich  für  jedes  endliche  x  mit  unendlich  wachsendem  n   der 
Grenze  1  nähert. 

Hiemach    erhalten    wir    folgendes    Bild    von  der  Lage    der 
Wurzeln  von  Jn-     Es  seien 

«,  a',  a",  «'"  ... 
die  der  Größe  nach  geordneten  Wurzeln  von  e/o» 


«1,  «;,  <,  «i" 


die  in  gleicher  Weise  geordneten  Wurzeln  von  Jj,  dann  ist 

«  <  «1  <  «'  <  «i  <  «"  <  «1  <  •  •  • » 
und  entsprechendes  gilt  für  die  Wurzeln  von  J^: 

«1   <  «2   <  «1    <   «2   <   «1    <  «2    <    •  •  • 

und  ebenso  für  die  höheren  Jn- 

Endlich  können  wir  noch  über  die  Wurzeln  von  Jq{x)  einen 
Schluß  machen. 

Wir  setzen  in  der  Formel  §  73  (1)  und  (2) 

u  =  ^ X  Jq{x)^        V  =  %m{x  —  a), 

worin  a  eine  positive   oder  verschwindende  Wurzel  von  Y^Jq(x) 
ist.     Dann  ergibt  sich: 

S=V^'-^  +  i7;-'.w/ £  =  -(-«) 


dx^ 
und  in  §  73,  I.  ist 


1 


9>  =  '^+irzro^    *  =  1,    rp  —  (f  = — 


4:r2'     ^  ^     -f-         ^  4^2 
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zu  setzen.     Dann  wird  diese   Formel,    wenn   wir  a  als   untere 
Grenze  nehmen, 

y ic  sin  yx  —  a)  — V^  ^  H TTJ"^ —   "^o  W  —  V^  cos  {x  —  a)  J^  (x) 


X 

1 

u 

und  wenn  man  x  — ■  k  =  n  setzt 


(1) 


a  -\-  n 
V«  +  3r  e7o   («  +  ?>f )  =   ^-    I    '^^^^^^ ^   Jo  W  d  rC. 


u 


Hieraus  folgt,  daß  Jq  (x)  nicht  in  dem  ganzen  Intervall 
(a,  a  -(-  3r),  in  dem  sin  (x  —  a)  positiv  ist,  einerlei  Zeichen  haben 
kann,  weil  sonst  die  linke  Seite  yon  (1)  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  hätte  wie  die  rechte ,  d.  h.  es  muß  zwischen  a  und 
«  -f-  3r  eine  zweite  Wurzel  von  J©  (^)  liegen.    Damit  ist  bewiesen : 

9.  Die  Funktion  Jo{x)  hat  unendlich  viele  positive 
Wurzeln.  Die  kleinste  von  ihnen  ist  kleiner  als 
7t  und  der  Abstand  je  zweier  aufeinander  fol- 
gender ist  ebenfalls  kleiner  als  n. 

Nach  den  von  Hansen  gegebenen  Tafeln  i)  ergibt  sich  für 
die  kleinste  positive  Wurzel  von  Jq  (x)  der  Wert 

oc  =  2,4048, 

und  man  erhält  auf  zwei  Dezimalstellen  genau: 

Differenz 
«     =     2,405 

a'    =     5,520 

a"  =    8,654 

oc'"  =11,791 

a^^  =  14,931 

a"  =  18,071 

Man  sieht,  daß  sich  die  Differenzen  wachsend  der  Grenze  tc 
ziemlich  schnell  annähern. 


3,115 
3,134 
3,137 
3,140 
3,140 


*)  Abgedruckt  in  der  Schrift  von  Lommel:  „Studien  über  die 
Besselschen  Funktionen**.  Leipzig  1868.  Zu  erwähnen  sind  noch:  0.  Neu- 
in ann,  Theorie  der  Besselschen  Funktionen.  Leipzig  1867.  Gray  and 
Mathews,  A  treatise  on  Bessel  Functions.  London  1895.  Niels  Nielsen, 
Handbuch  der  Theorie  de  r  Zylinderfunktionen .  Leipzig  1 904.  Schafheitlin, 
Die  Theorie  der  Besselschen  Funktionen.    Leipzig  1908. 
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§  75. 

Die  Funktion  S{z). 

Der  Einfachheit  halber  betrachten  wir  jetzt  nur  noch  die  in 
Anwendungen  am  meisten  vorkommende  Besselsche  Funktion  Jq 
der  Ordnung  0,  die  wir  auch  mit  J(x)  bezeichnen,  und  die  der 
Differentialgleichung  §  72  (15) 

«         '-^^  +  (' +  Ä)  V5^w  = » 

genügt,  die  wir  in  den  vorangehenden  Paragraphen  durch  ver- 
schiedene Ausdrücke  für  alle  endlichen,  reellen  sowohl  als  kom- 
plexen Werte  von  x  dargestellt  haben.  Es  drängt  sich  zunächst 
die  Frage  nach  dem  zweiten  partikularen  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  auf.  Wir  gehen  dabei  aus  von  dem  Ausdrucke 
§  71  (6): 


J{x)  =  —     ^•^««»"'dö. 


—  7t 

wofür  auch 

7t 


(2)  Ji^)  =  ^\e- 


IX  COS  CO  rIfQ 

0 


gesetzt  werden  kann,  und  wenn  wir  hierin  die  Substitution 

inj  ^5 

cosGj  =  1  —  2  s,    dcj  = 


Vs(l-s) 
machen,  so  ergibt  sich: 


1 


Vs(l-«) 


p—ix    r 
(3)  J(.)  =  -^  j 

0 

Wenn  wir  nun  eine  Funktion 

einführen,  so  ergibt  sich,  wenn 

(5)  2ix  =  z 

gesetzt  wird: 


(6)  i2ixnJ{x)  =  e    ^  U, 
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und  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  (1)  einführt,  und  die  Diffe- 
rentiation nach  X  durch  die  nach  /s  ersetzt,  so  folgt  für  U  die 
Differentialgleichung : 

Es  ist  aber  nach  (4) 
r^.d^U     du  ,     l    jj        1      f      ^'ds      [     l    ,  n        \^ 


0 

1 


'  0 

wonach  also  die  Differentialgleichung  (7)  tatsächlich  befriedigt 
ist.  Man  sieht  aber  hieraus  noch  weiter,  daß,  sobald  a  einen 
positiven  reellen  Teil  hat,*  die  Differentialgleichung  (7)  auch  dann 
noch  befriedigt  ist,  wenn  in  dem  Ausdrucke  ü  an  Stelle  der 
Grenzen  0  und  1  irgend  zwei  der  Grenzen  0,  1,  —  oo  genommen 
werden,  daß  also  z.  B.  auch  die  Funktion 

(9)  S(.)  =  ]ß  \    ,       ^'^'' 

^ ^  ^^     r »  J  V  —  s (1  —  s) 

—  00 

der  Differentialgleichung  (7)  genügt,  und  wenn  man  dann  in  (6) 
an  Stelle  von  ü  die  Funktion  S  setzt,  so  erhält  man  ein  zweites 
partikulares  Integral  der  Differentialgleichung  (1). 

Die  Funktion  S  {£)  betrachten  wir  also  jetzt  näher.  Wir 
formen  sie  erst  etwas  um,  indem  wir  für  —  zs  eine  neue  In- 
tegrationsvariäble,  die  wir  gleichfalls  mit  s  bezeichnen,  einführen, 
wodurch  sich  ergibt: 

00 

(10)  s{z)  =  -L  f     '-'^' 


i|/.,(.+i) 


Bei  der  Integration  soll  hierin  die   Variable  s   alle  reellen 
positiven  Werte  durchlaufen.    Zur  Bestimmung  des  Vorzeichens 

nehmen  wir  an,  daß  dabei  ^7  positiv  sei,  daß  Vl-j-^/^  für 
s  =  0  den  Wert  -f-  1  habe  und  sich  mit  s  nach  der  Stetigkeit 
ändere,  und  daß  die  Quadratwurzel  unter  dem  Integral  (10)  das 
Produkt  dieser  beiden  Wurzeln  sein  soll.  Dann  hat  das  Integral 
(10)  für  jedes  z  einen    völlig   bestimmten  Wert,  ausgenommen 

Biemann-Weber,  Partielle  Diiferentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  J2 
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für    ein    reelles    negatives    0,    wofür    zwei    verschiedene 
Werte  möglich  sind,  nämlich 


—  z 


er-^ds 


(11)  sw  =  4=  f    ,  \  -""  ^±, 


GO 


h\ 


e-^ds 


i)/.(,  +  i)-V»J.|/-,(i  +  ,) 


wenn  jetzt  die  Wurzeln  alle  positiv  genommen  sind. 

Will  man  also  S{z)  zu  einer  eindeutigen  Funktion  von  z 
machen,  so  muß  man  in  der  Ebene,  in  der  nach  §  48  die  kom- 
plexe Variable  z  dargestellt  wird,  längs  der  Achse  der  negativen 
reellen  Zahlen  einen  Schnitt  legen,  dessen  beide  Seiten  wir  als 


Fig.  34. 


-X 


-a 


s 


die  positive  und  die  nega- 
tive unterscheiden  wollen,  an 
dem  jeder  der  beiden  Werte 
(11).  stattfinden  kann.  Außer- 
halb dieses  Schnittes  ist  dann 
die  Funktion  S{z)  überall  ein- 
deutig und  stetig  bestimmt, 
und  je  nachdem  man  sich  von 
der  positiven  oder  von  der 
negativen  Seite  her  dem  Schnitte  nähert,  erhält  man  den 
einen  oder  den  anderen  der  Werte  (11).  Wenn  wir  nämlich 
z  ^=-' —  a  -j-  6i  setzen,  a  reell  und  positiv  und  h  auf  der  posi- 
tiven Seite  des  Schnittes  positiv,  auf  der  negativen  negativ  an- 
nehmen, ferner 

a  —  s  ==  rcos'd',     6  =  rsinO* 

setzen  (s.  Fiig.  34),  so  ist, 

1.    wenn  s  <C  a,    6  >>  0  ist :      0  <C  ^  < 


2' 


7t 


2.     wenn  s  >>  a,     6  >  0  ist:       —  <<  0-  <  :nr, 

und  %'  nähert  sich,  wenn  sich  b  von  positiven  Werten  her  der 
Grenze  Null  nähert,  im  Falle  1.  dem  Werte  0,  im  Falle  2.  dem 
Werte  ?r.    Es  ist  dann  weiter 

y7^  (cos 


i 


s    .       ^  a  —  s  —  bi 

^  ~      Va  —  bi      ~ 


■9-        .  .     •9'\ 


'^  a  —  bi 

und  hierin  muß,  da  die  Quadratwurzel  für  s  ==  0  in  -|-  1^  über- 
gehen soll,  die  '^  a  —  bi  so  genommen  werden,  daß  sie  für  6  =  0 
in  den  positiven  Wert  '^ a  übergeht,  wenn  '^ r  positiv  genommen 
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wird.  Lassen  wir  also  b  von  positiven  Werten  in  Null  über- 
gehen, so  wird  

mit  positiven  Zeichen  der  Quadratwurzeln.  Ebenso  aber  kann 
man  schließen,  daß,  wenn  b  von  negativen  Werten  her  in  Null 
übergeht,  im  zweiten  Falle  —  i  an  Stelle  von  i  zu  treten  hat. 
Daraus  ergibt  sich: 

In  der  Formel  (11)  gilt  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen,  je  nachdem  man  sich  von  der 
positiven  oder  der  negativen  Seite  her  dem 
Schnitte  nähert. 

§  76. 
Darstellung  der  Besselschen  Funktionen  durch  die 

Funktion  8(0). 

Mit  Hilfe  der  Funktion  S  {z)  läßt  sich  zunächst  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Besselschen  Funktion  J  vollständig  inte- 
grieren, d.  h.  es  läßt  sich  auch  das  zweite  partikulare  Integral 
finden.    Diese  Gleichung  lautet  nach  §  72  (13): 

«  ^  +  ^11  +  ^==«' 

und  hat  als  erstes  partikulares  Integral  die  Funktion  J",  die  sich 

nach  §  75  (3)  in  der  Form  darstellen  läßt: 

1 

(2)  J(x)  = , 

^  ^  ^  ^    J  Vs(l  — s)' 

0        ^  ^ 

ein  Ausdruck,  der  für  alle  komplexen  Werte  von  x  gilt.     Nach 

dem  im  vorigen  Paragraphen  Bewiesenen    ist   aber  ein  zweites 

davon  verschiedenes  Integral  von  (1) 

0 

p—ix      r  piixs^Q  p—ix 

^  ^      J     V—  s  (1  —  s)        f2ixn      ^       ^ 


Diese  Funktion  ist  aber  nicht  mehr  in  der  ganzen  ic-Ebene 
eindeutig,  sondern  sie  hat  da,  wo  ^  =  2  i^  negativ,  also  x  positiv 
imaginär  ist,  die  oben  festgestellten  beiden  verschiedenen  Werte 
§  72  (11).     Wir   geben    dieser  Formel  noch  eine  etwas  andere 

12* 
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Gestalt.    Ist  z  reell  und  negativ,  so  ergibt  sich  durch  die  Sub- 
stitution —  sz^  —  sds  für  s  und  ds: 

7        e-'ds  .j }      €"ds  ., \t(^.\ 

worin  ^ —  e  positiv  ist;  und  durch  die  Substitution  s  —  z  für  s: 


00  00 


und  es  ergibt  sich  aus  §  72  (11): 

(4)  S  (z)  =  V=^  e^  J  (2^)  -\-ie'S (-  ^). 

Hierin  ist  unter  S  (z)  der  Wert  zu  verstehen,  den  die  Funk- 
tion S  annimmt,  wenn  man  sich  von  der  positiv  imaginären  Seite 
her  dem  negativen  reellen  Werte  z  annähert.  Nach  §  52  gilt 
aber  die  Formel  (4)  auch  für  komplexe  Werte  z^  soweit  die 
darin  vorkommenden  Funktionen  stetig  sind.  Die  Funktion  J 
hat  aber  überhaupt  keine  Unstetigkeit,  während  die  Funktionen 
S{z)  und  /S( —  z)  nur  beim  Überschreiten  der  reellen  Achse, 
und  zwar  die  erste  auf  der  negativen,  die  zweite  auf  der  positiven 
Seite,  unstetig  werden.  Demnach  gilt  die  Formel  (4)  für  alle  z 
mit  positivem,  imaginärem  Bestandteile. 

Führt  man  wieder  x  durch  die  Formel  z  =  2ix  ein,  so  gilt 
also  die  Formel  (4)  in  der  Halbebene,  in  der  x  einen  positiven 
reellen  Teil  hat. 

Um  die  Quadratwurzel  richtig  zu  bestimmen,  setzen  wir 

Dann  ist, 

worin  ^x  einen  positiven  reellen  Bestandteil  hat,  und   es 
ergibt  sich  aus  (4): 

(5)  Y^^^i^)  =  ^~*  ^*"'*"^  S(2ix)  +  e*(""^)  S{—2ix), 
eine  Formel,   die  gültig  ist,  so  lange  x  einen  positiven  reellen 
Bestandteil  hat,  wenn  ^2nx  so  genommen  wird,  daß  es  eben- 
falls einen  positiven  reellen  Bestandteil  hat. 
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Da  nun  hier  jeder  der  beiden  Bestandteile  auf  der  rechten 
Seite  der  Differentialgleichung  §  76  (1)  genügt,  so  können  wir 
als  Besselsche  Funktionen  zweiter  Art,  d.  h.  als  zweites 
partikulares  Integral  der  Differentialgleichung  für  die  Funktion  J 
eine  Funktion  K{x)  definieren  durch 

(6)     i  fl^K{x)  =  T'C'^'t)  S(2t^)-e*(""^)  .S(— 2ia;). 

Wenn  x  reell  und  positiv  ist,  kann  man  diesen  Ausdrücken 
für  die  Funktion  J{x)  und  K(x)  eine  elegante  Gestalt  geben. 

Wir  gehen  aus  von  der  Definition  §  75  (10): 


(7) 


^(^-)  =  i^l 


er-'ds 


und  setzen  darin 


(8) 


VK'+jfe) 


^  =  s  —  1, 

IX 


s 


2  +  A  =  f  +  1. 
'    tx  ' 


Nehmen  wir  x  reell  und  positiv  an,  und  lassen  |  reell  von 
1  bis  do  gehen,  so  geht  s  durch  rein  imaginäre  Werte  von  0  bis 
i  00.  Nun  war  zwar  in  (7)  s  reell  genommen;  aber  mit  Anwen- 
dung der  Sätze  über  die  Integration  auf  komplexem  Wege  (§  50) 


Fig.  35. 


kann  man  auch  für  s  den  Integrations- 
weg von  0  bis  i  oo  wählen.  Denn  in  dem 
Kreisquadranten  0,  oo^  i  :o  in  der  Ebene 
der  komplexen  Variablen  s  hat  die  Funk- 
tion, die  in  (7)  unter  dem  Integralzeichen 
steht,  keinen  Unstetigkeitspunkt,  und  folg- 
lich ist  das  über  die  Begrenzung  dieses 
Quadranten  genommene  Integral  gleich 
Null. 

Es  verschwindet  aber  ferner  das  über  die  Kreislinie  ge- 
nommene Integral,  wenn  der  Radius  unendlich  wird,  und  folglich 
können  die  beiden  Integrationswege  0,  oo  und  0,  i  oo  durch  ein- 
ander ersetzt  werden.    Nun  ist  nach  (8)  auf  der  Linie  0,  i  oo 


ni 

4 


i 


Vs  =  e^    V^  VS  — 1, 


V2    ^1  + 


=  vT+i, 


2ix 
ds  =  ixd^^ 
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und  es  ergibt  sich  also  aus  (7): 

S(2%x)  =  tV  —  €  ^      *^  \  ^1 

^  r    ^  J  V|2_i 


und  wenn  man  i  in  —  i  verwandelt: 


iS(— 2«a;)  =  — t   1/ — e     ^      *>'  ^  « 

■  ^  r   ^  J  V^^— 1 

Setzt  man  dies  in  (5)  und  (6)  ein,  so  erhält  man: 

^  ^         »  J    V|a  —  1 

^        «J  y|2—  1 
§  77. 

Potenzentwickelung  für  die  Funktion  iS(2;). 
Die  durch  das  Integral  §  75  (10)  definierte  Funktion  S  (z) : 

00  00 


(1) 


5(,)  =  4=  f   ^  ^-'^^     =  i/i  f  ^ 


nähert  sich  für  ein  unendlich  wachsendes  z  dem  Grenzwerte  1 
(§  12),  und  der  erste  Differentialquotient  von  8(0)  nach  jg  wird 
für  ein  unendlich  großes  z  unendlich  klein. 

Für  0  =  0  erhält  8(0)  den  unbestimmten  Ausdruck  0  X  «>• 
Eine  partielle  Integration  gibt  uns  aber  Aufschluß  über  das  Ver- 
halten der  Funktion  für  ;2f  =  0. 

Man  erhält  nämlich  durch  Differentiation  nach  s: 


d[e-Mog(VF+ V^  +  5)] 
=  _  e-«  log  (Vi"  +  y7+7)ds  +        ^~'^^ 


2  Vs  (-8r  +  S)  '    . 

und   daraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  00: 

00  00 

e-'ds 


\ogji  =  2  [c—  log  (Vs  +  VT+7)  ds—i-j: 

0  ' 


S(^  +  S) 


also  nach  (1): 
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(2) 


_—  00 


0 

Ist  0  reell  und  positiv,  so  sind  die  Logarithmen  hier  reell 
zu  nehmen.  Dadurch  sind  sie  durch  die  Stetigkeit  in  der  ganzen 
jer-Ehene  his  an  den  längs  der  negativen  reellen  Achse  verlau- 
fenden Schnitt  eindeutig  bestimmt. 

Wenn  0  in  Null  übergeht,  so  wird 


00  00 


2  I  e-»log(V7+  y^  -f-  s)  ds  =  i  e-Mog4sds  =  21og2—  C, 


0 


worin  C  die  Euler  sehe  Konstante  0,577...  bedeutet  [§  25  (13)], 
und  wir  erhalten  also  aus  (2)  das  Theorem: 


(3) 


lim  h/j  S(z)  +  log  ;^|  =  21og2  -  a 


Diese  Grenzbestimmung  bahnt  uns  den  Weg  zu  einer  neuen 
Entwickelung  der  Funktion  S  (x)  und  damit  also  auch  der 
Be SS  eischen  Funktionen  J  (x)  und  K  (x).  Diese  sind  nämlich 
Lösungen  der  Differentialgleichung 

die  durch  die  Funktion 

befriedigt  wird.    Um  die  Gleichung  (4)  allgemein  zu  integrieren 
machen  wir  den  Ansatz 


(6) 


a>(^)  =  /(.)iog,.-|:(-^'(|)", 


worin  die  unbestimmten  Koeffizienten  Cv  so  zu  bestimmen  sind, 
daß  die  Differentialgleichung  (4)  durch  (6)  befriedigt  wird.  Durch 
Differentiation  von  (6)  ergibt  sich: 

oder,  wenn  man  durch  x  dividiert,  und  dann  unter  dem  Summen- 
zeichen V  durch  V  -\-  l  ersetzt: 

,-.  1  da>        IdJ.  ,     1    r/  ^    I    1  xr«  (— 1)"^'+!    /"^V 
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und  durch  nochmalige  Differentiation  von  (7): 

1.  ^  (-l)'c>.n(2v+l)  /£Y' 
-^2,-£        i7(v)«(v4-l)        V2;    • 

Addiert  man  (6),  (8),  (9),  so  ergibt  sich,  da  J  der  Differen- 
tialgleichung (4)  genügt,  für  die  c^  die  Bedingung: 

Andererseits  erhält  man  aus  (5) 

an  2dJ_      ^     {-ly     /x^ 

^'  ^  xdx—      ^^  n{v)^{v  +  1)  V2;  ' 

und  die  Vergleichung  von  (10)  und  (11)  ergibt 

(12)  c»+i  —  Cv  =  ;-xi-, 
woraus  man  allgemein  schließt 

(13)  c,  =  c„  +  i  +  l  +^  +  ...  +  1. 

Die  so  gebildete  Reihe  (6)  ist  für  alle  Werte  von  x  kon- 
vergent, weil  der  Koeffizient  Cv  mit  unendlich  wachsendem  v  nur 
unendlich  wird,  wie  log  v  [§  25  (7)]. 

Die  Konstante  Cq  bleibt  der  Natur  der  Sache  nach  un- 
bestimmt, denn  ändert  man  Cq  in  c'o,  so  tritt  zu  O  nur  ein  Glied 
der  Form  (co  —  c'o)  J  (^)  hinzu,  was  gleichfalls  der  Differential- 
gleichung (4)  genügt. 

Nun  ist  aber  nach  §  75  (6),  (9) 


=]/? 


Ä(^), 


wenn  z  ^  2ix  gesetzt  wird,  gleichfalls  ein  Integral  von  (4)  und 
muß  also  in  der  Form  AO{x)  -f-  BJ(x)  darstellbar  sein.  Die 
Konstante  B  können  wir  =  0  annehmen,  wenn  wir  über  Cq 
dementsprechend  verfügen.  Die  Vergleichung  des  Unendlich  von 
0(x)  und  S{0)  für  X  ==  0  und  z  =  0  [Formel  (3)  und  (6)]  zeigt 
dann,  daß  J.  =  —  1  sein  muß  und  man  hat  also: 

(u)  r-:|/isw  =  -»(x)  =  |!'i-=^'(i)-, 

und  aus  der  Grenzgleichung  (3)  folgt 
(15)  Co  =  2  log  2  —  a 
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§  78. 
Obere  Grenze  für  die  Funktion  8(0). 

Es  ist  nun  weiter  zu  untersuchen,  wiQ  sich  die  Funktion 
S(j8)  verhält,  wenn  0  ins  Unendliche  wächst.  Diese  Betrachtung 
bahnt  uns  den  Weg  zur  Ableitung  gewisser  Reihenentwickelungen, 
die  nach  fallenden  Potenzen  von  0  fortschreiten,  die  sich,  ob- 
wohl sie  nur  halb  konvergent  sind,  zur  Berechnung  von  8(0) 
für  große  Werte  von  0  eignen. 

Wir  machen  Gebrauch  von  dem  bekannten  Satze,  daß  der 
absolute  Wert  einer  Summe  zweier  komplexen  Ausdrücke  seiner 
Größe  nach  zwischen  der  Summe  und  der  Differenz  der  absoluten 
Werte  der  Summanden  liegt,  und  daß  der  absolute  Weiii  einer 
beliebigen  Summe,  also  auch  eines  Integrals,  nicht  größer  ist,  als 
die  Summe  der  absoluten  Werte  der  Summanden. 

Ist    also  r  der    absolute   Wert  von  n^    so    ist   der   absolute 

S  'S 

Wert  von   1  -| —  für    ein   positives    s   größer    als   I  —  -  oder 

S 

1  (je  nachdem  s  kleiner  oder  größer  als  r  ist),  und  dem- 
nach ist  nach  §  77  (1): 
(1)  Absoluter  Wert  von  8(0) 


r  00 


1    r       e-^dü  ,      1    f        e-^ds 

Macht  man  die  Substitution  sr  für  s,  und  setzt 

r  ^J  Vs(i  —  s)  r  ^  J  Vs(s  —  1) 

so  ist  also  der  absolute  Wert  von  8  (0)  nicht  größer  als  Ä  -\-  B. 
Wir  betrachten  zunächst  den  Ausdruck  B.  Da  in  diesem  Inte- 
gral s  immer  größer  als  1  ist,  so  folgt 


00 


l/r  (e-'-'ds 


und  wenn  man  s  durch  s  -|-  1  ersetzt : 

e-""^  ds 

-IT' 


^<p'i 
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also  nach  §  15,  (12): 

(2)  B<  e-r  <  1. 

Weniger  einfach  ist  die  Betrachtung  von  A, 

Wir  verstehen  unter  c  einen  beliebigen  echten  Bruch  und 

setzen  _  c  _  i 

.  _  Wr  f    e-^'  ds       ,    i  /^  f    e-*"»  ds 

"^  r  ^ J  Vs(i  —  s)     r  ^ J  Vs(i  —  s)' 

Hier  ist  nun,  da  in  dem  ersten  Integral  1  —  s  >  1  —  c, 


c 


Vs(l  —  s)        f^(l  — c)J      V^ 

-,        .  .  e-^'ds  1 


0 

—  1  _  1 


Vs        yi  — c 


Y  7c]  y5(i  —  s)      i  ^        J  ys(i  —  S) 


und  es  ergibt  sich  also,  daß  der  absolute  Wert  von  S  {z)  kleiner 
ist  als  j 

y  1  —  c     ' 

Nun    hat    die    Funktion    ^rn  e-^^  einen    Maximalwert    für 

r  =  1/2  c,  wie  man  leicht  durch  Differentiation  findet,  und  es  ist 
also  der  absolute  Wert  von  S{z)  kleiner  als 

Hierin  kann  nun  c  ein  beliebiger  echter  Bruch  sein,  und 
wenn  man  c  von  0  bis  1  gehen  läßt,  so  erhält  dieser  Ausdruck 
einen  Minimumwert.  Es  kommt  aber  hier  nicht  auf  die  ge- 
naueste Grenzbestimmung  an,  und  es  genügt,  wenn  wir  etwa 
c  =  V2  setzen,  wodurch  der  vorstehende  Ausdruck  kleiner  als 
3,5  wird.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Der  absolute  Wert  der  Funktion  S  (js)  liegt 
für  alle  reellen  und  imaginären  Werte  von  z 
unter  einer  endlichen  Grenze  gf,  die  kleiner  als 
3,5  ist. 
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§79. 
Halbkonvergente  Reihe  für'  S  (z). 
Die  Differentialgleichung  §  75  (7): 

^^^  dii^  ~  dJ  +  475  ^  =  ^ 

wird  befriedigt  durch 

und  folglich  sind  nach  §  76  (4)  zwei  partikulare  Lösungen  dieser 
Gleichung: 

(2)  Si  =  S(4     S,  =  e'S(—0). 

Die  Funktion  S  {z)  war  in  der  ganzen  ;ef-Ebene  eindeutig  be- 
stimmt und  hatte  an  der  negativen  reellen  Achse  eine  Unstetig- 
keit,  während  S{ —  z)  seine  Unstetigkeit  an  der  positiven  reellen 
Achse  hat.  Füi*  jeden  nicht  auf  der  reellen  Achse  liegenden 
Punkt  ist  aber  sowohl  8^  als  S^  eindeutig  bestimmt  und  ändert 
sich  stetig,  so  lange  die  reelle  Achse  nicht  überschritten  wird. 
Wir  versuchen  jetzt  die  Differentialgleichung  (1)  durch  eine  nach 
fallenden  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe  zu  inte- 
grieren, und  setzen,  wenn  a^  die  noch  zu  bestimmenden  Koeffi- 
zienten sind: 


00 


V=^{^\ya.z-\ 
dU 


r-O 

00  00 

— V— a 


(*)  i7  =  -2(-ir«'''^ — '=2(-i)'«-+i(^+i)'^ 


00 

^^  v=0    ' 


Setzt  man  dies  in  die  Differentialgleichung  ein,  so  ergibt  sich: 


z-"-^ 


(4)  0 = 2  (- 1)^  [«'+i(^ + 1)  -  a.  (i^ + iy] 

Man  hat  also 

„      _  C^v  +  1)'  «' 

zu  setzen,  und  daraus  findet  man,  wenn  man  a»  =  1  annimmt: 

_(1  .  3  ...  2V—  ly 
"*  ~       1.2  ...i'.22' 
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Dafür  kann  man  auch  setzen: 

Nach  einer  schon  früher  angewandten  Formel  (§  28)  ist 
aber  für  große  n  näherungsweise 

wobei  als  Korrektion  ein  sich  der  Einheit  nähernder  Faktor  hin- 
zutritt, dessen  Logarithmus  kleiner  ist  als  l/12n;  und  daraus 
erhält  man  für  große  Werte  von  n  den  genähert  richtigen 
Ausdruck:  _  

(7)  „.  =  |/|r%-^=yla-«-', 

einen  Ausdruck,  der  mit  unendlich  wachsendem  n  stärker  unendlich 
wird,  als  die  n*®  Potenz  jeder  endlichen  Größe,  und  folglich  ist 
die  Reihe  (3),  die  wir  für  ü  angenommen  haben,  für  jedes  end- 
liche 0  divergent. 

Um  aber  den  Ausdruck  U,  der,  wie  man  sagt,  der  Diffe- 
rentialgleichung formell  genügt,  wiewohl  er  an  sich  keine  Be- 
deutung hat,  für  die  Theorie  der  Differentialgleichung  verwerten 
zu  können,  nehmen  wir  eine  beliebige  ganze  Zahl  n  an,  und 
setzen : 

n 

—  V 


v  =  0 

(8)  ^  =  S  (-  1)'  ("  +  1)«»+!^ ' 


d^ün 


n 


=  >.  (—  iyv(v-^  l)a,^ 


r=0 


—  V  — 2 


und   hieraus   ergibt   sich   nach   (4)   für    ü»   die   nicht   homogene 
lineare  Differentialgleichung : 

Diese   Differentialgleichung    wollen    wir  nun   nach   der  Methode 
des  §  65  [Formel  (12)]  integrieren. 

Die  beiden  partikularen  Integrale  der  verkürzten  Gleichung, 
die  wir  dort  mit  Vi^  v^  bezeichnet  haben,  sind  hier  8^^  Sg?  ^^^ 
da  hier  a  =  —  1  ist,  so  haben  wir  nach  §  65  (13)  und  nach  (2) 
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Es  ist  also 

eine  Konstante,  für  die  man  nach  §  77  (1)  aus  jn  =  co  den 
Wert  1  erhält,  und  mithin  ist  -J  =  e*  zu  setzen.  Es  ergibt  sich 
dann,  wenn  wir  die  Integrationsvariable  mit  g  bezeichnen: 

(10)ü'„  =  (-l)"(n+iya.j[e'-^^S(g)S(-^)-S(^)S(-0]^^ 

Hierin  können  wir  c  beliebig  wählen;  dann  aber  sind  die 
Konstanten  -4,  B  durch  Vn  und  8(0)  völlig  bestimmt. 

Für  si  =  +ico  wird  nun  ün  =  1,  8(0)  =  1,  e*S{ — js)  un- 
bestimmt; wenn  wir  also  c  so  wählen,  daß  das  Integral  für 
£f  =  ±ioo  verschwindet,  so  ergibt  sich  -4  =  1,  B  =  0,  Wir 
setzen  nun,  je  nachdem  der  imaginäre  Teil  von  0  positiv  oder 
negativ  ist, 

wobei,  wenn  0  reell  sein  sollte,  die  Wahl  des  Zeichens  beliebig 
ist,  und  lassen  t  als  Integrationsvariable  durch  reelle  positive 
Werte  von  0  bis  00  gehen,  so  daß  g  die  reelle  Achse  nicht  über- 
schreitet.   Dann  ergibt  sich  aus  (10): 

(11)  S{0)  =  Vn  + 

(- 1)*^  (^+  ^y  «n  j(7T^['^''  S{z±it)S(-0)-S{-0Tit)  S(0)], 

0 
und  es  kommt  jetzt  noch  darauf  an,  den  absoluten  Wert  dieses 
Integrals  in  bezug  auf  seine  Größe  zu  schätzen.    Setzen  wir 


0  =z  a  ±bi,       r  =  ^a^  -\-  62 

mit  positivem  6,  so  ist  r  der  absolute  Wert  von  0  und  es  ist  der 
absolute  Wert  von  -sr  +  ?f,  da  b  und  t  positiv  sind: 

ya2  4-  (6  +  0^  =  Vra  +  ^^  _|_  2bt  >  ^r^  +  P . 
Femer  ist  nach  dem  in  §78  bewiesenen  Theorem,  da  der 
absolute  Wert  von  c^»*  gleich  1  ist,  der  absolute  Wert  von 
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i{e^'')  S(js  ±  it)S(—  z)  —  S(—  z  T  ii)  S{z) 

kleiner  als  2  ^2^  (gf  <  3,5),  und  mithin  ist  der  absolute  Wert  des 
Fehlers,  den  man  begeht,  wenn  man  S{z)  durch  f/„  ersetzt, 
kleiner  als 

oder,  wenn  man  i  durch  rt  ersetzt,  kleiner  als 

^       ^       s  yi  +  <2  . 

Das  hierin  vorkommende  Integral  geht  durch  die  Substitution 
<  =  tgö  in  folgendes  über: 


n 

00  "ä 


und  ist  also  immer  kleiner  als  ^j^Tt,  Wir  finden  aber  einen 
asymptotischen  Ausdruck  für  unendlich  wachsende  n,  wenn  wir 
die  Substitution  machen: 

P'  •=.  — ,        di  ==  -7== 
w  V2ns 

<2$ 


""  +  '     .  •v7(.  +  ¥) 

^    und  folglich 


a  +  ^ 


00  00 


2SN'''*       «     ^ 


.'"J 57.  =  J  "vT  =  V"' 

also  ist  angenähert 

^  yi  +  <2         r  ^w 

Wenn  wir  endlich  in  (12)  für  a«  den  genäherten  Wert  (7) 
und  für  n  -\-  1/2  das  genähei-te  n  setzen,  so  ergibt  sich  als  asymp- 
totischer Wert  für  die  Fehlergrenze: 
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(14)  @  =  2(,»e-Q       . 

Dieser  Ausdruck  wird  zwar  bei  festgehaltenem  r  mit  unend- 
lich wachsendem  n  unendlich  groß.  Wenn  aber  n  <  r  ist,  so  kann 
er  doch,  wenn  r  l^nlänglich  groß  ist,  unter  einen  beliebig  ge- 
gebenen Wert  herunter  gebracht  werden.  Wir  haben  daher  das 
folgende  Theorem:  * 

1.  Die  Entwickelung 

(15)  S(.)  _  ^^         /7(v)3  (16^ 

ist,  wenn  n  nicht  größer  als  der  absolute  Wert  r 
von  js  ist,  richtig   bis   auf   einen   Fehler  von   der 
Ordnung  ®. 
Dieser  Satz  gilt  in  der  ganzen  Ebene  ^^  und  da  die  Summe 
auf  der  rechten  Seite  von  (15)  als  rationale  gebrochene  Funktion 
von  z  stetig  ist,  so  folgt,  daß  die  Unstetigkeit ,  die,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  der  Funktion  8(0)  anhaftet,  nur  in  dem  Korrektions- 
gliede  enthalten  sein  kann.  Setzt  man  n=  1,  so  folgt,  daß  man  S(^s) 
bis  auf  eine  Größe  von  der  Ordnung  2  ^2^- 1 1—2  gleich  1  setzen  kann. 
Aus  den  Formeln  (5),  (6)  §  76  kann  man  dann  entsprechende 
Entwickelungen  für  die  Funktionen  J(x)^  ^{^)  erhalten,  und  wir 
führen  hier  den  Satz  an: 

2.  Für  unendlich  große  x  ist  genähert,  d.  h.  bis  auf 
einen  Fehler  von  der  Größe 

2l/i^2e-i^~2  . 


(16) 


2  cos  {  —  —  X]  y      C'O  Ä 

^  V23ric 

2  sin  ( x] 

K(x)  =  -      ^^  ^ 


^2nx 

was  sowohl  für  reelle  als  für  komplexe  x  gültig 
bleibt. 
Die   Entwickelung   (15)  hätte   man   auch   dadurch   erhalten 
können,  daß  man  in  dem  Ausdruck  §  77  (1)  für  S{/)  unter  dem 

Integralzeichen  (1-|--)    ^  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  ent- 
wickelt hätte. 
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§80. 
Die  Besselschen  Funktionen  höherer  Ordnung. 

Die  Rekursionsformel  §  72  (10)  die,  wenn  man  n  durch  n  -|- 1 
ersetzt,  so  lautet: 

kann  zur  rekurrenten  Berechnung  der  Funktionen  cT*,!  auscT'o  dienen. 
Die  Formel  (1)  läßt  sich  leicht  durch  Einsetzen  in  die  Diffe- 
rentialgleichung bestätigen,  und  es  zeigt  sich  dabei,  daß  die  so 
definierten  Funktionen  Jn  der  Differentialgleichung  der  Bessel- 
schen Funktionen  §72  (12)  genügen,  wenn  für  die  erste  Jo  die 
Gleichung  §72  (13)  befriedigt  ist.  Man  kann  also  auch  eine 
Kette  von  zweiten  Integralen  Kn  der  Besselschen  Differential- 
gleichung aus  der  Funktion  K  ^=z  K^  [§  76  (6)]  ableiten  nach  der 
Formel 

Nach  §  76  (5),  (6)  ist,  wenn 
gesetzt  wird: 

(s)         ^w  +  im = yi  ^^^^^ 

und  wenn  wir  die  Funktion  Sn  durch 

definieren,  so  ergibt  sich  nach  (1)  und  (2)  für  die  Sn  die 
Rekursion: 

(5)  S,,.=(?4i  +  ,)s„-2i^- 

und  für  S(;ef)  und  damit  für  Jn  {x),  Kn  (x)  haben  wir  im  vorher- 
gehenden konvergente  Entwickelungen  nach  steigenden  Potenzen 
von  z  und  halbkonvergente  nach  fallenden  Potenzen  von  z  ab- 
geleitet. 

Für  die  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  haben  wir 
nach  (3)  und  §  77  (14): 

(6)  J{x)-\-iKix)  =  ^e    Yjs(.)  =  -^<&(a;), 
also 
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(7)         •      Kix)  =  -^0ix) 


worin  die  c^  durch  die  Formeln  §  77  (13),  (15)  definiert  sind. 
Wir  setzen  demnach: 

(8)  I  K„(X)  =  -  Jn(x)l0gX  +  En{x) 

und  erhalten  für  En(x)  die  ßekursion: 

(9)  E.^,{x)  =  i  Jn{x)  +  I  E„{x)  -  ^^.. 

Da  durch  (7)  Eq  als  eine  unbedingt  konvergente  Potenz- 
reihe bestimmt  ist,  die  mit  der  Oten  Potenz  anfängt,  so  folgt 
aus  (9),  daß 

En  eine  stets  konvergente  Potenzreihe  ist,  die 
mit  der  ( —  w)ten  Potenz  beginnt. 
Aus  den  Entwickelungen  nach  fallenden  Potenzen  von  ir  er- 
gibt sich  das  Verhalten  der  Funktionen  für  x  =^  oo.    Da  nach 
§  77  (1)  S(oo)  =  1  ist,  so  folgt  aus  (3)  in  Übereinstimmung  mit 
§79  (16)  für  ir  =  oo: 

(10)  J(^)  +  i^(^)  =  |/A/'(^-^> 

und  daraus  folgt  für  rc  =  oo  in  erster  Annäherung:    . 

und  folglich: 

(11)         Mx)  +  iK^ix)  =  iny£ e  ^;   ^. 

§  81. 
Bestimmte  Integrale  mit  Besselschen  Funktionen. 

Erstes  Beispiel. 

Die  Besselschen  Funktionen  haben  nebst  manchen  anderen 
Analogien  auch  noch  die  Ähnlichkeit  mit  den  trigonometrischen 
Funktionen,  daß  sich  manche  bestimmte  Integrale,  in  denen  diese 
Funktionen  vorkommen,  einfach  auswerten  lassen.  Wir  geben 
hiervon  einige  Beispiele. 

Biemann- Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  AnfL.  i^ 
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Gehen  wir  aus  von  der  Darstellung  der  Funktion  J{x)^   die 
wir  in  §75  (2)  gegeben  haben: 

n 

(1)  J{x)  =  -|  e-'**^^«^da), 

0 

SO  erhalten  wir  nach  Umkehrung  der  Integrationsfolge  mit  Be- 
nutzung von  §  14  (4): 


00  71  00 


(2)  \€^^''J(bx)dx  =  -\d(0\  e-(a  +  i&c08Cü)a;^^ 


TCj  a 


0 

n 

dc3  •        1 


-{-  i)i  cos  a>        y^2  _j_  ^2 


Hierin  sind  a,  b  Konstanten  und  a  ist  als  wesentlich  positiv 
vorausgesetzt.  Nach  dem  Satze  §52  muß  aber  hier  auch  noch 
Übereinstimmung  der  rechten  und  linken  Seite  für  komplexe 
Werte  von  a  stattfinden,  insoweit  auf  beiden  Seiten  stetige  Funk- 
tionen der  komplexen  Variablen  a  stehen.  Dies  findet  aber  statt, 
solange  der  reelle  Teil  von  a  positiv  ist,  und  der  reelle  Teil  von 

ya«  4"  ^^)  der  dann  nicht  verschwinden  kann,  gleichfalls  positiv 
ist.    Setzen  wir  also  e  -^  ia  an  Stelle  von  a,  so  folgt: 


I 


00 

er-(^  +  i<^)^J(br)dx  = 


y£2  j^  J2  _  a2  4-  2sai 

Nun  bleibt  das  Integral  für  6  =  0  konvergent,  wenn  a  von 
b  verschieden  ist,  wie  sich  aus  dem  asymptotischen  Ausdruck 
§79  (16)  nach  §7  ergibt,  und  wir  können  also  beiderseits  s  in 
Null  übergehen  lassen.  Um  den  Grenzwert  der  rechten  Seite  zu 
finden,  setzen  wir: 

,ov  £2  ^  J2  ^2  =  |.  cos  9?, 

^  ^  2  6a  =  r  sin  9?, 

und  erhalten: 


(*) 


,  =  =  -7=  (  cos  ^  —  *  sm  -^ )  • 

y£2_j_  j2_^2  4.26ai        Vr  V         2  2/ 


Nehmen  wir  b  und  a  positiv  an,  so  liegt  q)  zwischen  Null 
und  7t  ^  und  in  (4)  ist  j/^  positiv  zu  nehmen.  Wenn  aber  b  in 
Null  übergeht,  so  nähert  sich  (p  der  Grenze  0  oder  der  Grenze  ;r, 
je  nachdem  b^  —  a^  positiv  oder  negativ  ist;  und  es  ergibt  sich 
folgendes  Resultat: 


§82. 


Zweites  BeispieL 
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00 


(5) 


€^^^''J(bx)dx  =    . 


a* 


—  % 


\    b^>  a'^ 


;    b^  <  a2. 


Va2  —  62 

Trennen  wir  hier  das  Reelle  vom  Imaginären,  so  ergeben  sich 
folgende  vier  Formeln: 

1 


(6) 


cos  axJ{bx)dx  •=■ 


Vfe«  —  a2 


00 


1 


sin  axJ(bx)dx  -=  0 


62  >  a2; 


00 


(7) 


l  cos  axJ{hx)dx  =  0 


CO 


sin  axJ(hx)dx  = 


1 


a2  >  //2. 


ya2  —  62 

Die  Änderung  des  Vorzeichens  von  6  hat,  da  J{x)  eine  ge- 
rade Funktion  ist,  keine  Änderung  zur  Folge.  Ändert  man  das 
Vorzeichen  von  a,  so  muß  in  der  letzten  Formel  (7)  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  kommen.  Für  a  =  6  werden  beide  Seiten  un- 
endlich. 

§82. 

Zweites  Beispiel. 

• 

Wir  betrachten  das  unbedingt  konvergente  Integral 

00  • 

(1)  %i\iaxJ{bx)  — 

0 

und  ersetzen  J{bx)  darin  durch  den  Ausdruck  §71  (9): 


n 
1 


J{bx)  =  —  I  cos  {bx  sin  o)da). 


Wir  erhalten  durch  Umkehrung  der  Integrationsfolge  für  (1) 
den  Ausdruck: 

n 

2  00 

(2)  -  .  ,     .    .  ..       .       .dx 


—  I  da)     Sin  ax  cos  (bx  sm  co)  — 


13' 
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§82. 


if 


Nun  besteht  die  Relation 
2  sin  ax  cos  (px  sin  o)  =  sin  (a  -\-  b  sin  o)  x  -{-  sin  (a  —  b  sin  co)  rc, 
woraus  man  erhält: 

dx        f   .    /,      .    ,    .      V    \  da; 
a;         f        \"      ■  '    j    X 


OD 


2  I  sin  ax  cos  (6^  sin  co)  —  =1  sinna  -|-  b  sinaj)a:  j 


00 


-(-  I  ((sin  a  —  6  sin o)rc  J 


dx 

X 


Nehmen  wir  die  Eonstanten  a  und  b  positiv  an,  so  h^^t  das 
erste  Integral  der  rechten  Seite,  da  auch  sin  cd  positiv  ist,  den 

konstanten  Wert  ^-   Dasselbe  gilt  von  dem  zweiten  Integral,  wenn 

a>-6  ist,  weil  dann  a  —  6  sino  positiv  ist.    Ist  aber  a<6,  so 

hat  das  zweite  Integral  den  Wert  -f~  7:  oder  —  ^,  je  nachdem  w 

kleiner  oder  größer  als  arc  sin  t-  ist  [§13  (6)].     Demnach  haben 
wir      « 


I  sin  ax  cos  {bx  sin  o)  —  =  9  5     <^> ^7 


=  n5    öt<6,  o<;arc  sm  r, 

=  0;     a<;6,  cö>>arc  sin  T- 
Demnach  erhält  das  Integral  (2)  den  Wert  X  wenn  a>>ft  ist, 
und  «den  Wert  %-  aresin  r-,  wenn  a<Cb  ist,  und  wir  erhalten  das 
Resultat: 


(3) 


OD 

j  sin  axJ{bx)  ^  =  |;   .     a>&, 


Fig.  36. 


a 

=  arc  sm  t-; 
0 


a<C.b, 


Die    Werte    von     arc  sin  — 

o 

schließen  sich  für  a  =  b  stetig 
b   an  die  Werte  ^  an  und  werden 

für  b  =  00  verschwindend  klein.  Betrachten  wir  das  Integral  als 
Funktion  der  positiven  Variablen  6,  so  wird  diese  Funktion  durch 
die  in  Fig.  36  dargestellte  Kurve  anschaulich  gemacht. 
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Wir  wollen  endlich  noch  das  folgende  Beispiel  anführen: 
Es  ist  nach  §  71  (9) 

n 
2 

2  f 
(4)  J{x)  =  -  I  cos {x sin  oj) dco. 

0 

Bedeutet  also  /}  eine  beliebige  positive  Größe,  so  ist,  wie  sich 
durch  Umkehrung  der  Integrationsfolge  ergibt: 

n 

00.  2  00    /        . 

(J{»x)da 2  f  ^      C cos  (ux  sin  co) da 

J     a2  4./}2    -  ^]  ^^  J  «2  +  ^2 

0  0  0 

* 

Hierin  läßt  sich  das  Integral  nach  a  mittels  der  Formel  §  20  (3) 
ausführen,  und  man  erhält 


TT 

00  2 


.0  .       0     o 

§  83. 

Darstellung  willkürlicher  Funktionen   durch  v 

Besselsche  Funktionen. 

Wenn  wir  in  der  Formel  II  (§  73)  w  =  Ö  nehmen  -und  nach 
§72  (6)  Ji{x)  =  —J'{x)  setzen,  so  folgt  > 

0 

und  die  Formel  §  73,  IV.  ergibt: 
1 

(2)  2k{x  J{a  xydx=—  J(a)  J'  («)  —  a  J(a)  J"  (a)  +  a  J'  (a)2, 

0  . 

wofür  man  mit  Benutzung  der  Differentialgleichung  §72  (13)  auch 

setzen  kann: 

1 

(3)  [xJ{axydx  =  ^[J((^y  +  e7'(a)a]. 

0 

Besonders  einfach    und  wichtig  werden   diese   Gleichungen, 

wenn  a  und  ß  zwei  Wurzeln  von  einer  der  beiden  Gleichungen 

(4)  J(x)  =  0 
oder 


198  Achter  Abschnitt.  §  8a. 

(5)  J'(x)  =  0 

sind.    Wenn  dann  a  von  ß  verschieden  ist,  so  ist 

1 

(6)  \xJ(ax)J(ßx)dx  =  0 

und  1  ^ 

(7)  {xJ(axydx  =  ^ J' (a)2    oder  ^  J{uy , 

0 

je  nachdem  a  eine  Wurzel  von  (4)  oder  von  (5)  ist.  Mittels  dieser 
Resultate  können  wir  eine  willkürliche  Funktion  f{x)  von  x^  die 
in  dem  Intervall  von  0  bis  1  gegeben  ist,  durch  eine  Reihe  dar- 
stellen, die  nach  Boss  eischen  Funktionen  fortschreitet,  und  die 
den  Fourierschen  Reihen  analog  ist.  Es  fehlt  freilich  noch  der 
Beweis,  da£  diese  Entwickelung  allgemein  möglich  ist;  aber  die 
Möglichkeit  der  Entwickelung  vorausgesetzt,  erhält  man  die  Form 
der  Entwickelung. 

Lassen  wir  a  die  der  Größe  nach  geordneten  positiven  Wurzeln 
der  Gleichung  (4)  durchlaufen  und  setzen 


a 


(8)  fix)  =  2  ^<.«'(«^). 

SO  erhält  man,  wenn  man  (8)  mit  J(ßx)xdx  multipliziert  und 
integriert,  worin  ß  irgend  eine  bestimmte  dieser  Wurzeln  bedeutet, 
nach  (6)  und  (7)  ' 

(9)  AßJ'(ßy  =  2{f(x)J(ßx)xdx    . 

0 

oder,  wenn  ß  in  (8)  die  ebenso  geordneten  Wurzeln  von  (5)  sind 

(10)  ÄßJißY  =  2{f{x)J{ßx)xdx. 

0 

Setzen  wir  in  der  Formel  (1)  /}  ==  0,  so  ergibt  sich,  wenn  a 
eine  positive  Wurzel  der  Gleichung  (5)  ist 


1 


(11)  \xJ(ax)dx  =  0. 

0 

Daraus  geht  hervor,  daß  die  Formel  (8)  für  diesen  Fall  nur 
anwendbar  ist,  wenn 


1 

{f(x)xdx  =  0 

0 
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ist.    Ist  diese  Bedingung  aber  nicht  erfüllt,  so  setze  man 


a 


(12)  f(x)  =  ^p  +  2  -^«^(«^) 

und  erhält 

1 

(13)  ^0  =  2{f{x)xdx, 

0 

während  die  übrigen  Aa  nach  wie  vor  durch  die  Formel  (10)  be- 
stimmt sind. 

Durch  einen  Grenzübergang  können  wir  aus  (9)  [oder  auch  aus 
(10)]  eine  Formel  ableiten,  die  dem  F  o u r  i  ersehen  Integral  analog  ist. 

Zu  diesem  Zweck  schreiben  wir  unter  der  Voraussetzung  von 
(9)  die  Formel  (8)  zunächst  so: 

0 
Um  nun  das  Intervall  von  0  bis   1   beliebig    auszudehnen^ 
setzen  wir  x/h  und  X/h  an  Stelle  von  x  und  A   und  erhalten, 
wenn  wir  f(x/h)  wieder  mit  f(x)  bezeichnen: 

fC)  =  ±  ^  JV(')-'(t)'^(x)""' 

0 

worin  f{x)  wieder  eine  willkürliche  Funktion  ist,  die  mit  h  nichts 
zu  tun  hat,  und  von  h  unabhängig  angenommen  werden  kann. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  f{x)  =  0  ist,  wenn  x  einen  ge- 
gebenen Wert  a  überschreitet,  und  setzen  h  ^  a  voraus.  Dann 
ist  auch 

(14)      /■(,)  =  2  5T^.j«'M(¥)^(x)"'- 

0 

Es  seien  nun  «i,  «3,  «8,...  die  aufeinander  folgenden  Wurzeln 
von  J{x).    Wir  setzen 

(15)  a„  =  ÄJ»,        *  ^^  r 
und  erhalten  aus  (14) 

a 

(16)  fix)  =  2  „,^j,^Q^^^y  I  f(i.)J(i,x)J{^.K)UL 

Lassen  wir  nun  h  uabi^renzt  wachsen,  so  wird  ö  unendlich 
klein;  es  hat  daher  eine  beliebige  endliche  Anzahl  von  Anfangs- 
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gliedern  der  Reihe  (16)  auf  das  Ergebnis  keinen  Einfluß,  und  wir 
begehen  keinen  merklichen  Fehler,  wenn  wir  A  |, = ocy  unendlich  groß 
werden  lassen.   Es  ist  aber  näherungsweise  für  große  x  [§79  (16)] 

(17)  Jix)  =  |/A  C08  {x  - 1),  J'(x)  =-}/^8in(^  -  f), 
und  es  ist  also  für  unendlich  große  v 

worin  n  eine  unendlich  große  ungerade  Zahl  ist,  die  um  2  wächst, 
wenn  v  um  1  wächst  Hiemach  ergibt  sich  aus  (15)  für  ein  un- 
endlich großes  V 

und  folglich  nach  (17) 

nhJ'ih^.y  =  |-  sin»  (a,  -  j)  =  |, 


also 


0 

und  der  Grenzwert  dieser  Summe  ist  das  bestimmte  Integral 


00  a 


(18)  f{x)  =  f  J(| ^) I d I  i  fik)  J(i X)XdL 

0  0 

Wenn  die  Funktion  f  es  gestattet,  können  wir  a  hier  ins  Unend- 
liche wachsen  lassen  und  erhalten  die  dem  Fourierschen  Lehr- 
satz  ganz  analoge  Formel 

OD  OD 

(19)  fix)  =  1  J-(|a;)|d|  I  fiX)Ji^i.)XdX. 

0  0 

Die  Begründung  dieser  Formel,  wie  wir  sie  hier  gegeben 
haben,  ist  nicht  streng.  Ein  strenger  Beweis  ist  von  P.  du  Bois- 
R  e  7  m  0  n  d  gegeben  i). 

§84. 

Weitere    Darstellung    willkürlicher    Funktionen    durch 

Besselsche  Funktionen. 

Eine  andere  Darstellung  einer  willkürlichen  Funktion  von  x 
durch  eine  Besselsche  Funktion,  die  ich  einer  Mitteilung  von 
M.  Hafen  in  Wien  verdanke,  ergibt  sicl^  auf  folgendem  Wege. 

^)  Mathematische  Annalen,  Bd.  IV. 
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Es  sei  F(r)  eine  zwischen  den  Werten  0  <  r  <  a  gegebene 
Funktion,  die  den  allgemeinen  Bedingungen"  des  Fourierschen 
Satzes  genügt  (§  18)  und  es  soll  die  Funktion  /*(g)  in  dem  Inter- 
vall von  0  bis  a  so  bestimmt  werden,  daß 


00 


(1)  J'<r)=|*r(Ar)dA|co8(A|)/(|)d| 

0  0 

wird. 

Wenn  man  die  Integrationsfolge  vertauscht,  so  folgt 


a  OD 


(1  a)  F{r)  =  f  f{i)di  \j{Xr)  cos (A|)  d A 

,0  0 

und  daraus,  so  lange  r  <^  a  ist,  nach  §  81  (6),  (7): 


r 


0     ' 

während  sich  für  r  >  a  ergibt 


a 


(3)  F(r)  =  {md^ 

Aus  der  ersten  dieser  Formeln   läßt  sich  die  Funktion  f{x) 
folgendermaßen  durch  F(x)  bestimmen.    Man  bilde  nach  (3) 

oder  durch  Vertauschung  der  Integrationsfolge: 


und  indem  man  das  Integral  nach  ^  durch  die  Substitution 

U2   == 


_5i-l' 


ausführt: 

0     '  '  0 

woraus  durch  Differentiation 
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0  <  r  <  a. 


0 

Die  Funktion  fif)  ist  ihrer  Natur  nach  nur  in  den  Grenzen 
0  <  ^  <C  «  bestimmt,  und  folglich  kann  die  Funktion  F(r)  auch 
nur  in  diesen  Grenzen  willkürlich  gegeben  sein.  Durch  die 
Formel  (3)  ist  sie  dann  außerhalb  dieses  Intervalls  bestimmt 

Es  läßt  sich  aber  noch  eine  allgemeine  Folgerung  auch  für 
T  ^  a  ziehen. 

Wir  betrachten  die  Funktion 


OD 


(6)  g)(r,  ;?)  =  [e-'^J^(Ar)dA  [cos(i^ö/*(|)dS. 

0  0 

Diese   Funktion  läßt  sich  für  positive  z^  wie  in   §  81,  be- 
stimmen und  ergibt  sich  als  der  reelle  Teil  von 


a 


9  +  *>  = 


/•ß)dS 


V 

Differenziieren  wir  nach  ^,  so  folgt: 

(7)     1^  +  .•  |3^  =  -  f     m(^-^i^)    ^  dl. 

um  den  reellen  und  imaginären  Teil  zu  trennen,  setzen  wir, 
wie  in  §  81: 

;gr2  _|_  y.2   _  |9    =    ^    C08Ö, 

mit  positivem  ^,  und  erhalten 


a 


3  0\  d| 


io)    |f=-HH¥+i.i.y) 


Hierin  können  wir  unter  dem  Integralzeichen  zur  Grenze  z  =  0 
übergehen,  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  daß  r  >  a  ist,  weil 
sonst  in  den  Integrationsgrenzen  ^  =  0  wüyde.  Ist  aber  r  >>  a, 
folglich  r  >  I,  so  nähert  sich  ö  der  Grenze  Null  und  wir  erhalten 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Funktion  (p(r,z)  nach  der 
Differentialgleichung  für  die  Besselsche  Funktion  J  [§  76  (1)]. 
der  partiellen  Differentialgleichung 
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(10)  ^4.JL^  4_»!^  =  o 

^  ^  ar2  ^  r  ör   ^  d£:^ 

genügt 

§85. 

Die  allgemeine  Besselsche  Differentialgleichung. 

Der  Differentialgleichung  (12),  §  72  kann  man,  wenn  man 
4^  statt  J  und  ft  statt  n  schreibt,  die  Form  geben 

und  man  kann  nach  dem  allgemeinen  Integral  dieser  Differential- 
gleichung, auch  für  nicht  ganzzahlige  ft,  firagen.  Um  diese  zu 
finden,  setzt  man  versuchsweise  eine  Reihenentwickelung  an: 


OP 

*=0 

00 


v  =  0 

und  di^  Gleichung  (1)  ist  befriedigt,  wenn 

OP  OD 

(2)     2  [(«  +  2  vy  —  ft«]  C'.x«  +a»-»  4-  2  C, ««  + "'  =  0 

ist. 

Die  niedrigste  Potenz  von  ^,  die  in  diesen  Reihen  vorkommt, 
die  dem  Wert  i'  =  0  entspricht,  hat  den  Koeffizienten  «^  —  ft«, 
und  dieser  Koeffizient  muß  also  verschwinden,  d.  h.  es  muß  * 

sein.    Dann  kann  man  aber  die  Reihe  (2)  auch  so  schreiben: 


00 


2  [*v(±/t  +  v)  C,  +  a_i]ict''  +  «— »  =  0, 


»=1 


und  es  ergibt  sich 


woraus,  wenn  Co  =  1  angenommen  wird: 

(—  1)' 
^^  ~  2^'  1.2  ...  v,(±ii  +  1)  (±/*  -+-  2)  ...  (±11  -^v\ 

Demnach  folgt: 
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■   (-  ')■  (I)" 

^   ^  ^  1.2...r(±5^  +  l)(±^  +  2)...(+/i  +  t/) 

und  man  erhält  also,  wenn  man  das  obere  oder  das  untere 
Zeichen  nimmt,  zwei  partikulare  Integrale  der  Differential- 
gleichung (1).  Diese  Reihen  konvergieren  beide,  und  nur  in  dem 
Falle,  wenn  ft  «ine  ganze  Zahl  ist,  versagt  die  dem  negativen 
Wert  von  (i  entsprechende  Reihe,  in  der  dann  unendliche  Glieder 
vorkommen. 

Setzt  man  z.  B.  |x  =  n  —  -^,  so  ergibt   sich  für  das  obere 

Zeichen : 

(4)0        ^  =  X        ^    y,    c   A       o..  /o^    I    iX/o^    .    o 


n-ä 


^  2.4...2i/.(2n+l)(2n+3).(2nH-2i/— 1) 


Für  ein  ganzzahliges  fi  geht  der  Ausdruck  (3),  abgesehen  von 
einem  konstanten  Faktor  in 

über,  in  Übereinstimmung  mit  §  71  (3),  und  diese  Funktion  ge- 
nügt auch  für  ein  nicht  ganz^ahliges  und  selbst  negatives  (nicht 
ganzzahliges)  (i  der  Differentialgleichung  (l). 


ZWEITES  BUCH. 


GEOMETRISCHE 

UND 

MECHANISCHE  GRÜNDSÄTZE. 


Neunter  Abschnitt. 

Lineare  Infinitesimale  Deformation. 


§86. 
Drehungen,  Schraubungen  und  Richtungssysteme. 

Um  die  Anwendungen  von  partiellen  Differentialgleichungen 
auf  die  Physik  richtig  verstehen  zu  können,  sind  einige  Betrach- 
tungen kinematischer  Natur  über  die  Bewegung  der  den  Raum 
stetig  erfüllenden  Materie  vorauszuschicken. 

Um  eine  Drehung  eines  Körpers  um  eine  Achse  genau  zu 
beschreiben,  denke  man  sich  selbst  in  die  Achse  gestellt  und  be- 
zeichne die  nach  dem  Zenit  weisende  Richtung  der  Achse  als  die 
positive.  Die  Drehung  heißt  eine  Rechtsdrehung  oder  eine 
positive  Drehung,  wenn  sie  dann  vor  den  Augen  her  von 
rechts  nach  links  erfolgt,  im  entgegengesetzten  Falle  eine  Links- 
drehung oder  negative  Drehung.  Dieser  Unterschied  läßt 
sich  in  keiner  Weise  begrifflich  definieren,  sondern  nur  an  Ob- 
jekten der  Außenwelt,  zunächst  am  menschlichen  Körper,  demon- 
strieren. Die  Drehung  des  Uhrzeigers  ist  für  den  auf  dem  Ziffer- 
blatte Stehenden  eine  Linksdrehung,  Vertauscht  man  die  positive 
Achsenrichtung  mit  der  negativen,  so  ändert  sich  auch  der  Sinn 
der  Drehung. 

Wenn  sich  ein  Körper  längs  einer  Achse  verschiebt  und 
gleichzeitig  dreht,  so  vollführt  er  eine  Schfaubenbewegung 
oder  Schraubung.  Unter  den  Schraubungen  gibt  es  zwei  wesent- 
lich verschiedene  Arten,  die  als  Rechtsschraubung  und  Links- 
schraubung  unterschieden  werden.  Eine  Rechtsschraubung  ist 
die,  deren  Drehung  eine  positive  ist,  wenn  die  positive  Achsen- 
richtung in  der  Richtung  des  Fortschrittes  genommen  ist  Man 
kann  diese  Regel  der  Anschauung  und  dem  Gedächtnisse  so  ein- 
prägen : 
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Eine  ßechtsschraubung  vollführt  der  rechte  Arm? 
wenn  er  sich  ohne  Zwang  bewegt,  also  z.  B.  so,  daß  der 
rechte  Arm  vorgestoßen  wird,  und  gleichzeitig  der  Rücken  der 
Hand  von  oben  nach  außen  gedreht  wird. 

Rechtsgewunden  sind  die  meisten  im  täglichen  Leben  be- 
nutzten Schrauben,  die  Korkzieher,  die  meisten  Schneckenhäuser 
(doch  gibt  es  auch  linksgewundene). 

Wie  wir  schon  früher  (§39)  festgesetzt  haben,  bilden  drei 
von  einem  Punkte  auslaufende,  nicht  in  einer  Ebene  gelegene 
Richtungen,  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  1,  2,  3  genommen, 
ein  Rechtssystem  (direktes  oder  positives  System),  wenn  jede 
von  ihnen  in  die  folgende  übergeht  durch  eine  positive  Drehung 
von  weniger  als  180^  um  die  dritte.  Hierbei  ist  1  wieder  auf  3 
folgend  anzunehmen.  Es  gibt  nur  noch  einen  zweiten  Fall,  näm- 
lich den,  daß  jede  in  die  folgende  durch  eine  negative  Drehung 
übergeht.  Ein  solches  System  heißt  dann  ein  Linkssystem 
(indirektes  oder  negatives  System).  Man  erhält  ein  Rechts - 
System,  wenn  man  die  drei  ersten  Finger  1,  2,  3  (Daumen, 
Zeigefinger,  Mittelfinger)  der  rechten  Hand  ohne  Zwang 
ausstreckt,  während  man  die  beiden  letzten  Finger 
einschlägt. 

Wenn  wir  die  Punkte  des  Raumes  zur  analytischen  Dar- 
stellung auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  beziehen,  so 
werden  wir,  wenn  nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  hervor- 
gehoben ist,  immer  annehmen,  daß  die  Koordinatenachsen  in  der 
Reihenfolge  x^  y^  z  ein  Rechtssystem  bilden. 

§87. 

Lineare  Deformation. 

Wir  denken  uns  nun  eine  einen  Raumteil  stetig  erfüllende 
Substanz,  deren  Teile  beweglich  sind,  aus  einer  Lage  in  eine 
andere  gebracht.  Ein  Punkt  m  dieser  Substanz,  der  vor  der 
Verschiebung  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x^  y^  z  hat,  möge 
durch  die  Verschiebung  in  die  durch  die  Koordinaten  X,  F,  Z 
bestimmte  Lage  übergegangen  sein.  Wenn  dann  zwischen  den 
ursprünglichen  und  den  veränderten  Koordinaten  von  m  eine 
Beziehung  der  folgenden  Forpa  besteht: 

X  =7  a  -)-  «lic  -f-  a^y  -\-  a^z^    . 
(1)  r  =  ^  +  Aa;+-^,y  +  /38«, 


I 
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worin  die  Koeffizienten  a,  ^,  ...  7^3  ^^^  ^)  V^  ^  unabhängig  sind,  so 
wollen  wir  die  hierdurch  ausgedrückte  Veränderung  des  Systems 
eine  lineare  Deformation  nennen.  Sie  ist  dadurch  ausgezeichnet, 
daß  Punkte,  die  ursprünglich  auf  einer  Geraden,  auf  einer  Ebene, 
auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  usw.  liegen,  auch  nach  ein- 
getretener Deformation  auf  einem  Gebilde  derselben  Art  liegen. 
Setzen  wir  noch 

x'  =  X  —  a,       y'=  Y  —  ß,       ^'  =  Z  —  y, 
so  ergeben  die  Gleichungen  (1): 

(2)  ^  =  ßiOo  +  ßty  +  ß,^, 

und  x'  y'  ^  sind  die  relativen  Koordinaten  des  Punktes  m  nach 
eingetretener  Verschiebung,  bezogen  auf  den  Punkt,  der  im 
ursprünglichen  Zustande  im  Koordinatenanfangspunkte  lag.  Wir 
betrachten  jetzt  aber  nur  unendlich  kleine  oder,  wie  wir  auch 
sagen,  infinitesimale  Deformationen,  d.  h.  wir  sehen 

rr'  —  ar,      y'  —  y,      z'  —  z 
und  folglich 

«1    —    1»        «27  «87 

yn         y%^         V3  —  1 

als  unendlich  kleine  Größen  erster  Ordnung  an  und  ver- 
nachlässigen unendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung 
gegen  die  von  niedrigerer  Ordnung. 

Denken  wir  uns  zwei  solche  Deformationen  nacheinander 
ausgeführt,  so  werden  nach  der  zweiten  die  Koordinaten  des 
Punktes  m  in  der  dritten  Lage  durch  Ausdrücke  von  der  Form 

dargestellt: 

x"  =  a'ix'  -}-  a^y'  -f-  asz\ 

(3)  y"  =  ß[x'  +  ßW  +  ßs^'. 

^"  =  y,x'  +  y',y'  -h  y'sz\ 

und  das  Ergebnis  kann  auch  durch  die  einzige  Deformation  er- 
reicht werden,  die  den  Ausdruck  hat 

x"  =  a'ix  -\-  oCiy  -\-  «s  ^, 
y"  =  ß'ix  +  ß'iy  +  ßlz, 
z"  =  r'ix  +  yiy  +  Yiz, 
wenn  , 

«1    =  «i«!    +  «2/^1   +  «8^11 

«2    =  «lag    -|-  «2/^2   +   «8^2    118W. 
Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    L    6.  Aufl.  j^^. 
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gesetzt  ist  Vernachlässigt  man  aber  unendlich  kleine  Größen 
höherer  Ordnung,  so  wird 

/^N  <  =  «1  +  «1  —  1, 

•  «2    =  «2  "h  ^»     ^SW. 

und  man  sieht,  daß  man  zu  demselben  Ergebnisse  kommt,  wenn 
man  die  beiden  Deformationen  in  umgekehrter  Ordnung  aus- 
führt. Man  kann  dies  anwenden,  um  eine  gegebene  Deformation 
in  mehrere  einfachere  zu  zerlegen. 

§88. 
Drehung. 

Unter  den  linearen  Deformationen  ist  als  Spezialfall  die 
Bewegung  eines  starren  Körpers  enthalten.  Denken  wir  uns 
nämlich  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  mit  einem  starren 
Körper  in  fester  Verbindung,  so  daß  es  die  Bewegungen  des 
Körpers  mitmachen  muß,  so  hat  ein  Punkt  m  in  bezug  auf 
dieses  Koordinatensystem  immer  dieselben  Koordinaten  x^  y^  0, 
Um  also  die  Koordinaten  od^  y\  z*  von  m  nach  eingetretener 
Verschiebung  in  dem  ursprünglichen  Koordina>ten8ysteme  zu 
finden,  hat  man  die  aus  der  analytischen  Geometrie  wohl  be- 
kannten Formeln  für  die  rechtwinklige  Koordinatentransformation 
anzuwenden,  und  es  werden  also  x\  y\  z'  durch  die  Formeln 
§  87  (2)  dargestellt,  zwischen  deren  Koeffizienten  die  Relationen 
bestehen : 

«f  +  ßi  +  r?  =  1»         «aas  +  ^2/^3  +  Y^Yz  =  0, 
(1)         al  +  ßl  +  y2  =  1^      .  «^«^  +  ß^ß^  _|_  y^y^  ^  0, 

«3^  +  ßz  +  yI  =  1»         «i«2  +  ßißi  +  Y1Y2  =  0. 
Diese  Gleichungen  gehen   aber  mit  den  erlaubten  Vernach- 
lässigungen in  folgende  über: 

«1  =  1.  ßz  +  Y%  =  0, 

/^a  =  1»  n  +  «3  =  0, 

rs  =  1,  «a  4-  ft  =  ^^ 

und  wenn  wir  also 

—^3  =  Y%=P^ 

—  yi  =  «3  =  «7 

—  «2  =  A  =  ^ 

setzen,  so  werden  die  Gleichungen,  die  eine  unendlich  kleine 
Lagenänderung  eines  starren  Körpers  ausdrücken,  nach  §  87  (2) 


§88. 


Drehung. 
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x'  =  X  —  Ty  -\-  qz^ 

(2)  1/  =  y  —pe  --\-rx, 

z'  '=  z  —  quo  -\-  py> 

Man  kann  diese  Lagenänderung  nun  wieder  in  drei  partielle 
zerlegen,  von  denen  die  eine,  die  aus  (2)  erhalten  wird,  wenn 

man  q  und  r  =  0  setzt,  so  dargestellt  ist: 

x'  =  X,       y'  =  y  —  pz,       z'  =  z  -{-  py. 

Die  Bedeutung  dieser  partiellen  Verschiebung  ist  aus  der 
beistehenden  Fig.  37  zu  ersehen.  Sie  besteht  (bei  positivem  p) 
in  einer  positiven  Drehung  mit  dem  un-      z  Fig.  37. 

endlich  kleinen  Winkel  p  um  die  ic-Achse. 
Ganz  entsprechende  Bedeutung  haben  die 
beiden  anderen  Komponenten  der  Ver- 
schiebung, die  in  Drehungen  mit  den 
Winkeln  q  und  r  um  die  Achsen  y  und 
z  bestehen. 

Bei    der    durch    (2)    ausgedrückten 
Deformation  werden  alle  Punkte  der  durch  die  Gleichungen 

(3)  X  :  y  :  z  =  p  :  q  :  r 

dargestellten  geraden  Linie  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  bleiben. 
Die  Bewegung  besteht  also  in  einer  Drehung  um  diese  gerade 
Linie  als  Achse.     Wir  setzen 

(4)  03   —   y^a  4-  g2  _|_  y2 

mit  positivem  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  und  bestimmen  die 
positive  Richtung  der  Achse  so,  daß  sie  mit  den  Koordinaten- 
achsen die  durch  die  Gleichungen 

(5)  p  =  CO  cos  a,     q  =  cn  cos  ^,      r  =  cj  cos  y 
bestimmten  Winkel  a,  ^,  y  einschließt. 

Die  Verschiebung,  die  irgend  ein  Punkt  o?,  y,  z  erlitten  hat, 
ergibt  sich  nach  (2): 

D  =  yjjry  —  qzy  +  {pz  —  rxy  +  {qx  —  pyY 

=  V(p^  +  2^  +  ^^)  "(^^  +  !/^  +  ^0  —  {P^  +  ^!/  +  ^^)^- 
Setzen  wir 

(6)  X  =  Q  cos  öf,      y  =  p  cos  6,      ^e?  =  ^  cos  c, 

9  = 
so  ist  nach  (5)  und  (6) 


^X^  +  ya  +  ;gr2. 


px-\-qy-\-rz^=(QQ  (cosa  cos  «  -\-  cos  b  cos  ß  -\-  cos  c  cos  y) 

=  CO  (>  cos  0, 

14* 
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worin  &  den  Winkel  zwischen  dem  Radius -Vektor  q  und  der 
Drehungsachse  bedeutet,  und  es  ergibt  sich: 

(7)  D  =  CO  9  sin  0  =  orf, 

wenn  d  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  a?,  y,  js  von  der 
Drehungsachse  bedeutet.  Demnach  ist  o  der  unendlich  kleine 
Winkel,  um  den  sich  das  System  gedreht  hat,  und  die  Drehung 
um  die  Achse  hat  den  positiven  Sinn,  wie  man  erkennt,  wenn 
man  die  Drehungsachse  mit  der  ^-Achse  zusammenfallen  läßt. 

§89. 
Dehnung. 

Wir  wollen  unter  einer  Dehnung  eine  solche  Deformation 
verstehen,  bei  der  drei  aufeinander  rechtwinklige  Rich- 
tungen ungeändert  geblieben  sind.  Um  eine  solche  De- 
formation analytisch  darzustellen,  nehmen  wir  zunächst  ein  spe- 
zielles Koordinatensystem  |,  i;,  £;,  dessen  drei  Achsen  mit  den  als 
unveränderlich  vorausgesetzten  Richtungen  zusammenfallen.  Dann 
geben  die  Gleichungen  §  87,  (2): 

(1)  r  =  A|,        V'  =  M.        t'  =  vt, 

worin  A— 1,/[a  —  1,  v  —  1  die  Zunahmen  der  Längeneinheit 
in  den  drei  Achsenrichtungen  und  also  unendlich  kleine  Größen 
erster  Ordnung  sind.  Nun  kehren  wir  zu  dem  ursprüuglichen 
Koordinatensysteme  a;,  y,  0  zurück  und  drücken  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  Koordinaten  |,  ly,  g  und  x,  .y,  js  durch  die 
Formeln  aus: 

^  =  «11  +  %^  +  eist,      t  =  ciiO^  -\-  hy  +  ^1^1 

(2)  y  =  b^^  +  bm  4-  ht^      ri  =  a^x  4-  hv  +  Cg^-, 

^  =  Cil  +  c^n  +  C3&,     S  =  «8^  +  b^y  +  ^8-3^? 

und  derselbe  Zusammenhang  besteht  zwischen  den  Koordinaten 
x\  y\  z'  und  |',  iy',  g'.  Hierin  genügen  die  Koeffizienten  a,  6,  c 
den  Bedingungen  für  die  orthogonale  Koordinatentransformation 
[§  88,  (1)]. 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  aber 

x'  =  aiA|  +  ajfti?  4-  asvg, 

y'  =  iiH  +  hi^n  4-  hv^, 

z'  =  CiA|  4-  c<iiiri  +  Cgvg, 
und  daraus'  mit  Benutzung  des  zweiten  Systemes  (2) 


§  89.  Dehnung.  213 

x'  =  ax  ~\-  y'y  -f-  ß'0y 

(3)  t/'  ==  y'x  +  ^J/  +  «'^1 

y  =  ß'x  -|-  a'y  -f-  yjgr, 

worin 

(4)  /5  =  b^X^-b^ii-i-h^i',        ß'  =  CiaiA-i-Cgaaft  +  Cgagi/, 

Hierin  sind,  obwohl  die  ai,  tj,  ...  endliche  Größen  sind, 
«  -  1,   ^  -  1,   y  -  1,        «',  ^',  / 
unendlich  kleine  Größen  erster  Ordnung,  die  für  Xr=  ii  =  v  =  1 
in  Null  übergehen. 

Der  wesentliche  Unterschied  der  Formeln  (3)  gegenüber  den 
allgemeinen  Formeln  §  87,  (2)  besteht  darin,  daß  hier  die  an 
symmetrischen  Stellen  stehenden  Koeffizienten  «',  ß'  y'  paarweise 
gleich  sind,  d.  h.  der  Koeffizient  von  y  in  x'  gleich  dem  von  x 
in  y*  usf. 

Es  ist  aber  noch  nachzuweisen,  daß  diese  Form  der  Glei- 
chungen (3)  genügt,  um  eine  reine  Dehnung  auszudrücken.  Um 
diesen  Nachweis  ohne  zu  große  Rechnung  zu  führen,  benutzen 
wir  eine  Funktion  zweiten  Grades: 

(5)  f{x,  y,  js)  =  ax^  +  ßy^  +  y^2  ^  2  a'y ^  +  2  ^'^^  +  2  y'xy, 
durch  die  die  Formeln  (3)  so  dargestellt  werden  können: 

(6)  x'  =  ^f'(x),      tj'  =  jr(y),       /=!/•' (4 

wenn  f'(x)^  f{y\  f'(^)  die  Derivierten  von  f(x^  y^  is)  bedeuten. 
Wird  nun    durch    ein   Formelsystem  (2)    irgend    ein   neues 
Koordinatensystem  |,  i;,  t,  eingeführt,  so  geht  f{x^  y,  z)  in  eine 
ganz  ähnliche  Funktion  über: 

(7)  fix,  y,0)  =  ff  (I,  n.  l\ 

und  man  erhält  durch  Differentiation  dieser  identischen  Gleichung 
nach  I,  1?,  £;: 

(8)     r  =  |<p'(i),    V  =  ^<p'W,    r  =  j<P'(5), 

d.  h.  die  charakteristische  Form  der  Ausdrücke  (3)  geht 
durch  beliebige  rechtwinklige  Koordinatentransforma- 
tion nicht  verloren.  Nun  kann  man,  wie  aus  der  Theorie 
der  Flächen  zweiten  Grades  bekannt  ist,  das  Koordinatensystem 
ausnahmslos  so  bestimmen,  daß  g?(|,  i?,  5)  die  Form  erhält: 
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(Man  hat  nur  die  Hauptachsen  der  Fläehe  zweiten  Grades  /*  =  1 
als  Achsen  der  |,  i?,  S  zu  wählen),  und  dadurch  gehen  die 
Formeln  (8)  geradezu  in  die  Formeln  (1)  über,  die  der  Ausdruck 
für  eine  Dehnung  sind. 

Die  Massenpunkte,  die  im  ursprünglichen  Zustande  in  einer 
Kugel  mit  dem  Radius  {  liegen,  also  der  Bedingung 

(9)  |2  _^  ^2  _^  g2  ^   12 

genügen,  erfüllen  nach  eingetretener  Deformation  ein  EUipsoid 

fc'2  Yl'^  f'2 

(1«)  fe  +  ^  +  l^^^'- 

Die  Volumina  K  und  E  dieser  beiden  Körper  sind 

und  folglich  ist 

E—K       ^  ^ 

J  =  — ^ —  ==  Xiiv  —  1, 

oder  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen 

(11)  z/  =  (A  — 1) +  (/[*  — l)  +  (i/—l)  =  k  -f-^-f- v_3. 

Diese  Größe,  die  das  Verhältnis  der  Volumenzunahme  zum 
ursprünglichen  Volumen  ausdrückt,  wird  die  räumliche  Dila- 
tation genannt.  Nach  den  ersten  drei  Gleichungen  (4)  erhalten 
wir  dafür  auch  den  Ausdruck 

(12)  ^  =  a  +  ^4-y_3, 
der  für  jedes  beliebige  Koordinatensystem  gilt. 

§90. 

Die  allgemeine  infinitesimale  lineare  Deformation. 

Die  allgemeine  infinitesimale  lineare  Deformation,  die  wir, 
wie  in  §  87,  durch  die  Formeln  ausdrücken: 

(1)  y' =  ßix -{- ß,y  +  ßs^. 

läßt  sich  nun  immer  darstellen  als  das  Ergebnis  der  Zusammen- 
setzung einer  Drehung  mit  einer  Dehnung.  Sind  diese  beiden 
letzten  in  der  Form  angenommen: 

x'  =  X  —  ry  -{-  q^^ 
(2)  y'  =  y  —  p^  ^  rx, 
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x'  =  ax  -^  y*y  +  ß'0^ 
(3)  y'  =  yoo-^  ßy  ^  a'0, 

z'  =  ß'x  4-  a*y  -\-  yz, 

80  ergibt  sich  aus  ihnen  nach  der  durch  §  87,  (4)  ausgedrückten 
Regel  der  Zusammensetzung  die  Deformation  (1),  wenn  wir  setzen : 

«1  =  a,       /38  =  a'  —  i),      ya  =  «'  +  p, 

ys  =  yi     «a  =  y'  —  ^,     /^i  =  r'  +  ^^ 

und  daraus 

1  1    •  1 

i>  =  -9  (ya— ft),    2=9-  («3— yi),    ^  =  9-  (/3i— ««X 

(5)  ^  ^  ^ 

«'  =  y  (ya  +  ft),    ^'  =  I  («3  +  yi),.   /  =  ^  (ft +  «a), 

und  da  bei  der  Rotation  (2)  eiue  Volumänderung  nicht  eintritt, 
so  ist  auch  hier  die  räumliche  Dilatation 

(6)  z^  =  «  +  ^  4-  y  _  3  =  a,  +  ft  +  ys  -  3, 

d.  h.  gleich  der  Summe  der  um  1   verminderten  Diagonalkoeffi- 
zienten 1). 

*)  Vgl.    Dirichlet,    Untersuch uDgen   über    ein    Problem    der   Hydro- 
dynamik, §3.     Dirichlets  Werke,  Bd.  2,  S.  277. 
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Vektoren. 


§91. 
Felder,  Skalare  und  Vektoren. 

Die  Physik  hat  es  nicht  nur  mit  dem  absoluten  Räume  der 
Geometrie  zu  tun,  sondern  mit  dem  mit  Materie  erfüllten  ßaume, 
oder,  allgemeiner  zu  reden,  mit  einem  Räume,  dem  in  jedem 
Punkte  gewisse  Eigenschaften  zukommen.  Ein  begrenzter  oder 
unbegrenzter  Raum,  der  in  jedem  seiner  Punkte  der  Träger  einer 
wohl  definierten  Eigenschaft  ist,  heißt  ein  Feld.  So  spricht  man 
von  einem  Temperaturfelde,  einem  Geschwindigkeitsfelde,  einem 
Kraftfelde  usf.,  und  es  hat  dabei  auch  keine  Schwierigkeit,  an- 
zunehmen, daß  sich  mehrere  Felder  verschiedener  oder  auch  der- 
selben Qualität  überdecken,  d.  h.  gleichzeitig  denselben  geo- 
metrischen Raum  einnehmen. 

Die  Qualitäten,  die  zur  Definition  eines  Feldes  dienen,  können 
von  zweierlei  Art  sein.  Im  einfachsten  Falle  ist  es  eine  bloße 
Ortsfunktion,  die  sich  von  Punkt  zu  Punkt,  stetig  oder  unstetig, 
ändert,  auch  in  einem  Raumstücke  konstant  sein  kann,  wie  etwa 
die  Temperatur,  die  Dichtigkeit,  die  Konzentration  einer  Lösung, 
und  vieles  andere.  Solche  Ortsfunktionen  werden  Skalare  oder 
skalare  Größen  und  die  entsprechenden  Felder  skalare  Felder 
genannt. 

Die  Eigenschaft  des  Feldes  kann  aber  auch  eine  Ortsfunktion 
sein,  mit  der  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Richtung  ver- 
bunden ist.  Solche  Eigenschaften  heißen  Vektoren  oder  Vektor- 
größen. Dahin  gehören  als  erste  Beispiele  Geschwindigkeiten 
und  Kräfte.  In  jeder  Vektorgröße  ist  eine  skalare  Größe  ent- 
halten, nämlich  eben  die  Ortsfünktion,  die  man  erhält,  wenn  man 
von  der  Richtung  absieht. 
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Dieser  Skalar  wird  die  absolute  Größe  oder  der  Betrag 
des  Vektors  genannt. 

Die  zu  dem  Vektor  gehörige  Richtung  nennen  wir  auch  die 
Vektorachse. 

Zur  Veransohaulichung  denke  man  sich  den  in  einem  Punkte 
vorhandenen  Vektor  durch  eine  Strecke  dargestellt,  die  in  der 
Richtung  des  Vektors  aufgetragen  ist  und  eine  dem  Betrage 
gleiche  (oder  proportionale)  Länge  hat.  Es  geht  dann  durch 
jeden  Punkt  eines  Vektorfeldes  eine  gerichtete  und  begrenzte 
Strecke,  die  ein  Bild  der  Vektorgröße  ist,  aber  auch  selbständig 
als  Vektorgröße  betrachtet  werden  kann.  Wir  bezeichnen  diese 
so  definierten  Strecken  in  der  Folge  gleichfalls  als  Vektoren. 

Ein  unter  allen  Umständen  getreues  Bild  eines  Vektorfeldes, 
das  zugleich  eine  der  wichtigsten  Anwendungen  dieses  Begriiffes 
bietet,  erhält  man,  wenn  man  sich,  wie  im  vorigen  Abschnitte, 
einen  Raum  mit  einer  Materie  erfüllt  denkt,  deren  Teile  beweg- 
lich sind,  etwa  wie  bei  einer  Flüssigkeit,  einer  zähen  Masse  oder 
einem  elastischen  Körper.  Ist  diese  Materie  in  Bewegung,  so 
kommt  in  einem  bestimmten  Augenblicke  jedem  ihrer  Punkte 
eine  nach  Richtung  und  Größe  bestimmte  Geschwindigkeit  zu. 
Oft  ist  es  aber  zweckmäßiger,  nicht  sowohl  die  Geschwindigkeit 
selbst,  als  den  von  einem  Punkte  der  angenommenen  Materie  in 
einem  unendlich  kleinen  Zeitelemente  dt  durchlaufenen,  als  gerad- 
linig zu  betrachtenden,  unendlich  kleinen  Weg  als  Bild  des  Vek- 
tors zu  betrachten.  Wir  wollen  diesen  Vektor  kurz  die  Ver- 
rückung nennen.  Seine  absolute  Größe  ist  zwar  unendlich  klein, 
steht  aber  zu  der  willkürlich  angenommenen  unendlich  kleinen 
Zeit  dt  in  einem  endlichen  Verhältnisse.  Man  erhält  für  den 
Vektor  selbst  eine  endliche  Zahl,  wenn  man  dt  =  l  setzt,  also 
darunter  die  Verrückung  in  der  unendlich  kleinen  Zeit- 
einheit versteht. 

Zur  Bezeichnung  von  Vektoren  bedienepi  wir  uns  vorzugs- 
weise der  Buchstaben  des  großen  deutschen  Alphabets. 

Ein  Vektor  91  hat  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Rich- 
tung k  und  bildet  also  mit  irgend  einer  anderen  Richtung  l 
einen  bestimmten  Winkel,  der  zwischen  0®  und  180®  gelegen  ist. 
Die  rechtwinklige  Projektion  von  9t  auf  l  heißt  die  Komponente 
des  Vektors  nach  der  Richtung  l,  Ist  Ä  der  absolute  Wert 
von  91  und  (?,  X)  der  Winkel  der  beiden  Richtungen  Z,  A,  so  ist 
(1)  Ai  =  Ä  cos  (/,  A) 
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das  Maß  für  diese  Projektion,  das  also  positiv  oder  negativ  ist, 
je  nachdem  der  Winkel  (J,  A)  spitz  oder  stumpf  ist. 

Die  Punkte  eines  Feldes  werden  analytisch  durch  ihre  auf  ein 
rechtwinkliges  Achsensystem  bezogenen  Koordinaten  x^  i/,  ^  bestimmt. 

Ein  Vektor  31  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  seine  Kom- 
ponenten nach  den  drei  Koordinatenachsen  gegeben  sind.  Sind 
diese  Komponenten  Ax^  Ay,  Ag,  so  ist 

(2)  A  =  )lAl-i-AS-{-Al 

der  Betrag, 

A  A  A 

(3)  cos  (A,  a;)  =  -j ,    cos  (A,  y)  =  ^,    cos  (A,  ^)  =  ^ 

sind  die  Richtungskosinusse  des   Vektors,  und  nach  (1)   ist 

(4)  Ai  =  AxCosQ^x)  -\-  AyGOsQ^y)  -f-  ^^  cos (Z, ^sf). 

Bei  einer  Parallelverschiebung  des  Koordinatensystems  bleiben 
die  Vektorkomponenten  ungeändert.  Dreht  man  aber  das  Koordi- 
natensystem mit  Festhaltung  des  Anfangspunktes,  so  hängen  die 
neuen  Vektorkomponenten  mit  den  alten  durch  dieselben  Formeln 
zusammen,  wie  die  neuen  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
mit  den  alten. 

Die  Resultante  zweier  von  einem  Punkte  auslaufenden 
Vektoren  31,  S3  ist  nach  Größe  und  Richtung  die  Diagonale  6 
des  aus  91  und  S3  zu  konstruierenden  Parallelogramms,  und  ebenso 
kann  man  die  Resultante  von  drei  und  mehr  Vektoren  bilden. 
Jeder  Vektor  ist  die  Resultante  seiner  drei  Komponenten. 

Sind  Ax^  Ay^  A^  und  Bx,  By^  Bg  die  Komponenten  von  9t 
und  S,  so  sind  nach  dieser  Definition 

(5)  Ax  +  Bx,    Ay-i-By,    Ag-^Bg 

die  Komponenten  der  Resultante  von  91  und  S.  Man  nennt  diese 
Resultante  fö  von  91  und  S3  auch  die  Summe  der  beiden  Vek- 
toren und  setzt  in  symbolischer  Bezeichnung 

(6)  6  =  9i  +  S3. 

Die  Bedeutung  einer  Summe  aus  mehr  als  zwei  Vektoren  ist 
hiernach  von  selbst  klar,  und  man  sieht,  daß  diese  Summe  von 
der  Reihenfolge  der  Summanden  unabhängig  ist.  Diese  Zusammen- 
setzung von  Vektoren  wird  auch  Vektor-Addition  genannt. 

Wenn  die  Achse  eines  Vektors  91  ungeändert  bleibt,  sein 
absoluter  Wert  A  aber  in  ^-4  verwandelt  wird,  worin  q  irgend 
eine  positive  Funktion  des  Ortes  sein  kann,  so  entsteht  ein  neuer 
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Vektor,  der  mit  ^91  bezeichnet  wird.  Unter  —  91  verstehen  wir 
einen  Vektor,  der  denselben  absoluten  Wert,  aber  entgegen- 
gesetzte Richtung  wie  91  hat. 

Ein  Vektor,  dessen  absolute  Größe  gleich  Null  ist,  hat  keine 
bestimmte  Richtung.  Ein  solcher  Vektor  ist  die  Resultante  zweier 
gleichen  und  entgegengesetzten  Vektoren,  91  —  91,  und  wird  mit  0 
bezeichnet. 

Das  Produkt  zweier  Vektoren  kommt  in  der  Vektorrechnung 
in  zweifacher  Bedeutung  vor. 

Unter  dem  skalaren  Produkt  (oder  dem  inneren  Produkt) 
zweier  Vektoren  91,  SB,  deren  Komponenten 

-^«1    -^yi    -^z]       J^X'i    J^yt    -t>t 

sind,  versteht  man  die  Größe 

(7)  (9133)  =  A^B^  +  AyBy  +  A,B,  =  AB  cos  (91,  SB). 

Die  geometrische  Bedeutung  ist  die :  Es  ist  (91 33)  gleich  dem 
Produkt  der  absoluten  Werte  AB^  multipliziert  mit  dem  Kosinus 
des  Winkels  der  beiden  Achsen.  Hierbei  gilt  das  kommutative  Gesetz 

{%  33)  =  (33  91), 
und  der  Wert  von  (9133)  ist  vom  Koordinatensystem  unabhängig. 

Unter  dem  Vektorprodukt  (oder  dem  äußeren  Produkt)  ver- 
steht man  einen  aus  91,  33  abgeleiteten  Vektor  6  =  [91,  33],  dessen 
Komponenten  (;^  =  AyB,  -  A,  By, 

(8)  Cy  =  A,B,  —  A,B,, 

L/g     ^^    ^x  -^y    ~~~   Ay  JLJx 

sind.    Diese  Multiplikation  ist  nicht  kommutativ,  sondern  es  ist 

[?l,  gS]  =  -  [33,  !]. 
Die  Achse  des  Vektors  6  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  von 
91  und  33,  und  zwar  so,  daß  91,  33,  6  ein  Rechtssystem   bilden. 
Der  absolute  Wert  von  6  ist 

(9)  C  =  AB  sin  (91 33). 

§  92. 

Darstellung  eines  Vektors  durch  eine  lineare 

infinitesimale  Deformation. 

Wir  veranschaulichen  nun  die  in  der  Vektortheorie  auf- 
tretenden Größen  durch  die  schon  im  vorigen  Paragraphen  er- 
wähnten Verrückungen  einer  Materie.  Wir  setzen  dabei  aber 
jetzt  die  Vektorkomponenten  als  stetige  und  differentiierbare 
Funktionen  der  Koordinaten  rr,  y,  z  eines  Feldpunktes  voraus. 
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Wir  verstehen  unter  der  Umgebung  eines  Feldpunktes  m 
den  Inbegriff  aller  Punkte  m',  deren  Entfernung  von  m  eine  un- 
endlich kleine  Größe  s  nicht  übersteigt,  wobei  jedoch  s  als  völlig 
unabhängig  von  der  unendlich  kleinen  Zeitgröße  dt  zu  betrachten 
ist.  Wir  setzen  von  beiden  Größen  voraus,  daß  die  höheren 
Potenzen  gegen  die  niedrigeren  vernachlässigt  werden  dürfen, 
nehmen  aber  keinerlei  bestimmtes  Verhältnis  zwischen  a  und  dt  an. 

Ist  21  ein  Geschwindigkeitsvektor,  so  gehen  durch  die  Ver- 
rückung im  Zeitelemente  dt  alle  Punkte  der  Umgebung  von  m  in 
eine  neue  Lage  über,  und  es  ergibt  sich  leicht,  daß  diese  Ver- 
änderung eine  lineare  infinitesimale  Deformation  ist,  wie 
wir  sie  im  neunten  Abschnitte  betrachtet  haben. 

Sind  nämlich  x^  y,  z  die  Koordinaten  des  Punktes  m  und 
X  -\-  dx^  y  -{-  dy^  z  -\-  d^  die  des  Punktes  m'  vor  der  Ver- 
rückung, so  sind  dx^  dy^  dz  die  relativen  Koordinaten  von  m'  in 
bezug  auf  m.  Setzen  wir  dann  zur  Abkürzung,  wenn  (p  eine 
stetige  Funktion  der  Koordinaten  ist 

w  "» - 1? "- +  ff  "»  +  Ü  ^'. 

und  bezeichnen  wie  früher  mit  Ax^  Ay^  Ag  die  Komponenten  von 
91,  so  sind  nach  der  Verrückung  die  Koordinaten 

von  m:  von  m': 

X  4-  A^dt^  X  -\-  dx  -\-  i^Ax  +  dAx)dt, 

y-\-Aydt,  y  -{- dy  -{-{Ay  ■\-dAy)dt, 

z  -\-  Agdt^  z  -{-  dz  -{-  {Ag  -\-  dAt)dt 

Wenn   also  nach  eingetretener  Verrückung    die  relativen  Koor- 
dinaten von  m'  in  bezug  auf  m  mit  d'  x^  d*  y,  d'  z  bezeichnet  werden, 

so  ergibt  sich: 

d'ip  =r  dx  -\-  dAxdt^ 

(2)  d'y  =  dy  -\-  dAydt, 

d' z  •=  dz  -{-  dAg  dt, 

und  diese  Formeln  stellen   also  eine  lineare    infinitesimale  De- 
formation [wie  in  §  87  (2)]  dar,  wenn 

1         I        CAx     j,  d  Ax      n.  CAx     n± 

«,    =1  +  —   dt,      «,  =  -^  dt,      «s    =  ^   dt, 

ß    =  ^  dt,     ß,=l-\-'^^dt,     ß,=  ^dt, 

(3)  ^^  dx       '    '^^  dy  dz 

n=       -^dt,  n=       ^dt,  y,=i^  —  dt 
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gesetzt  wird.  Diese  Deformation  läßt  sich  nun  wie  oben  in  zwei 
partielle  Deformationen  zerlegen,  die  wir  jetzt  einzeln  zu  be- 
trachten haben.  Zunächst  aber  ist  noch  zu  bemerken,  daß  die 
Natur  dieser  Deformation,  von  dem  willkürlichen  konstanten 
Faktor  dt  abgesehen,  durch  den  ursprünglich  gegebenen  Vektor 
vollständig  bestimmt  ist  und  in  keiner  Weise  von  der  Lage  des 
Koordinatensystems  abhängen  kann. 

§  93. 
Curl  und  Divergenz  eines  Vektors. 

Fassen  wir,  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  ist,  einen 
Vektor  21  als  Geschwindigkeit  auf,  so  können  wir  aus  ihm  in 
völlig  eindeutiger  Weise,  und  ohne  Benutzung  des  Koordinaten- 
systems, einen  zweiten  Vektor  ß  ableiten,  wenn  wir  in  jedem 
Punkte  die  Drehungsachse  der  linearen  Deformation  als  Vektor- 
achse nehmen  und  als  absoluten  Wert  eine  Größe,  die  dem  Dre- 
hungswinkel gleich  oder  proportional  ist.  Wir  wollen  ihn  gleich 
dem  Doppelten  des  Drehungswinkels  setzen  und  den  so  de- 
finierten Vektor  6  mit  Benutzung  des  englischen  Ausdruckes  den 
Curl^)  des  Vektors  91  nennen: 

(1)  6  =  curl  a. 

Der  Curl  ist  hiemach  unabhängig  vom  Koordinatensysteme 
erklärt.  Wenn  aber  Ax^  Ay^  A»  die  Komponenten  von  21  sind, 
so  erhält  man  für  die  Komponenten  von  6  nach  §  90  (5) 

p   _'dA,        dAy 
/o\  n   ^  ^x        d  Ag 

r  =  ^  —  lAfL 

dx  öy  ' 

Außer  der  Drehung  ist  in  der  den  Vektor  21  darstellenden 
linearen  Deformation  noch  ein  zweiter  Bestandteil  enthalten, 
nämlich  eine  Dehnung,  die  nach  den  Formeln  (3)  des  vorigen 
Paragraphen  und  nach  §  90  leicht  bestimmt  werden  kann.     Die 

^)  Der  Ausdruck  curl  wird  in  den  neueren  deutschen  Darstellungen  der 
Yektortheorie  nicht  mehr  gebraucht.  Man  sagt  statt  dessen  die  Botatlon  von 
^  und  schreibt  ®  =  rot  %.  Ich  bleibe  hier  bei  der  in  der  vorigen  AuClage 
▼on  mir  gebrauchten  Ausdrucksweise  stehen,  die  jederzeit  leicht  in  die  jetzt 
übliche  übertragen  werden  kann. 
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räumliche  Dilatation  dieser  Deformation  ist  eine  durch  21  völlig 
bestimmte,  vom  Koordinatensystem  unabhängige  skalare  Größe, 
die  wir  die  Divergenz  des  Vektors  91  nennen.  Sie  hat  nach 
§  90  (6)  den  folgenden  Ausdruck: 

dA:,    .    dAy    .    dA, 


(3)  div  21  =  :^  +  ^  +   . 

Die  Divergenz  des  Curles  von  21  ist,  wie  die  For- 
meln (2)  zeigen,  iinmer  gleich  Null. 

§  94. 
Der  Gradient  eines  Skalars. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  skalares  Feld,  und  es  sei  S  die  das 
Feld  bestimmende  Ortsfunktion,  die  wir  als  stetig  und  differen- 
tiierbar  voraussetzen.  Wir  ziehen  von  einem  Punkte  m  des  Feldes 
aus  eine  gerade  Linie  L  in  einer  beliebigen  Richtung  und  be- 
zeichnen mit  s  den  Abstand  eines  Punktes  m'  auf  dieser  Linie 
von  m.  Unter  der  Steigung  von  S  in  der  Richtung  L  ver- 
stehen wir  dann  den  Grenzwert  des  Verhältnisses  (S'  —  S)/s, 
wenn  sich  mf  dem  Punkte  m  unendlich  annähert.  Dieser  Grenz- 
wert ist  gleich  dem  Differentialquotienten  dS/ds^  wenn  wir  S  als 
Funktion  der  Variablen  s  auffassen. 

Unter  der  Steigung  der  Funktion  S  schlechtweg,  ohne 
Angabe  einer  Richtung,  verstehen  wir  den  größten  unter  allen 
Werten,  den  die  Steigung  in  den  von  m  auslaufenden  Richtungen 
hat;  wenn  diese  größte  Steigung  in  einer  bestimmten  Richtung 
stattfindet,  so  können  wir  diese  Richtung  zur  Achse  eines  Vek- 
tors ®  machen,  dem  wir  die  größte  Steigung  selbst  als  absoluten 
Wert  geben  i). 

Diesen  Vektor  ®  nennen  wir  den  Gradienten  von  S  und 
bezeichnen  ihn  mit 
(1)  ®  =  grad  S. 

Diese  Definition  des  Gradienten  ist  wiederum  von  dem  Koordi- 
natensysteme völlig  unabhängig.  Zu  seiner  Darstellung  wenden 
wir  aber  ein  Koordinatensystem  an.  Es  seien  a,  ß^  y  die  Winkel, 
die  die  Richtung  L  mit  den  Koordinatenachsen  bildet.    Dann  ist 

*)  In  der  vorigen  Auflage  habe  ich  den  Gradienten  statt  durch  die 
Steigung  durch  das  Gefälle  erklärt,  so  daß  dieser  Vektor  die  entgegen- 
gesetzte Bichtung  erhielt.  Die  jetzt  übliche  hier  gebrauchte  Definition  er- 
scheint zweckmäßiger. 
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/rtN  d  S       d  S  .    d  S        /ii^Ä 

(2)  — -  =  — -  cos«  +  ^—  C08/3  -f-  — -  cosy. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  Differentialquotienten  dS/dx^ 
dS/dy^  dS/da  nicht  alle  drei  verschwinden,  und  setzen 

(3)  -—  ==  6r  COS  a,    ^—  =  Cr  cos  0,     -—  =  Gr  cos  c, 

^  ^  ox  dy  dz 

Dann  sind  a,  6,  c  die  Winkel,  die  eine  gewisse  Richtung  L^  mit 
den  Achsen  x^  y,  ^  einschließt,  und  wenn  wir  mit  S  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Richtungen  L  und  Lq  bezeichnen,  so  ist 
nach  (2)  8  S        ^        ^ 

(5)  ^-(?CO8  0. 

Man  sieht  hieraus,  daß  die  Richtungen,  in  denen  die  Stei- 
gung einen  konstanten  Wert  hat,  einen  Kreiskegel  mit  der 
Achse  Lq  erfüllen,  und  daß  die  Maximalsteigung  Gr  in  die  Rich- 
tung Lq  fällt.  Es  folgt  ferner  aus  (5),  daß  die  Steigung  dSids 
in  der  Richtung  s  die  Komponente  Gs  von  ®  in  dieser  Richtung  ist. 
Demnach  sind  g  g 


Gx  = 


(6) 


8_S 

""^    =    ö~" 


Gy     = 


die  Komponenten  des  Vektors  ®,  und  die  Größe  G  ist  der 
absolute  Wert  dieses  Vektors. 

Das  Quadrat  von  tr,  also  die  Größe 

(^)  ^'  =  fe)+W)+(8-)' 

ist  vom  Koordinatensystem  unabhängig.  Die  Größe  G  selbst 
heißt  nach  Lame  der  erste  Differentialparameter  von  S^). 

Die  Gleichungen  (6)  zeigen  nach  §  93  (2),  daß  der  Curl 
des  Vektors  ®  verschwindet. 

Es  ist  ferner 

(S)  div  ®  =  ^—  -4-  —  4-  ^— 

^)  Lame,  Le^ons  sur  l'^lasticit^  und  Legons  sur  les  coordonn^es 
corvilignes. 
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und  wenn  wir  also  das  Zeichen  gebrauchen 

so  folgt 

(10)  div  grad  S  =  AS. 

Die  Größe  AS,  die  auch  der  zweite  Differentialpara- 
meter von  S  heißt,  spielt  in  der  mathematischen  Physik  eine 
wichtige  Rolle.  Sie  ist,  wie  aus  der  Definition  hervorgeht,  von 
dem  Koordinatensystem  gänzlich  unabhängig,  was  sich  auch  durch 
Rechnung  leicht  bestätigen  läßt. 

Die  Punkte,  in  denen  ein  Skalar  S  einen  konstanten  Wert 
hat,  erfüllen,  wenn  wir  von  einzelnen  Punkten  des  Maximums 
oder  Minimums,  in  denen  die  drei  Differentialquotienten  (6)  alle 
drei  verschwinden,  absehen,  gewisse  Flächen,  die  man  Niveau- 
flächen nennt.  Ändert  man  den  konstanten  Wert  von  ä,  so 
erhält  man  eine  Schar  von  Niveauflächen,  deren  orthogonale 
Trajektorien  die  Kurven  stärkster  Steigung  sind.  Die  Tangenten 
dieser  Kurven    geben  überall   die   Richtung  des  Vektors  ®  an. 

Denn  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie 
sind  die  durch  (6)  bestimmten  Größen  6ra^,  6fj„  Ge  proportional 
mit  den  Richtungskosinussen  der  Normale  an  die  Fläche  iS  =  const. 

§95. 
Der  Gaußsche  und  der  Stokessche  Integralsatz. 

Wir  haben  im  fünften  Abschnitte  zwei  Sätze  über  räumliche 
Integrale  und  Flächenintegrale  abgeleitet,  die  ihren  einfachsten 
Ausdruck  erst  in  der  Sprache  der  Vektorgeometrie  finden.  Hier- 
her gehört  zunächst  der  Gaußsche  Integralsatz: 

Wenn  dz  ein  Element  des  begrenzten  Raumes  r  ist  und  do 
ein  Element  seiner  Oberfläche,  wenn  femer  n  die  nach  innen 
gerichtete  Normale  dieser  Oberfläche  ist,  und  X,  Y,  Z  drei  im 
ganzen  Räume  stetige  Funktionen  des  Ortes  sind,  so  ist  nach 
§  41  (7) 

c/dX  .dY  ,  dZ\  , 

=  —     [Xcos{n.,x)  -\-  Y COS (n^y)  -f-  Z{cosn^z)]  do. 

Wenn  nun  hierin  für  X,  F,  Z  die  Komponenten  eines 
Vektors  21    gesetzt    werden,    dessen    nach    der    Richtung  n   ge- 
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nommene  EompoDente  ^„'ist,  so  nimmt  dieser  Satz  auch  §  91 
(4)  und  §  93,  (3)  die  einfache  Gestalt  an: 

I.  [  div?ldr=  —  [Ando. 

In  dieser  Form  erscheint  der  Gaußsche  Satz  in  einer 
gänzlich  vom  Koordinatensystem  unabhängigen  Form. 

Ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Satze  von  Stokes  §  42,  (10) 

f[(lf-l-')-(-'+Gf-ll)'°'<-'+(s-lf)-(-)]^" 

=  [{Xdx-^  Ydy^Zds). 

Dieser  Satz  bezieht  sich  auf  ein  begrenztes  Stück  einer 
krummen  Oberfläche,  deren  Element  do  ist;  dx^  dy,  dg  sind  die 
Projektionen  eines  Elementes  ds  der  Begrenzungskurve  des  Flächen- 
stückes. Über  die  dabei  in  Betracht  kommenden  Richtungen  gilt 
die  Bestimmung,  daß  das  Element  äs,  die  von  äs  in  das  Innere 
der  Fläche  gelegte  Normale  dn  und  die  auf  beiden  senkrechte 
Richtung  dv  in  der  Reihenfolge  (ds,  dn,  dv)  ein  Rechtssystem 
bilden.  Wenn  nun  wieder  X,  F,  Z  die  Komponenten  eines 
Vektors  %  sind,   so  steht  unter  dem  Randintegrale  das  Element 

Aads^  und  die  Größen    . -^— ,  •  •  •    sind  die   Komponenten 

oy        oz 

Ca,  Cy,  C,  des  Curls  ß  von  31;  also  ist  der  Faktor  von  do  die 
Komponente  Cv  dieses  Curls  und  wir  haben  den  Stokes  sehen 
Satz  in  der  folgenden,  vom  Koordinatensystem  unabhängigen  Form : 

IL  I  Cydo  =  I  Asds^ 

wobei  die  positive  Richtung  von  v,  die  positive  Richtung  von  s 
und  die  Richtung  vom  Rande  nach  innen  ein  Rechtssystem  bilden. 
Man  kann  also  etwa  die  positive  Richtung  von  v  an  irgend 
einem  Punkte  der  Fläche  willkürlich  annehmen  und  dann  auf 
der  ganzen  Fläche  nach  der  Stetigkeit  ändern,  dann  ist  durch 
diese  Regel  die  positive  Richtung  von  s  an  jeder  Stelle  des 
Randes  eindeutig  bestimmt,  auch  wenn  die  Randkurve  aus 
mehreren  Stücken  besteht.  Wenn  aber  die  Fläche  selbst  aus 
mehreren  getrennten  Teilen  besteht,  so  kann  in  jedem  von 
ihnen  die  positive  Richtung  von  v  beliebig  angenommen  werden. 
Bei  einer  einfach  umrandeten  Fläche  kann  man  den  Sinn 
der  Integration  auch  dadurch  angeben,   daß  eine  fortschreitende 

Biemann-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  ^5 


226  Zehnter  Abschnitt.  §  96. 

Bewegung  längs  v  und  gleichzeitige  Drehung  in  der  Richtung  ds 
eine  Bechtsschraubung  ist. 

§96. 

Ausdruck  des  Gurls  und  der  Divergenz  in  einem 
krummlinigen  Koordinatensystem. 

Der  Stokessche  Satz  führt  zu  einer  einfachen  Darstellung 
der  Komponenten  des  Curls  in  einem  krummlinigen  Koordinaten- 
system, das  wir  der  Einfachheit  halber  orthogonal  annehmen 
wollen.  Es  sei  p,  g,  r  also  ein  beliebiges  krummliniges,  aber 
orthogonales  Koordinatensystem  und 

(1)  ds2  =  edp^  +  e'dq^  -f  ef'dr^ 

das  Quadrat  des  Linienelementes  (§  39).  Wir  nehmen  an,  daß 
die  Richtung  der  wachsenden  p,  g,  r  ein  Rechts  System  bildet; 

yedp,  ^e'dq^  ^e^'dr  sind  die  Projektionen  des  Elementes  ds  auf 
die  Richtungen  p,  g,  r. 

Es  ist  dann,  wenn  Ap,  Äq,  Är^  As  die  Komponenten  des 
Vektors  ?l  nach  den  Richtungen  i>,  ^,  r,  ds  bedeuten,  nach 
§  39  (6): 

(2)  Ap^edp-^-A^y^dq-^- Ari7'dr 

=  Ads  cos(-4,ds)  =  Agds. 

Wir  nehmen  nun  dp  =  0  an,  legen  also  das  Element  ds  in  die 
Fläche  (^,  r)  und  grenzen  in  dieser  Fläche  durch  eine  geschlossene 
Kurve  s  irgend  ein  beliebiges  Flächenstück  ab.  Dann  ergibt  sich 
nach  (2)  mit  Benutzung  von  §  42  (2),  wenn  die  Integration  über 
dieses  Flächenstück  und  seine  Begrenzung  erstreckt  wird: 

=  [{Ag  ^e'dq  +  Arfe"dr)  =  [Asds, 

und  das  letzte  Randintegral  ist  nach  dem  Stokes  sehen  Satze, 
wenn  Cp  die  Komponente  von  curl  21  in  der  Richtung  p  bedeutet, 
nach  §  95,  IL  gleich 

(4)  {Cpdo=  {{Cp\77'dqdr. 

Da  die  Flächeuintegrale  (3),  (4)  für  jedes  beliebige  Flächen- 
stück gelten,  so  folgt,  wenn  man  dieselbe  Betrachtung  für  die 
(r,  p),  (p,  g)- Flächen  durchführt: 
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(5)  cnrl,^='(l^-'JfA,\ 

^  Y7*^\     dr  dp     /' 

Vce'V      dp  dq     / 

In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  die  Divergenz  eines  Vektors  auf 
neue  Koordinaten  transformieren. 

Es  ist  nämlich  nach  dem  Gaußschen  Satz 

Hierin  ist,  wenn  n  die  innere  Normale  bedeutet, 

^e'  ef'  dqdr  =  —  do  cos  («,i>) 
^  e"€drdp  =  — docos{n,q) 
yeV  dpdq  =  —  do  cos  (n,  r) 
zu  setzen,  und  folglich  wird  das  Integral  (6)  nach  §  95,  I: 

—  {Ändo=  [div5ldr. 
Nun  ist  dz  =  ^eefe"  dp  dq  dr^  und  man  erhält 

§97. 
Stromlinien  und  Wirbellinien. 

Ist  3t  ein  Vektor  in  einem  Felde,  so  erhalten  wir,  wenn  wir, 
von  einem  beliebigen  Punkte  m  ausgehiend,  in  der  Vektorrichtung 
zu  einem  unendlich  benachbarten  Punkte  m!  übergehen  und  von 
hier  aus  diese  Konstruktion  fortsetzen,  eine  Kurve,  und  wenn  wir 
den  Ausgangspunkt  m  verändern,  so  ergibt  sich  eine  doppelt 
unendliche  Kurvenschar  im  Räume,  die  analytisch  durch  die 
Differentialgleichungen 

dx  :  dy  :  dz  =  Axi  Ay  \  Ag 

bestimmt  ist.  Diese  Kurven  wollen  wir  Stromlinien  nennen, 
weil  sie  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Richtung  der  Strömung  an- 
geben, wenn  wir  uns  den  Vektor  durch  eine  in  Bewegung  be- 

15* 
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griffene  Flüssigkeit  darstellen.  Es  beziehen  sich  in  diesem  Falle 
diese  Kurven  nur  auf  einen  bestimmten  Zeitmoment.  Im  all- 
gemeinen werden  sie  mit  der  Zeit  veränderlich  sein. 

Es  sei  nun  ö  eine  bestimmte  von  diesen  Stromlinien,  auf 
der  wir  die  Länge  s  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  in  der 
jeweiligen  Richtung  der  Vektorachse  positiv  zählen.  Wir  legen  in 
jedem  Punkte  dieser  Linie  ein  unendlich  kleines  Flächenelement 
do  senkrecht  zu  der  Tangente  an  ö  in  diesem  Punkte,  also  auch 
senkrecht  zu  dem  Kurvenelemente  ds. 

Legen  wir  durch  alle  Punkte  eines  dieser  Elemente  do  die 
zugehörigen  Stromlinien,  so  werden  sich  diese  alle  in  ihrem 
weiteren  Verlaufe  nur  unendlich  wenig  von  6  entfernen,  und  es 
werden  sich  auch  keine  zwei  von  ihnen  durchschneiden,  solange 
wenigstens  Äx^  Äy^  Ag  endlich  und  nicht  alle  drei  gleich  Null 
sind.  Diese  Kurven  bilden  in  ihrer  Gesamtheit  einen  Strom- 
faden. Den  Querschnitt  eines  Stromfadens,  der  dem  Stromfaden 
entlang  veränderlich  sein  kann,  bezeichnen  wir  mit  q. 

Wenden  wir  auf  ein  zwischen  den  Punkten  Si  und  s^  ver- 
laufendes und  durch  die  beiden  Querschnitte  ^i,  q^  begrenztes 
Stück  unseres  Stromfadens  den  Gauß  sehen  Integralsatz  (§  95,  I.) 
an,  so  ergibt  sich,  wenn  Si<CS2  ist,  da  an  der  äußeren  Begren- 
zung des  Fadens  An  =  0,  an  den  Endflächen  ^i,  q^  des  Fadens  An 
gleich  Ai  und  — A2  und  dr  =  qds  ist: 

(1)  qds  div  %  =  A^q^  —  A^  q^, 

oder,  wenn  man  nur  ein  unendlich  kurzes  Stück  des  Stromfadens 
betrachtet: 

(2)  div3l  =  i^. 
^  ^  '  q    ds 

In  dem  besonderen  Falle,  in  dem 

(3)  div3t  =  0 

ist,  ergibt  sich  hieraus,  daß  Aq  längs  eines  Stromfadens  kon- 
stant ist,  und  daß  sich  also  der  Querschnitt  q  umgekehrt  pro- 
portional mit  A  ändert.  In  diesem  Falle  befindet  sich  der  Curl  6 
eines  jeden  Vektors  %  Einen  für  den  Vektor  G  konstruierten  Strom - 
faden  nennen  wir  einen  Wirbelfaden  (nach  Helmholtz).  Das 
Produkt  üq  heißt  das  Moment  des  Wirbelf  adens.  Es  hat  längs 
des  ganzen  Wirbelfadens   einen  unveränderlichen  Wert 
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Kehren  wir  zu  den  Stromfäden  zurück,  denken  uns  wie  in 
§  91  unter  31  die  Verrückung  einer  strömenden  Flüssigkeit  in 
der  unendlich  kleinen  Zeiteinheit,  und  bezeichnen  mit  q  die 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  durch  deren  Strömung  wir  den  Vektor  31 
darstellen,  die  auch  eine  Funktion  des  Ortes  sein  kann,  so  ist 
qgA  die  Flüssigkeitsmenge,  die  durch  den  Querschnitt  q  eines 
Stromfadens  hindurchgedrückt  wird,  und  das  Integral 

(4)  qdsdiYQ^  —  ^2^2  92  —  AQiQi 

«l 
ist  der  Verlust  an  Flüssigkeitsmasse,  den  das  Fadenstück  zwischen 

5i  und  Sa  erfahren  hat.    Ist  das  Fadenstück  unendlich  klein  und 

von  der  Länge  c?s,  so  ist  dieser  Verlust  also  gleich 

qds  div  q'^] 

bezeichnen  wir  mit  öq  die  Zunahme  der  Dichtigkeit,  so  ist  auf 

der  anderen  Seite  die  Zunahme  an  Masse  =  qdsög^  und  daraus 

ergibt  sich: 

(5)  8Q  =  —diYQ% 

§  98. 
Kraftlinien. 

Man  gibt  dem  Gauß sehen  Integralsatze  noch  eine  andere 
geometrische  Deutung,  bei  der  3t  wieder  einen  beliebigen  Vektor 
mit  dem  absoluten  Wert  Ä  bedeutet. 

Wir  nehmen  irgend  ein  zu  der  Richtung  s  der  Stromlinien 
senkrechtes  Flächen element  q  und  legen  durch  dieses  Stromlinien 
in  einer  mit  A  proportionalen  Dichte,  so  daß,  wenn  m  eine  kon- 
stante Größe  ist,  die  Anzahl  der  durch  q  gelegten  Linien  gleich 
mAq  ist  Während  wir  also  bei  der  Erzeugung  des  Stroin- 
fadens  angenommen  haben,  daß  sich  eine  angefangene  Stromlinie 
unbegrenzt  fortsetze,  müssen  wir  jetzt  annehmen,  daß  diese  Linien, 
je  nach  dem  Werte  von  A,  aufhören  oder  neu  anfangen.  Diese 
Linien  sollen  Kraftlinien  heißen;  sie  fallen  ihrer  Richtung 
nach  mit  den  Stromlinien  zusammen.  Legen  wir  an  derselben 
Stelle  wie  q  ein  Flächenelement  do,  dessen  in  einem  bestimmten 
Sinne  genommene  Normale  n  mit  s  den  Winkel  (s,  n)  einschließt, 
so  ist  die  Anzahl  der  durch  dieses  Element  im  Sinne  n  gehenden 

Kraftlinien  gleich 
,  mAdo  cos  (s,  n) 
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mAndo; 
diese  Zahl  wird  negativ,    wenn    die  Durchdringung    von  do  in 
der  dem  n  entgegengesetzten  Richtung  geschieht. 

Wenn  wir  also  jetzt  den  Gauß sehen  Integralsatz  auf  einen 
beliebigen  Baumteil  r  anwenden,  so  zeigt  sich,  daß  das  Integral 

m\  div  31  dr. 


f 


über  einen  Raum  r  erstreckt,  gleich  der  Anzahl  der  aus  der 
Begrenzung  dieses  Raumes  austretenden  Kraftlinien 
ist,  und,  auf  ein  Raumelement  angewendet,  ist  mdivStdr  die 
Zahl  der  aus  dem  Raumelemente  dz  austretenden,  also  im 
Inneren  von  dz  entspringenden  Kraftlinien.  Die  eintretenden 
Kraftlinien  werden  hierbei  negativ  in  Rechnung  gebracht;  diese 
erlöschen  oder  versinken  in  dem  Elemente  dz.  Wenn  div3l  ver- 
schwindet, so  wird  keine  Kraftlinie  neu  entspringen  oder  ver- 
sinken, und  in  diesem  Falle  stimmen  die  Kraftlinien  mit  den 
Stromlinien  überein. 

In  einem  Raumteile,  in  dem  div3l  einen  positiven  Wert  hat, 
werden  Kraftlinien  neu  entspringen,  während  in  einem  solchen, 
wo  div  "ii  negativ  ist,  Kraftlinien  verschwinden.  Die  ersteren  heißen 
Quellen,  die  anderen  Senken  (oder  negative  Quellen). 

Es  kommt  oft  vor,  daß  die  Quellen  auf  einen  unendlich 
kleinen  Raumteil  beschränkt  sind.  Ein  solcher  Raumteil,  den 
man  in  endlicher  Entfernung  als  Punkt  ansehen  kann,  heißt 
Quellpunkt.  Ist  c  der  als  endlich  angesehene  Wert  des  über 
einen  solchen  Raumteil  erstreckten  Integrals 


f 


div2ldr, 

so  ist  für  jede  einen  solchen  Punkt  umschließende  Fläche 

Ando  =  — c. 


Nehmen  wir  eine  Kugelfläche  vom  Radius  r,  die  den  Quell- 
punkt als  Mittelpunkt  hat,  und  bezeichnen  mit  d(X)  ein  Flächen- 
element auf  der  Einheitskugel,  so  ist  do  =  r^dc3 

—  c 


1 


And(Q  = 


f2    ^ 

und  folglich  ist  der  Mittelwert  you  An  auf  einer  solchen  Kugel 

— c 
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Der  absolute  Wert  des  Vektors  5t  wird  also  bei  der  AnDäherung 
an  den  Quellpunkt  unendlich  groß,  und  zwar  in  derselben  Ord- 
nung wie  l/r^. 

In  einem  Felde,  wo  div5t  verschwindet,  kann  eine  Kraftlinie 
we.der  entspringen  noch  endigen.  Die  Kraftlinien  verlaufen  also 
in  einem  solchen  Felde  in  Kanälen  vom  Querschnitte  g,  so  daß 
Aq  längs  eines  solchen  Kanals  konstant  ist.  Man  kann  den 
Vektor  dann  auch  als  Verschiebung  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  darstellen,  die  dann  in  eben  diesen  Kanälen,  die  mit 
den  Stromfäden  zusammenfallen,  hinströmt.  Daher  haben  die 
Vektoren,  deren  Divergenz  verschwindet,  auch  den  Namen 
solenoidale  Vektoren  erhalten^). 

§99. 
Potential  Vektoren. 

Einen  Vektor,  dessen  Curl  im  ganzen  Felde  verschwindet, 
nennen  wir  einen  Potentialvektor.  Ist  (£  ein  solcher  Vektor, 
und  sind  E^^  Ey^  Eg  seine  Komponenten,  so  ist 

(1)  E:,dx-{' Eydy  +  Egd£!  =  dilf 

ein  vollständiges  Differential  eines  Skalars  i/;.    Es  ist  also 

(^)  ^^=8^'   ^'-Vy'    ^'-8^' 

und  die  Funktion  ilf  heißt  das  Potential  des  Vektors  6. 
Diese  Funktion  ist  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt, 
und  man  kann  sie  erhalten,  wenn  man  von  einem  festen  Punkte  j7o 
zu  dem  veränderlichen  Punkte  p  längs  einer  beliebigen  Kurve 
das  Integral  nimmt: 


(3)  t  =  j 


Egds^ 


worin  Ea  die  Komponente  von  6  in  der  Richtung  von  s  bedeutet. 
Der  S  tokos  sehe  Satz  zeigt,  daß  das  Integral 

(4)  {Esds  =  0 

ist,  wenn  man  es  über  eine  geschlossene  Kurve  erstreckt,  die 
man  als  Begrenzung  einer  ganz  in  dem  Vektorfelde  verlaufenden 
Fläche  betrachten  kann. 


*)  Von  0  autXrjyf  die  Bohre. 
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Man  nennt  ein  Feld  einfach  zusammenhängend,  wenn 
es  so  beschaffen  ist,  daß  jede  in  sich  zurücklaufende  Kurve  die 
Begrenzung  eines  ganz  in  dem  Felde  gelegenen  Flächenstückes 
ist.  Ein  solches  einfach  zusammenhängendes  Feld  ist  z.  B.  der 
ganze  unendliche  Baum,  oder  der  Baum  außerhalb  einer  Kugel 
oder  auch  außerhalb  mehrerer,  einander  nicht  schneidender 
Kugeln,  und  hierin  wird  auch  nichts  geändert,  wenn  an  Stelle 
der  Kugeln  andere  Flächen  treten,  die  aus  Kugeln  durch  stetige 
Formänderung  abgeleitet  sind.  Ebenso  ist  der  Baum  innerhalb 
einer  Kugel  oder  einer  aus  der  Kugel  abgeleiteten  Fläche,  oder 
der  von  einer  solchen  Fläche  nach  außen  und  von  einer  oder 
mehreren  von  ihnen  nach  innen  begrenzte  Baum  einfach  zu- 
sammenhängend. 

Um  auch  ein  Beispiel  von  einem  mehrfach  zusammen- 
hängenden Felde  zu  haben,  denke  man  etwa  an  den  Baum  inner- 
halb oder  außerhalb  einer  Bingfläche,  die  durch  Botation  eines 
Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende,  aber  die  Peripherie 
nicht  schneidende  Achse  entsteht.  Die  mehrfach  zusammen- 
hängenden Felder  werden  durch  gewisse  Trennungsflächen,  die 
man  Querschnitte  oder  auch  Sperrflächen  nennt,  deren 
beide  Seiten  zur  Begrenzung  hinzugenommen  werden,  in  einfach 
zusammenhängende  Felder  verwandelt,  so  z.  B.  das  Feld  außer- 
halb des  oben  beschriebenen  Einges  durch  einen  ebenen  Schnitt, 
der  durch  den  inneren  Äquatorkreis  begrenzt  ist. 

In  einem  einfach  zusammenhängenden  Felde  ist  das  Inte- 
gral (4)  über  jede  geschlossene  Kurve  gleich  Null,  und  die 
Funktion  t^  ist  dann  in  diesem  Felde  überall  eindeutig  und  stetig. 

In  einem  mehrfach  zusammenhängenden  Felde  kann  es  ge- 
schlossene  Linien   geben,  über   die   das  Integral   (4)  nicht  ver- 


Fig.  38. 


schwindet,  und  es  gibt  dann 
Flächen,  auf  deren  beiden 
Seiten  ^  verschiedene  Werte 
hat.  So  stellen  in  der  bei- 
stehenden Fig.  38  die  beiden 
schraffierten  Kreise  den  Me- 
ridianschnitt des  oben  er- 
wähnten Binges  dar.  In  den 
zwei  Punkten  a,  a',  die  ein- 
ander unendlich  nahe  liegen,  hat  t  zwei  verschiedene  Werte,  deren 
Unterschied  das  über  die  Kurve  (a  c  a')  genommene  Integral 
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I 


Esds 


ist.  Dagegen  ist  das  Integral  über  die  ganze  Begrenzung  (aca'b'&bä) 
wieder  gleich  Null,  und  hierin  heben  sich  die  beiden  Bestandteile 
über  (a'6')  und  über  (ha)  gegenseitig  auf.  Folglich  haben  die 
Integrale  über  (a  c  a')  und  (b  c'  b')  denselben  Wert,  und  der  Wert- 
unterschied der  Funktion  tp  zu  beiden  Seiten  der  Sperrfläche  ist 
längs  dieser  ganzen  Fläche  konstant.  Wenn  man  also  den 
Integrationsweg  von  einem  beliebigen  Punkte  a'  zum  Ausgangs- 
punkte zurückführt,  so  erhält  unter  Umständen  die  Funktion  t 
in  diesem  Punkte  einen  von  dem  Ausgangswerte  verschiedenen 
Wert    Die  Funktion  ist  dann  mehrwertig. 

Wir  müssen  also  einwertige  und  mehrwertige 
Vektorpotentiale  unterscheiden: 

In  einem  einfach  zusammenhängenden  Felde 
ist  jedes  Vektorpotential  einwertig. 

In  einem  mehrfach  zusammenhängenden  Felde 
gibt  es  mehrwertige  Vektorpotentiale,  die  erst 
durch  Anlegung  von  Querschnitten  zu  ein- 
wertigen Funktionen  werden.  An  diesen  Schnit- 
ten sind  diese  Potentiale  unstetig  und  erleiden 
beim  Durchgange  durch  eine  solche  Fläche 
sprungweise  Änderungen,  die  aber  längs  einer 
und  derselben  Querschnittfläche  konstant  sind. 

Es  kann  aber  auch  in  mehrfach  zuBammenhängenden  Feldern 
einwertige  Vektorpotentiale  geben.  Dies  findet  z.  B.  dann  statt, 
wenn  die  Komponente  Es  in  jeder  in  einer  Grenzfläche 
liegenden  Richtung  gleich  Null  ist.  Dann  hat  if  an  jeder  Grenz- 
fläche einen  konstanten  Wert,  und  wenn  man  den  Übergang  von 
einer  Seite  eines  Querschnittes  zur  anderen  durch  eine  auf  der 
Grenze  liegende  Kurve  vermittelt,  so  ist  das  über  diese  Kurve 
genommene  Integral 


I 


Es  ds  =  0. 


Wir  wollen  noch  auf  die  Analogie  dieser  Sätze  mit  den 
im  sechsten  Abschnitte  besprochenen  Sätzen  über  die  Integra- 
tion von  Funktionen  eines  komplexen  Argumentes  aufmerksam 
machen. 
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§  100. 

Wirbelvektoren. 

Den  Potentialvektoren  stehen  als  ein  nicht  minder  wichtiger 
Spezialfall  die  Vektoren  mit  verschwindender  Divergenz  zur  Seite. 
Wir  haben  schon  oben  gesehen,  daß  der  Curl  eines  jeden  Vektors 
diese  Eigenschaft  hat.    Es   gilt  aber  auch  der  umgekehrte  Satz, 

1.  daß  jeder  Vektor  mit  verschwindender  Diver- 
genz als  Cürl  eines  anderen  Vektors  dargestellt 
werden  kann. 

Darum  werden  diese  Vektoren  auf  Grund  von  §  93  auch 
Wirbelvektoren  genannt. 

Es  sei  6  ein  gegebener  Vektor,  der  der  Bedingung 

(1)  div  6  =  0 

genügt,  und  wir  suchen   einen  Vektor  3t  zu  bestimmen,  so  daß 

(2)  S  =  curl  31 

wird.  Dieser  Vektor  91  kann  selbstverständlich  nur  bis  auf  einen 
additiv  hinzutretenden  willkürlichen  Potentialvektor  bestimmt  sein. 
Um  (2)  zu  befriedigen,  setzen  wir  31  als  Curl  eines  dritten  Vek- 
tors 33  voraus,  also 

(3)  31  =  curl  58, 

(4)  6  =  curl  curl  S. 

Wenn  man  aber  die  Komponenten  des  Vektors  curl  curl  33 
bildet,  so  gibt  eine  einfache  Rechnung  aus  (4) 

(5)  C.  =  '-^-JB., 
worin  d  wie  früher  die  Bedeutung  hat: 

g2  32  p2 


Hiernach  wird  also  die  Gleichung  (2)  durch  (3)  befriedigt, 
wenn  wir  Ö  den  Bedingungen  unterwerfen: 

(6)  JB^=—C.,     jBy  =  —Cy,     JB,=—C,, 

(7)  div  a  =  0. 

Wir    haben    hier    vier   Differentialgleichungen    für   die   drei 
Funktionen  Bxy  By^  £,,   die  aber  nicht  voneinander  unabhängig 
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sind,  da  aus  den  drei  ersten 

.^  div  »  ==  0 

folgt.  Wir  werden  im  zwölften  Abschnitte  (§111)  sehen,  daß  die 
Differentialgleichungen  (6)  z.  B.  immer  dann  eine  Lösung  haben, 
wenn  Ca,,  Cy,  Cz  in  einem  endlichen. Raumstücke  beliebig  gegeben 
sind  und  außerhalb  dieses  Baumstückes  verschwinden,  und  daß 
dann,  wenn  div  6  verschwindet,  auch  die  Gleichung  (7)  befriedigt 
ist.  Hier  wollen  wir  über  die  Integration  dieser  Gleichungen 
noch  folgendes  bemerken: 

Angenommen,  es  seien  f^,  By  irgendwie  bestimmt,  so  daß  sie 
den  beiden  ersten  Gleichungen  (6)  genügen.  Dann  gibt  die 
Gleichung  (7)  dBJdz^  also  JS^,  bis  auf  eine  willkürliche  Funk- 
tion von  X  und  j/.    Wir  setzen  daher 

(8)  B,  =B,^x{^.y\ 

worin  B'g  irgend  einer  bestimmten  Annahme  über  diese  willkür- 
liche Funktion  entspricht.     Aus  den  Gleichungen  (6)  folgt  aber 

dz     ~      dz      ~         dz' 
und  folglich 

(9)  JB^z  =-  C,  +a>(r,t/), 

worin  0  (a?,  y)  eine  (durch  B'g  bestimmte)  Funktion  von  x^  y 
allein  ist.  Aus  (8)  ersieht  man,  daß  die  letzte  Bedingung  (6) 
befriedigt  wird,  wenn 

(10)  '^  A.'^ll  —  — 0(x,y) 
^  ^  dx^  ^  dy^  ^  '^^ 

gesetzt  wird.  Hiernach  ist  also  die  Bestimmung  des  Vektors  5J 
auf  die  Integration  der  drei  Gleichungen 

(11)  JB,=—C^,    JBy=-Gy,    Jx  =  —0 

zurückgeführt,  und  unser  Satz  ist  bewiesen,  wenn  wir  voraus- 
setzen, daß  die  Differentialgleichung 

(12)  j^  =  -^ 

für  jede  gegebene  Funktion  q  eine  Lösung  hat. 

Ein  KoroUar  aus  diesen  Sätzen  ist  noch  der  Satz: 

2.    Jeder    Vektor    läßt    sich    in    einen   Potential- 
vektor und  in  einen  Wirbelvektor  zerlegen. 
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Ist  nämlich  %  ein  gegebener  Vektor,  so  setzen  wir 
(13)  31  =  5)  +  6 

und  bestimmen  eine  Funktion  q)  aus  der  Differentialgleichung 

^q)  =  div9l; 
wenn  wir  dann  $  gleich  dem  Gradienten  von  % 

S  =  grad  q) 
setzen,  so  wird  nach  §  94  (10) 

div  S  =  ^9  =  div  91 
und  es  folgt  div  ß  =  0.    Nach  1.  ist  also  6  ein  Curl. 


Elfter  Abschnitt. 

Potentiale. 


§  101. 
Vorbereitung  zum  Greenscben  Satze. 

Es  seien  17,  V  zwei  skalare  Funktionen.  Aus  ihnen  läßt 
sich  ein  Vektor  91  =  91  ( t/,  F)  ableiten,  dessen  Komponenten  die 
folgenden  sind: 

dx  dx 

^  ^  dy  oy 

^'  -  ^  dz       ^  dz' 

In  der  Vektor -Bezeichnung  läßt  sich  91  so  darstellen: 

(2)  91  =  [Jgrad  V  —  Fgrad  U, 

und  hierdurch  ist  91  unabhängig  vom  Koordinatensystem  definiert. 
Aus  (1)  ergibt  sich  zunächst  nach  §  93  (3) 

(3)  div9i  =  u^r—  r^u, 

wenn  unter  ^  [/,  wie  in  der  Folge  stets,  der  zweite  Differential- 
parameter 

d^  ü        d^  U       d^U 

verstanden  wird. 

Wir  grenzen  einen  Raumteil  r  durch  eine  geschlossene 
Fläche  0  ab,  in  dem  die  Funktionen  C/,  V  stetig  sind  und 
stetige  Derivierte  haben.  In  jedem  Punkte  der  Oberfläche  0 
denken  wir  uns  eine  Normale  w  in  das  Innere  von  r  gezogen. 
Dann  ist  nach  (3): 

8n  cn 
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UDd  die  Anwendung  des  Gauß  sehen  Satzes  auf  den  Kaum  r  ergibt 

(5)     |(£7^F-F^t/)dr^-|(t/U-F|^)do, 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  Elemente  dt  und  do  von 
r  und  0  erstrecken. 

§  102. 

Spezialisierung  der  Funktionen   U, 

Wenn  wir  in  der  zuletzt  abgeleiteten  Formel  ü  =  l  an- 
nehmen, so  ergibt  sich  für  jede  in  dem  Gebiete  r  mit  ihren 
ersten  Ableitungen  stetige  Funktion  V: 

(1)  ||^do  =  -j^Fdr. 

Es  sei  femer  q  ein  variabler  Punkt  des  Gebietes  r  mit  den 
Koordinaten  a,  ft,  c  und  p  ein  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^  t/,  0. 
Die  Entfernung  der  beiden  Punkte  sei  r,  so  daß 


r        \(x  -  ay  +  (y  -  b)»  -\- {e — 

e)>. 

Durch  Differentiation  ergibt  sich: 

8-                        8»-              ,            . 

r        X  —  a           r              1         ^  {x 

-ay 

da            r»     ^     ga2             r» 

ri 

(2)                 r        y-b      '  r             1      ,3  (2/ 

db            r»          db^             r»    ' 

-by 

8-         ■              ^^-             .            r 

r       0       c          r              1     1    oC^ 

—   C)2 

de            r»   '      de»             r»    '    " 

r5 

und  daraus  folgt  durch  Addition  die  Identität: 

(3)                                          ztl       0, 

wenn  bei   der   Differentiation   die   Koordinaten   a,   6,  c  als  ver- 
änderlich, :r,  y,  z  als  fest  gelten. 

Wenn  nun  der  Punkt  p  außerhalb  des  Gebietes  r  liegt,  so 
können  wir  ohne  weiteres  U ^=  \lr  setzen,  und  erhalten  aus  der 
Formel  §  101  (5) 


W 
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Spezialisierung  der  Funktionen  U, 
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Liegt  aber  der  Punkt  p  innerhalb  r,  so  wird  1/r  als 
Funktion  des  Punktes  g  in  j)  unendlich,  und  wenn  wir  daher 
die    Formel     auch    jetzt     noch     auf  Fig.  39. 

U  =  l/r  anwenden  wollen ,  müssen 
wir  den  Punkt  p  durch  «ine  Hülle  fc, 
die  wir  als  eine  mit  dem  willkür- 
lichen Radius  q  um  den  Punkt  p  als 
Mittelpunkt  beschriebene  Kugelfläche 
annehmen,  von  dem  Gebiete  r  aus- 
schließen (Fig.  39).  Das  so  veränderte 
Gebiet  bezeichnen  wir  mit  r*. 

Machen  wir  also  diese  Annahme,  so  ergibt  die  Formel 
§  10^  (5)  für  das  Gebiet  r*: 

t        r 


(5) 


r      ' 


r  dn  dn 


do*  =  0. 


Das  Oberflächenintegral  enthält  hier  als  Bestandteil  das  Inte- 
gral über  die  Oberfläche  der  Kugel  &. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  dco  ein  Element  der  Kugel  mit 
dem  Radius  1  (Einheitskugel),  so  ist  ein  Element  einer  Kugel- 
fläche mit  dem  Radius  r 

(6)  do  =  r^dG), 

und  ein  Volumenelement,  das  von  zwei  konzentrischen  Elementen 
do  in  der  Entfernung  dr  und  dem  zugehörigen  Stücke  eines 
Kegelmantels  mit  der  Spitze  in  p  begrenzt  ist,  hat  den  Ausdruck 

(7)  dr  =  r^drdco. 

An  der  Oberfläche  von  k  fällt  die  Normale  n  mit  der  Rich- 
tung r  zusammen  und  es  ist  also  dort 


(8) 


r 

dn 


Hiemach   ist    der    auf  k    bezügliche    Bestandteil     des    Flächen- 
integrals in  (5) 

(9)  p||Irfa,+|Fdc, 

worin  sich  die  Integration  nach  do)  auf  die  ganze  Kugelfläche  mit  dem 
Radius  1  erstreckt  und  unter  dem  Integralzeichen  r  =  Q  zu  setzen  ist. 
Wenn  im  Punkte  p  die  Funktion  V  und   ihre  Differential- 
quotienten endlich  sind,  so  ist  auch 
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J^^-d^'^  ('''^)  +  U  ''^'('''»^  +  ä^  ^^'(''''> 
in  p  endlich,  wenn  auch  sein  Wert  von  der  Richtung  abhängt, 
in  der  man  in  den  Punkt  p  hineingeht. 

Wenn  wir  daher  jetzt  die  Hülle  k  unendlich  klein  werden, 
also  Q  gegen  Null  konvergieren  lassen,  so  nähert  sich 

der  Grenze  Null,  und  wenn  die  Funktion  V  im  Punkte  p  den 
Wert  Vp  hat,  so  hat  der  andere  Bestandteil  des  Ausdrucks  (9), 
weil  die  Fläche  der  Einheitskugel  =  4  jt  ist,  den  Grenzwert 

(10)  lim  [ 

In  dem  Raumintefgrale  der  Formel  (5)  fehlt  nun  an  dem^über 
das  ganze  Gebiet  r  genommenen  Integrale  der  über  den  Raum 
von  k  genommene  Bestandteil,  der  nach  (7)  den  Ausdruck  hat: 

^JVrdrdcij^ 


Vdo  =  ^TtVp. 


II 


und  der  also,  wenn  wir  noch  voraussetzen,  daß  ^  F  im  Punkte  p 
endlich  bleibt,  mit  q  zugleich  unendlich  klein  wird.  Nach  alle- 
dem nimmt  (5)  die  Form  an: 


(11)  4;rFp  =  — 


z/F^ 


r 


worin  sich  jetzt  die  Integration  in  bezug  auf  dt  auf  das  ganze 

ursprüngliche  Gebiet  r  und   die  Integration  nach  do  auf  dessen 

Begrenzung  erstreckt.    Von  der  den  Punkt  p  umgebenden  Hülle  k 

ist  in  der  Gleichung  (11)  jede  Spur  verschwunden. 

Aus  (4)  und  (11)  ergibt  sich  ein  spezieller  Fall,  den  man  erhält, 

wenn  man  F=  1  annimmt.    Es  wird  dann  z/F  =  0,  9  V/dn  =  0, 

und  folglich  /•    | 

d 
(12) 


do  =  0    oder    =  4;r, 


on 

je  nachdem  der  Punkt  p  außerhalb  oder  innerhalb  der  Fläche  0 
liegt.  Ist  1^  eine  der  Differentialgleichung  z/^  =  0  genügende 
Funktion,  und  ist  ^  -j"  V^  ^^  ^^^  Gebiete  r  stetig,  so  ergibt  sich 
hieraus  mit  Benutzung  von  (1),  wenn  p  ein  innerer  Punkt  ist: 

(13)  f|jf:do  =  — 4;r. 
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Der  Greensche  Satz. 
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§103. 

.     Der  Greensche  Satz. 

Wir  setzen  nun  die  Formeln  §  101  (5)  und  die  daraus  ab- 
geleitete Formel  §102  (11)  untereinander: 

0=j(F^£/-t;^F)dr_|(£7|I-F|f)do, 


^TtVp  — 


do. 


Sie  gelten  gleichzeitig,  wenn  U  und  V  mit  ihren  ersten  Deiivierten 
im  Gebiete  r  stetig  sind,  und  wenn  wir  also  die  erste  von  der 
zweiten  subtrahieren,  so  folgt 


(1) 


+ 


JVdx 


d 


-1 


V^Udt 


dn 


do. 


Wir  verstehen  nun  unter  der  Greenschen  Funktion  des 
Baumes  r  eine  Funktion  Cr  eines  Punktes  q  dieses  Gebietes,  die 
den  folgenden  Bedingungen  genügt: 

1.  Im  Räume  r  ist  G  überall,  mit  Ausnahme  eines 
Punktes  p,  endlich  und  stetig  und  hat  stetige 
Derivierte. 

2.  Ist  r  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  p  und  g, 
so  ist  die  Funktion  G  -\-  l/r  auch  in  dem  Punkte  j) 
stetig. 

3.  Im  ganzen  Gebiete  t  ist  ^  G  =  0. 

4.  An  der  Grenze  des  Gebietes  r  ist  G  =  0. 

G  ist  hiemach  eine  Funktion  der  beiden  Punkte  p  und  q. 
Bei  der  Definition  gilt  q  als  variabel,  p  als  fest. 

Den  Bedingungen  1.,  2.,  3.  genügt  die  Funktion  — l/r  selbst, 
nicht  aber  der  Bedingung  4. 

Ist  eine  solche  Funktion  G  bekannt,  so  können  wir  in  der 
Formel  (1)  U  =  G  -{-  l/r  setzen.  Dann  ist  z/ü'=  0  und  wir 
erhalten: 


4;rFp=  f  GJVdt—  [ 


(2) 
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V  -—-  do, 
dn 
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und  diese  Formel  ist  es,  die  unter  dem  Namen  des  Greenschen 
Satzes  bekannt  ist. 

Wir  schließen  aus  diesem  Satze  zunächst: 

1.  Es  gibt  für  einen  gegebenen  Raum  r,  für  einen 
gegebenen  Punkt  p  nicht  mehr  als  eine  Greensche 
Funktion. 

Denn  angenommen,  es  gebe  zwei  solche  Funktionen,  6r  und 
6r',  so  ist  die  Differenz  G  —  6r'  eine  Funktion,  die  in  dem  ganzen 
Gebiete  r  mit  ihren  Derivierten  stetig  ist.  Es  ist  aber  außerdem 
im  Inneren  von  r  überall  z/(6r  —  G')  =  0,  und  an  der  Grenz- 
fläche 0  überall  6r  =  6r'  =  0;  setzen  wir  also  in  der  Formel  (2) 
V  =  G  —  6r',  so  ergibt  sich  Vp  =  0,  d.  h.  es  ist  G  =  G'  im 
ganzen  Räume  r. 

Die  Formel  (2)  löst  uns  ferner,  wenn  die  Greensche  Funktion 
bekannt  ist,  die  Aufgabe: 

2.  Es  soll  eine  Funktion  F  gefunden  werden,  die  im 
ganze'h  Räume  r  mit  ihren  Derivierten  stetig  ist, 
wenn  die  Werte  von  ^V  im  Innern  von  r  und 
die  Werte  von  V  an  der  Oberfläche  0  von  r  ge- 
geben sind. 

Die  Formel  (2)  gibt  nämlich  unmittelbar  aus  diesen  Daten 
die  Funktion  V  in  einem  beliebigen  Punkte  p  und  zeigt  außer- 
dem, daß  es  nur  eine  Lösung  der  Aufgabe  gibt. 

Die  Bestimmung  der  Funktion  G  selbst  ist  ein  spezieller  Fall 
dieser  Aufgabe  und  gelingt  nur  in  besonderen  Fällen.  Ihre  Be- 
stimmung ist  eine  Fundamentalaufgabe  in  der  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  und  ihren  Anwendungen  auf  die 
mathematische  Physik. 

Wir  beweisen  noch  den  folgenden  Satz  über  die  Greensche 
Funktion. 

3.  Bezeichnet  man  die  Greensche  Funktion,  um  ihre 
Abhängigkeit  von  den  beiden  Punkten  |),  q  anzu- 
deuten, mit  Gp^q^  so  ist 

(3)  Gp^q    =     Gq^p. 

Der  Beweis  ergibt  sich  so:  Wir  nehmen  die  beiden  Green- 
schen Funktionen  Gp^^  <,,  Gp^^  q  für  dasselbe  Gebiet  r  und  schließen 
von  diesem  Gebiete  die  beiden  Punkte  pi,  p^  durch  kleine  Kugeln 
Ä^i,  k^  mit  den  Radien  q^^  q^  aus.    Auf  das  so  geschaffene  Ge- 
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biet  t'  wenden  wir  die  Formel  (5)  §  101  an,  indem  wir  ü  =  Op^^  „ 
V  =  Gp^  ^  setzen,  und  verfahren  dann  ebenso  wie  in  §  102.  Wir 
erhalten  dann 

(4)  4«(öp„p.  -  G^,,:)  =  -{(^^.«  %-  -  ^p,,^^^yo, 
nnd  daraus,  da  6rpi,g,  Gp^^q  an  der  Grenze  verschwinden, 

wie  bewiesen  werden  sollte* 


§104. 

Unstetigkeiten. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  in  dem  Felde  r  eine  Fläche  6 
liege,  in  der  V  und  seine  Differentialquotienten  unstetig  sind.  Wir 
nehmen  an,  daß  die  Funktionen 

y  cV^     dV     dV^ 
'  d-x  '    dy'    dz 

im  ganzen  Gebiete  t  mit  Ausnahme  der  Fläche  6  bestimmte,  stetig 
veränderliche  Werte  haben,  daß  diese  Werte  aber  in  zwei  unend- 
lich benachbarten  Punkten  auf  beiden  Seiten  Fig.  40. 
von  6  um  eine  endliche  Größe  verschieden 
sind. 

Wir  ziehen,  wie  die  Fig.  40  zeigt,  durch 
jeden  Punkt  der  Fläche  6  eine  Normale  v, 
die  wir  in  einer  beliebigen,  aber  über  die 
ganze  Fläche  festzuhaltenden  Richtung  po- 
sitiv nehmen,  und  nennen  die  Seite  der 
Fläche  ö,  die  auf  der  Seite  der  wachsenden  v 
liegt,  die  positive  Seite  dieser  Fläche.  Die  Werte  von  V  in  benach- 
barten Punkten  auf  den  beiden  Seiten   von  6  unterscheiden  wir 

als  F"*"  und  F~,  und  bezeichnen  analog  auch  die  Differential- 
quotienten. 

Es  läßt  sich  dann  die  Formel  §  102,  (11)  anwenden,  wenn  wir 
beide  Seiten  der  Fläche  6  mit  zu  der  Begrenzung  von  r  rechnen. 
Auf  der  positiven  Seite  von  6  ist  dann  dn  ■=  dv,  auf  der  nega- 
tiven dw  =  — dv  anzunehmen.  Der  Punkt  p  soll  nicht  auf  der 
Fläche  6  liegen. 

Bezeichnen  wir  also  mit  d6  ein  Element  der  Fläche  6  und 
beziehen  die  Integration  nach  dö  auf  diese  ganze  Fläche,  während 

16* 
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do  die  ursprüngliche  Grenze  des  Gebietes  r  (ohne  6)  durchläuft, 
so  ergibt  die  Formel  §102,  (11): 


(1) 


4«Fp  =  — 


r 


r   dn  dn 


do 


mr  -  (i?)i 


da 


+ 


Hierin  ist,  um  daran  zu  erinnern,  r  die  Entfernung  des 
Punktes  p  von  einem  Punkte  des  Integrationselementes  dr,  do, 
d^,  und  es  sind  demnach  die  Integrale  noch  Funktionen  der 
Koordinaten  des  Punktes  p. 

Die  Formel  (1)  gilt  selbstverständlich  auch,  wenn  6  aus 
mehreren  getrennten  Stücken  besteht,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn 
im  Gebiete  r  mehrere  verschiedene  ünstetigkeitsflächen  liegen. 

§105. 
Unendliche  Felder. 

Wir  gehen  jetzt  wieder  auf-  das  in  der  Formel  §  101  (5)  vor- 
kommende Flächenintegral  zurück: 

,^^  C/^rdV       „du' 


J\      dn  dnj 


Fig.  41. 


um  die  Veränderung  zu  untersuchen,   die  eintritt,  wenn  sich  das 

Feld  r  ins  Unendliche  erstreckt. 

Wir  nehmen  einen  festen  Punkt  P  und  bezeichnen  mit  B  die 

Entfernung  des  Punktes  P  von  dem 
Elemente  do.  Ist  wieder  do  ein  Ele- 
ment der  mit  dem  Radius  1  um  P 
beschriebenen  Kugel,  so  ist,  wenn  der 
Winkel  (w,  R)  spitz  genommen  wird 
(s.  Fig.  41) 

cos(n,R)do  =  jR^dcj, 
und   das   Integral  (1)   läßt   sich   also 
auch  so  darstellen: 


(2) 


J\      dn  dn/ 


dÜ\     R^dcü 


dn)  cos (n, H) 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  an,  daß  die  Grenzfläche  0 
so  beschaffen  und  der  Punkt  P  so  gewählt  sei,  daß  jeder  Strahl  iJ 
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die  Fläche  0  in  einem  und  nur  in  einem  Punkte  trifft,  und  daß 
cos(w,jB)  überall  von  Null  verschieden  sei.  Dann  erstreckt  sich 
die  Integration  in  bezug  auf  äco  in  (2)  einfach  über  die  ganze 
Einheitskugel,  also  über  ein  endliches  Gebiet.  Es  ist  leicht  zu 
sehen,  welche  Modifikationen  in  dieser  Beziehung  eintreten,  wenn 
diese  Voraussetzung  nicht  gemacht  wird.  Für  unseren  Zweck  ist 
dies  nicht  erforderlich. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Funktionen  C7,  F  seien  im  ganzen 
unendlichen  Räume  gegeben.    Es  soll  aber  vorausgesetzt  sein: 

(3)  für    R=  oo     ist     U=0,     y  =  0, 

E^^,    R^^    endlich, 
öl  öl 

wenn  l  eine  beliebige  Richtung  ist;  das  heißt,  die  letzten  Produkte 
sollen,  wie  groß  auch  R  angenommen  wird,  bestimmte  endliche 
Grenzen  nicht  überschreiten.  Es  ist  nicht  erforderlich,  anzunehmen, 
daß  diese  Produkte  für  R  =  oo  bestimmte  endliche  Grenzwerte 
haben.  Um  sich  in  einem  gegebenen  Falle  davon  zu  überzeugen, 
ob  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  genügt  es,  die  Richtung  l  nach- 
einander mit  den  drei  Koordinatenrichtungen  ^r,  t/,  z  zusammen- 
fallen zu  lassen. 

Unter  diesen  Annahmen  werden  die  Produkte 

dn  dn 

im  Unendlichen  verschwinden ,  während  das  Integrationsgebiet 
für  doj,  wie  auch  die  Fläche  0  sich  verändern  mag,  immer  das- 
selbe bleibt.  Wenn  wir  daher  die  Grenzfläche  0  allerseits  ins 
Unendliche  hinausrücken  lassen,  etwa  wie  eine  Kugel,  deren 
Radius  ohne  Grenzen  wächst  (oder  auch  sonst  beliebig),  so  wird 
sich  das  Integral  (2)  der  Grenze  0  nähern. 

Ist  wieder  r  die  Entfernung  des  Punktes  p  von  dem  Punkte  q 
mit  den  Koordinaten  x^  t/,  ^,  so  ist 

B2_  =  __cos(r,^),..., 

und  die  Forderung  (3)  ist  für  die  Funktion  U  erfüllt,  wenn  wir 
U=  l/r  annehmen.  Denn  jB  und  r  sind  die  Entfernungen  des- 
selben Punktes  q  von  den  beiden  festen  Punkten  P,  p  und  das 
Verhältnis  R/r,  hat  also  den  Grenzwert  1,  wenn  q  ins  Unendliche 
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rückt.    Wenn   nun   für   die  Funktion  V  beliebige   Unstetigkeits- 
flächen  ö  vorhanden  sind,  so  ergibt  die  Formel  §  104  (1): 


4«Fp  = 


r 


[\dv)        \dv)  J  r 


+ 


8i 

^  "^  dv 


Hierin  erstreckt  sich  das  Integral  nach  dt  über  den  ganzen  un- 
endlichen Baum,  und  unsere  Ableitung  zeigt  zugleich,  daß  die 
über  V  gemachten  Voraussetzungen  genügen,  um  die  Konvergenz 
dieses  Integrals  sicher  zu  stellen. 

Setzt  man,  vorläufig  nur  zur  Abkürzung, 

(5)  JV  =  —  4nQ, 

(«)       Q  -  Cä^r=  -  -'. 

(7)  F+— F-  =  4äj?, 

so  erhält  die  Formel  (4)  die  einfachere  Form: 


(8) 


r,= 


Qdv 


r 


+ 


sdö 


+ 


r   j 

rirr-  dö, 


und  diese  Formel  zeigt,  daß  eine  Funktion  F,  die  im  Unendlichen 
den  Bedingungen  (3)  genügt,  und  abgesehen  von  einzelnen  Flächen  ö 
mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  ist,  eindeutig  bestimmt 
ist,  wenn  im  ganzen  unendlichen  Räume  ^F  gegeben  und  an  den 
Flächen  ö  die  Unstetigkeiten  von  F  und  seines  nach  der  Normalen 
genommenen  Differentialquotienten  gegeben  sind. 

Die  Stetigkeit  von  q  ist  hierbei  keineswegs  vorausgesetzt,  und 
es  ist  z.  B.  die  Annahme  zulässig,  daß  q  nur  in  einem  endlichen 
Raumteile  von  Null  verschieden,  sonst  überall  =  0  sei.  ^ 

Durch  diese  Betrachtungen  läßt  sich  auch  der  Green  sehe 
Satz[§  108(2)]  auf  den  Fall  eines  ins  Unendliche  ausgedehnten  Ge- 
bietes r  übertragen,  wenn  wir  für  diesen  Fall  zu  den  die  Green - 
sehe  Funktion  Cr  definierenden  Eigenschaften  §  103,  1.,  2.,  3.,  4. 
noch  die  weitere  hinzufügen: 

5.  Im   Unendlichen    soll    6r  =  0    und   B^dG/dl   end- 
lich sein. 

Wenn  wir  in  dem  unendlichen  Feld  außer  den  Unstetigkeits- 
flächen,  die  in  (4)  auftreten,  noch  eine  endliche  geschlossene  Ober- 
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fläche  annehmen,  deren  Inneres  von  dem  Felde  ausgeschlossen 
wird,  so  kommt  zu  (4)  noch  ein  Glied  hinzu,  das  sich  über  diese 
Oberfläche  erstreckt,  nämlich 


dfo. 


worin  n  die  nach  außen  positiv  gerechnete  Normale  bedeutet. 

Nehmen  wir  eine  solche  Oberfläche  allein  an  und  im  Unend- 
lichen   die  Bedingungen  (3)  erfüllt,  während  sonst  V  stetig  ist . 
und  der  Bedingung 

z/r=o 

genügt,  so  ergibt  sich: 


(9) 


für  einen  inneren  Punkt  [§104  (1)]  und 

(10)  4äFp  = 

J 


-Va 


do 


ön  "^  dn 

für  einen  äußeren  Pu^ikt,  wobei  die  Normale  n  beiderseits  von 
außen  nach  innen  positiv  gerechnet  ist,  während  F»,  F«  die  Werte 
bedeuten,  denen  sich  die  Funktion  F  nähert,  wenn  man  sich  von 
innen  oder  von  außen  der  Oberfläche  nähert. 

Eine  Funktion  F,  die  in  einem  Räume  r  mit  ihren 
ersten  und  zweiten  Derivierten  stetig  ist  und  der 
Bedingung  z/F  =  0  genügt  und  für  den  Fall,  daß 
sich  r  ins  Unendliche  erstreckt,  sich  den  Bedin- 
gungen (3)  gemäß  verhält,  soll  eine  Potential^ 
funktion  in  r_heißen. 


§106. 
Das   Newtonsche  Potential. 

Die  oben  abgeleitete  Formel  (8)  ist  mit  Rücksicht  auf  die 
Definitionen  von  p,  «,  tj  eine  bloße  Identität  Sie  enthält  eine  Dar- 
stellung einer  gewissen,  sehr  allgemeinen  Stetigkeitsbedingungen 
unterworfenen  Funktion  F  durch  bestimmte  Integrale. 

Wenn  wir  uns  aber  auf  einen  anderen  Standpunkt  stellen 
und  außer  den  Flächen  ö  die  Funktionen  ^,  e,  tj    als  beliebig 
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gegebene  annehmen,  so  dient  die  Formel  (8)  zur  Definition  einer 
Funktion  F,  und  es  entsteht  die  Frage,  ob  diese  Funktion  V 
dann  auch  wirklich  den  Bedingungen  (5),  (6),  (7)  des  Yorigen 
Paragraphen  genügt 

Die  drei  Bestandteile,  aus  denen  der  angegebene  Ausdruck 
TOn  V  besteht: 


(1) 


p= 


gdt 


F  = 


sda 


o  = 


ei 

r    , 

dv 


heißen  Potentiale,  zum  Unterschiede  Yon  anderen  Bedeutungen, 
in  denen  dies  Wort  wohl  sonst  noch  gebraucht  wird,  Newtonsche 
Potentiale  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  dieser  Funktionen 
in  der  Theorie  der  Kräfte,  die  nach  dem  Newton  sehen  Gravi- 
tationsgesetze wirken.  Wir  wollen  zunächst  die  Funktion  P  allein 
betrachten,  von  der  wir  aber  ein  für  allemal  voraussetzen  wollen, 
daß  Q  nur  in  einem  endlichen  Teile  des  Raumes  von  Null  ver- 
schieden sei;  außerdem  wollen  wir  die  Funktion  q  überall  endlich 
annehmen  und  beliebige  ünstetigkeiten  in  Flächen  zulassen.  Die 
Funktion  q  möge  die  Massendichtigkeit  und 

Qdt  =  dm 

das  Massenelement  heißen.  Wir  denken  dabei  zunächst  gar 
nicht  an  die  mechanische  und  physikalische  Bedeutung  dieser 
Ausdrücke  und  schließen  z.  B.  keineswegs  den  Fall  aus,  daß  q 
auch  negativ  sei. 

Die  Funktion  F  kann  als  Spezialfall,  oder  genauer  gesagt, 

als  Grenzfall  der  Funktion  P  aufgefaßt  werden.    Denken  wir  uns 

nämlich  die  Fläche  ö  als  einen  unendlich  dünnen  Körper  von  der 

Fig.  42.  Dicke  dv  und  bilden  das  Potential  P  für 

diesen  Körper  mit  der  Massendichtigkeit  p, 

so  wird  dm  =  gdvdö 

(2)  P  =  j^, 

und  wir  brauchen  nur  Qdv  =  s  zu  setzen, 
so  geht  P  in  F  über.  Da  e  endlich  sein 
soll,  so  muß  hierbei  q  mit  unendlich  abneh- 
mendem dv  unendlich  groß  werden. 

s    heißt  die    Flächendichtigkeit    und    F  ein 
Flächen  Potential. 
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Ebenso  läßt  sich  O  als  Grenzfall  von  F  betrachten.  Wir 
denken  uns  zu  diesem  Zwecke  über  der  Fläche  <J  eine  parallele 
Fläche  ö'  in  der  unendlich  kleinen  Entfernung  dv,  so  daß  jedem 
Punkte  von  <J  der  Punkt  von  ö'  gegenübersteht,  der  durch  die 
Normale  dv  getroffen  wird.  Das  Flächenelement  dö  sei  mit  der 
Flächendichte  —b  belegt,  das  gegenüberstehende  Element  d6' 
mit  -|-  b\  Es  ist  dann  das  Potential  dieser  Doppelfläche,  wenn  r' 
die  Entfernung  des  Punktes  p  von  d6'  ist: 


(s)        r^\'^-\ 


\  ,^x  _        I  f  ao  {  sdö 

I 
I 


Wir  nehmen  dann  die  Dichtigkeit  a'  so  an,  daß 

(4)  B'd6'  =  Bd6, 

d.  h.,  daß  auf  gleichen  Flächenstücken  von  <J  und  6'  gleiche,  aber 
entgegengesetzte  Massen  liegen.  Wenn  wir  dann  noch  nach  dem 
Taylorschen  Lehrsatze 

*setzen,  so  ergibt  sich  aus  (3),  (4)  und  (5): 

T 

F  =      B  -TT—  dvdö. 
dv 
•/ 

und   dies  geht  in  0  über,  wenn  rj  =  bcIv  gesetzt  wird,  so  daß 

auch  hier  b  für  ein  unendlich  kleines   dv   unendlich  groß  wird. 

Die  Funktion  0  heißt  daher  das  Potential  einer  Doppelschicht 

und  rj  die  Dichtigkeit  der  Doppelbelegung. 

§107. 

Die  Kraftkomponenten. 

Das  räumliche  Potential 

gdt 


(1)  p  =  \ 


r 

in  dem  sich,  wie  wir  festgesetzt  haben,  das  Integral  nach  dt  auf 
ein  endliches  Gebiet  r  erstreckt,  ist  eine  Funktion  der  Koordi- 
naten X,  t/,  z  des  Punktes  p.  Wir  sagen,  das  Potential  beziehe 
sich  auf  den  Punkt  p.  Es  ist  dann  r  die  Entfernung  dieses 
Punktes  von  dem  Integrationselemente  dt.     Liegt   der  Punkt  p 


250  Elfter  Abschnitt.  §  107. 

außerhalb  des  Raumes  r,  so  nennen  wir  ihn  einen  äußeren 
Punkt.  Über  die  Konvergenz  des  Integrals  ist  dann  kein  Zweifel, 
weil  r  nicht  unter  einen  gewissen  positiven  Wert  heruntersinkt. 
Daß  aber  auch  die  Konvergenz  nicht  aufhört,  wenn  der  Punkt  p 
ein  innerer  Punkt  ist,  worunter  wir  einen  Punkt  verstehen,  der 
dem  Gebiete  r  angehört,  ergibt  die  Einführung  von  Polarkoordi- 
naten um  den  Punkt  jp.  Denn  bezeichnet  wie  früher  dci  das 
Fiächenelement  auf  der  Einheitskugel,  so  können  wir  nach  §102  (7) 

(2)  dt  =  r^drdco 

setzen  und  erhalten 


=1 


Qrdrdw, 


wo  nun  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  im  Integrations- 
gebiete nicht  unendlich  wird.  Man  sieht  hieraus  auch,  daß  die 
Konvergenz  gleichmäßig  ist,  wenn  wir  P  als  Funktion  der 
Koordinaten  von  p  betrachten  (§  18). 

Wir  bilden  nun  noch  eine  zweite  Funktion,  die  durch  Diffe- 
rentiation des  Ausdruckes  von  P  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
steht.   Es  ist  nämlich  , 

(3)                  r^  =  (a-  xY  +  (*  -  yy  +  (c-  z)\ 
X .  N  _r_ (a  —  x) cos  a 

wenn  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  von  p  nach  dt  hin  gezogene 
Richtung  r  mit  der  positiven  a; -Achse  bildet.  Es  ergibt  sich  dann 
eine  Funktion 


dm  cos  oe 


(5)  X=      ^-  .-- 
und  diese  Funktion  geht  durch  die  Substitution  (2),  (4)  in 

(6)  X=  iQCosudrdcD 

über,    woraus   man   schließt,    daß  auch   dieses  Integral  konver- 
gent ist. 

Wenn  wir  nun  die  Funktion  X  in  bezug  auf  x  zwischen 
den  Grenzen  x^  und  x  integrieren,  während  wir  y  und  js  konstant 
lassen,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  die  Integration  unter  den  Inte- 
gralzeichen ausführen: 
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X 
Xq 

wenn  Pq  den  Wert  von  P  tur  x  =  Xq  bedeutet,  und  daraus 
folgt  wieder  durch  Differentiation 

(7)  ^  =  1^- 

^  "^  dx 

Die  Größe  X  hat  folgende  Bedeutung: 

Wenn  auf  die  Masseneinheit  am  Orte  p  eine  Kraft  wirkt  von 
der  Intensität  dm/r^^  die,  wenn  dm  positiv  ist,  von  p  nach  dem 
Elemente  dm  gerichtet  ist,  und  wenn  dm  negativ  ist,  die  ent- 
gegengesetzte Richtung  hat,  so  kann  diese  Kraft  angesehen 
werden  als  eine  Anziehung  oder  Abstoßung,  die  das  Element 
dm  auf  den  Punkt  p  ausübt,  und  das  durch  dm/r^  ausgedrückte 
Wirkungsgesetz  dieser  Kraft  ist  das  Newtonsche  Gravitations- 
gesetz. 

Die  in  der  Richtung  der  positiven  a:- Achse  genommene  Kom- 
ponente dieser  Kraft  ist 

j  V        dm 

a  X  =  — —  cos  a, 

und  wenn  nun  eine  ebensolche  Kraft  von  sämtlichen  Elementen 
dm  ausgeht,  so  ist  der  durch  (5)  gegebene  Ausdruck  von  Z.die 
Gesamtkomponente  der  Wirkung  des  Körpers  r  auf  den 
Punkt  p. 

Dieselbe  Betrachtung  läßt  sich  aber  in  bezug  auf  die  y- Achse 
und  die  js^- Achse  anstellen,  und  es  ergeben  sich  so  die  drei  Kom- 
ponenten X,  F,  Z  der  Wirkung  des  Körpers  r  auf  den  Punkt  p 
als  die  partiellen  Ableitungen  des  Potentiales  nach  den  drei 
Koordinaten  x^  y^  z\ 

(9\  X         ^^  y         dP  y         dP 

Der  Ausdruck 
(9)  dP  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

ist  ein  vollständiges  Differential. 

Wenn  auch  noch  Flächen  ö  vorkommen,  die  mit  Massen 
oder  mit  einer  Doppelschicht  belegt  sind,  so  wird  in  diesen  Be- 
trachtungen gar  nichts  geändert,  wenn  der  Punkt  p  nicht  gerade 
auf  einer  dieser  Flächen  liegt  und  wir  erhalten  die  Komponenten 
der  Gesamtwirkung  auf  den  Punkt  p  in  der  Form 
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rio^  x-^^       r-^^      z-^ 

^^^^  ^-äi'      ^-gp'      ^-87' 

(11)  dF=  XrfzH-  Zdy +  Zdz, 

worin  V  die  Bedeutung  §  105  (8)  hat. 

§  108. 
Stetigkeit  der  Funktionen  F,  X,  F,  Z. 

1.  Die  Funktionen  F,  X,  Y,  Z  sind  stetige  Funk- 
tionen des  Punktes  p  auch  beim  Durchgange  durch 
eine  Fläche,  in  der  q  unstetig  ist  (aber  nicht  beim 
Durchgange  durch  die  Fläche  ö). 

Wir  beweisen  die  Stetigkeit  der  Funktion  F,  und  bemerken, 
daß  die  Schlüsse  unverändert  auf  die  Funktionen  X,  Y,  Z  anzu- 
wenden sind. 

Die  Eigenschaft  der  Stetigkeit  einer  Funktion  V  besteht 
darin,  daß  die  Schwankungen  der  Funktion  V  kleiner  bleiben 
als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Größe  z/,  wenn  die  Verschie- 
bungen des  Punktes  p  kleiner  sind  als  eine  hinlänglich  kleine 
Größe  8.  Daß  V  stetig  ist,  so  lange  der  Punkt  p  außerhalb  des 
Integrationsgebietes  r  liegt,  folgt  aus  den  allgemeinen  Sätzen 
über  Stetigkeit  von  Integralen  als  Funktionen  eines  Parameters. 
Denn  in  diesem  Falle  ist  die  zu  integrierende  Funktion  im 
ganzen  Integrationsgebiete  eine  endliche  und  stetige  Funktion 
der  Lage  von  p. 

Wenn  aber  p  ein  innerer  Punkt  ist,  so  nehmen  wir  ihn  in 
endlicher  Entfernung  von  der  Fläche  6  an  und  umgeben  ihn 
mit  einer  Hülle,  die  etwa  die  Gestalt  einer  Kugel  haben  mag 
und  die  das  Gebiet  r  in  zwei  Teile  x^  und  r*  teilt,  wenn  r®  der 
von  der  Kugelhülle  umschlossene  Raum,  r*  der  übrigbleibende 
Teil  von  r  ist. 

Liegt  p  in  der  Nähe  der  Oberfläche  von  r,  so  wird  die 
Hülle  über  das  Gebiet  hinausreichen  können.  Die  hierdurch 
entstehenden  Weitläufigkeiten  können  wir  aber  einfach  durch 
die  Bemerkung  umgehen,  daß  wir  den  Raum  t  beliebig  aus- 
dehnen können,  wenn  wir  in  den  hinzugekommenen  Teilen  q  =0 
annehmen. 

Die  Funktion  V  zerfällt  also  jetzt  in  die  beiden  Bestand- 
teile V^  und  F*,  von  denen  der  erste  aus  der  Integration  über 
r^,  der  zweite  aus  der  über  r*  herrührt. 
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Wir  nehmen  nun  die  Hülle  zunächst  so  klein  an,  daß  V^ 
in  jedem  Punkte  in  ihrem  Innern  kleiner  als  Vq^  wird,  was 
wegen  der  Konvergenz  des  Integrals  F  immer  möglich  ist,  und 
zwar  wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  so,  daß  die  Dimen- 
sionen der  Hülle  unter  einer  für  den  ganzen  Kaum  r  gültigen 
Grenze  bleiben.  Die  Punkte  im  Innern  dieser  Hülle  sind  aber 
für  den  Raum  r*  äußere  Punkte  und  folglich  ist  F*  eine  stetige 
Funktion  von  p,  so  lange  p  in  der  Hülle  bleibt,  man  kann  also 
die  Grenze  8  für  die  Verschiebung  von  p  so  klein  machen,  daß 
die  Schwankung  von  F*  kleiner  als  1/2^  wird,  und  dann  ist  also 
die  Schwankung  von   F  kleiner  als  V2  ^« 

Da  wir  angenommen  haben,  daß  der  Körper  r  und  die 
Flächen  6  ganz  im  Endlichen  liegen,  so  sind  F,  X,  F,  Z  im 
Unendlichen  gleich  Null.  Das  Verschwinden  läßt  sich  noch  ge- 
nauer so  bestimmen: 

2.  Bedeutet  ü  die  Entfernung  des  Punktes  jp  von 
einem  festen  Punkte,  z.  B.  dem  Koordinaten- 
anfangspunkte, so  sind  die  Produkte 

BV,    1?2X,    Ji2r,    B^Z 
im  Unendlichen  endlich. 

Dies  ist  aus  den  Ausdrücken  für  F,  X,  Y,  Z  durch  Inte- 
grale ohne  weiteres  zu  ersehen. 

^  109. 
f 
Die  Differentialquotienten  von  X,  Y,  Z. 

Die  auf  einen  äußeren  Punkt  p  bezogenen  Funktionen  X,  Y,  Z 
können  nach  den  Koordinaten  dieses  Punktes  beliebig  oft  diffe- 
rentiiert  werden,  indem  man  die  Differentiation  unter  dem  Inte- 
gralzeichen ausführt.  Für  einen  äußeren  Punkt  haben  diese 
Funktionen  also  Differentialquotienten  jeder  Ordnung,  die  stetige 
Funktionen  des  Ortes  sind. 

Für  einen  inneren  Punkt  kann  aber .  schon  die  erste  Diffe- 
rentiation von  X,  Y,  Z  nicht  mehr  durch  Differentiation  unter 
dem  Integralzeichen  ausgeführt  werden,  weil  man  auf  diese  Weise 
auf  divergente  Integrale  geführt  wird. 

Zur  Untersuchung  der  Differentialquotienten  der  Funktion 

(1)  x  =  j^J^^^ 
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müssen  wir  also  einen  anderen  Weg  einschlagen,  auf  den  uns 
Gauß  gewiesen  hat^). 

Die  Dichtigkeit  q  soll  zunächst  als  eine  stetige  diffe- 
rentiierbare  Funktion  des  Ortes  in  dem  Räume  r  angenommen 
werden. 

Wir  geben  dem  Punkte  jj,  der  jetzt  ein  innerer  sei,  eine 
Verschiebung  in   einer  beliebigen  Richtung  l  von  der  Größe  ß, 

Fig.  43.  Fig.  44. 


die  nicht  so  groß  ist,  daß  sie  ihn  aus  dem  Räume  t  herausführt, 
und  bezeichnen  den  Wert  von  X  für  [die  neue  Lage  p'  von  p 
mit  X'. 

Denken  wir  uns  aber  den  ganzen  Raum  r  mit  seiner  Masse 
in  [der  Richtung  Z;um  e  rückwärts  geschoben,!  so  kommt  p' 
wieder  mit  p  zur  Deckung,  und  wenn  wir  den  neuen  Raum  mit 
r'  bezeichnen,  so  kann  X'  auch  dadurch  gefunden  werden,  daß 
wir  das  Integral  (1)  für  den  Punkt  p,  aber  über  den  Raum  t' 
nehmen. 

Die  Räume  r  und  r'  haben  einen  Teil  Tq  gemein;  ti  sei  der 
Teil  des  Raumes  r,  der  durch  die  Rückwärtsverschiebung  frei 
wird,  der  also  dem  Räume  t  allein  angehört.  Ebenso  sei  tg  der 
Teil  des  Raumes  r',  der  nicht  in  r  enthalten  ist. 

Wir  deuten  die  Integrationsgebiete  Tq,  r^,  rg  dadurch  an,  daß 
wir  für  das  Element  dv  setzen  dro,  drj,  dz^* 

Bezeichnet  q  die  Dichtigkeit  in  einem  Punkt  q  und  q^  die 
Dichtigkeit  in  dem  Punkte  q\  der  aus  q  durch  Verschiebung  um 


0  In  der  Abhandlung:  „Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im 
verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  anziehenden 
und  abstoßenden  Kräfte."  (GauU'  Werke,  Bd.  V.  Auch  in  Ostwald» 
Klassikern  Nr.  2.) 
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e  in  der  Richtung  Z  entsteht,  beides  in  der  ursprünglichen  Lage 
des  Körpers,  so  ist  qf  in  r^  und  9  in  x^  gleich  Null  zu  setzen. 
Hieraus  ergibt  sich  nach  (1): 

■^  f  g  (g  —  a:)  drp  f  ()  (a  —  3:)  dti 

(2)  "•'  "^^  J  ^« 

^  =  J ;;i +  J ^i ' 

und  folglich 

(S)       ^1^  =  f  <»'  -  'H"  -  -> ... 


Wenn  nun  e  unendlich  klein  wird,  so  gehen  die  Bäume  x^ 
und  tg  in  Schichten  über,  die  der  Oberfläche  0  aufgelagert  sind. 
Das  Volumen  des  über  dem  Element  do  stehenden  Teiles  der 
Schicht  Ta  von  der  Dicke  dv  ist,  wenn  v  positiv  nach  dem  Innern 
des  Raumes  r'  gerechnet  ist: 

dtg  =  dodr  =  p.do  cos(Z,  v), 

und  weil  an  der  Grenze  von  ti  der  Winkel  (Z,  v)  stumpf  ist: 

drj  =  —  edo  cos(Z,  v). 
Es  ist  femer 

,.     X'  — X       gx 

wobei  so  zu  differentiieren  ist,  daß  jr,  t/,  ;8f  als  Funktionen  von  Z 
aufgefaßt  werden.  Unter  dem  Integralzeichen  in  bezug  auf  dx^ 
ist  aber  ebenso 

e  cl 

wobei  die  Differentiation  so  zu  verstehen  ist,  daß  a,  6,  c  als 
Funktionen  von  Z  anzusehen  sind. 

Der  Raum  x^  fällt  in  der  Grenze  mit  x  zusammen;  ti  und 
r,  bedecken  zusammen  die  ganze  Oberfläche  0,  und  in  tg  geht 
9'  in  den  Oberflächenwert  von  q  über.    Wir  erhalten  also 

,.  8X        fgpa  —  o;  ,      ,     f  (>(a  — a?)  cos(Z,v)do 

^^^     "8r  =  j8i"T^'^'^  + J ;^i 

Das  nach  dx  genommene  Integral  ist  die  a?-Eomponente  der 
Wirkung  einer  Massenverteilung  mit  der  Dichte  g^/gZ,  und  das 
Integral  nach  do  ist  die  a?-Komponente  einer  Oberflächenbelegung 
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von  der  Flächendichte  9C0s(/,v),  und  folglich  ist  dX/dl  eine 
stetige  Funktion  der  Lage  von  p. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  noch,  wenn  q  nicht  im  ganzen 
Baume  stetig  ist,  so  lange  sich  nur  p  in  einem  Baumteile  ver- 
schiebt, in  dem  keine  Unstetigkeit  von  q  liegt.  Denn  teilt  man 
den  Baum  r  in  zwei  Teile  r'  und  t",  so  daß  p  in  t'  liegt  und 
Q  in  r'  stetig  ist,  so  zerfällt  X  in  zwei  Teile  X'  -{-  X",  und  da 
p  in  bezug  auf  r"  ein  äußerer  Punkt  ist,  so  hat  X"  stetige 
Difterentialquotienten  jeder  Ordnung. 

Da  nun  die  nämliche  Betrachtung  auf  die  Funktionen  F,  Z 
anwendbar  ist,  so  haben  wir  den  Satz: 

3.  Die  Komponenten  X,  Y,  Z  haben  in  einem  Baum- 
teile, in  dem  die  Dichtigkeit  g  stetig  und  diffe- 
rentiierbar  ist,  in  jeder  Bichtung  /  stetige  Deri- 
vierte. 

§  110. 
Bestimmung  von  z/F  und  der  Unstetigkeiten  von   F. 

Von  Wichtigkeit  ist  nun,  wenn  F  ein  Potential  ist,  die 
Kenntnis  von  z/  F  und  der  Unstetigkeiten  von  F  und  seiner 
Derivierten  an  den  Flächen  ö.  Wenn  die  Funktion  F  in  dem 
Punkte  p  mit  den  Koordinaten  rr,  y,  0  durch  das  Integral 


(1) 


v,= 


Qdt 


+ 


edö 


+ 


4 


definiert   wird,  so  können  wir,   wenn  p  ein   äußerer  Punkt  ist, 
unter  den  Integralzeichen  differentiieren,  und  wir  erhalten 


z/Fp  = 


1 


r  ' 


«z/—  dö  4- 


8^i 
r    , 

dv 


und  da  z^  —  =  0  ist,  so  folgt  für  einen  äußeren  Punkt 

(2)  "^  z/  F^  =  0. 

Ist  aber  jp  ein  innerer  Punkt,  so  schneiden  wir  durch  eine 
beliebige  geschlossene  Fläche  aus  dem  Baume  r  einen  Teil  t® 
heraus,  der  den  Punkt  p  und,  möglicherweise,  auch  einen  Teil 
<J0  der  Fläche  6  enthält.  Den  übrigen  Teil  des  Baumes  r  be- 
zeichnen wir  mit  r*.  Entsprechend  den  beiden  Bäumen  t®  und  t* 
zerfällt  Vp  in  zwei  Teile 
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Bestimmung  von  JV. 
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(3)  v,=  ri-\-v^, 

und  wenn  wir  durch  die  Bezeichnung  dz\  dö^  andeuten,  daß  sich 
die  Integration  auf  x^  und  o^  erstrecken  soll,  so  ist 


w 


yo  — 


pdro 


+ 


edö^ 


+ 


W-r d<JO. 

ov 


Hierin  kann  p  jeden  beliebigen  Punkt  des  unendlichen  ßaumes 
bedeuten.  Entsprechend  wird  der  zweite  Bestandteil  von  Vp 
definiert: 


(5) 


pdr' 


+ 


edö' 


+ 


4 

dv 


Da  der  Punkt  p  im  Innern  von  t®  liegt,  so  ist  er  für  den 
Raum  z*  ein  äußerer  Punkt,  und  die  Funktion  Vp  genügt  daher 
im  Baume  t®  der  Differentialgleichung 

(6)  ^r*  =  o. 

Aus  demselben  Grunde  ist  V*  im  Innern  von  r®  stetig,  und 
wir  haben  daher  an  der  Fläche  ö^ 

(^)  -  m=  "• 

(F*)+  _(F*)-=  0. 

Wenn  wir  nun  auf  die  Funktion  F»  die  Formel  §  105  (4) 
anwenden,  so  ergibt  sich: 


(7) 


43rF5  =  — 


^r» 


dt« 


im-  m~] 


d(?o 
r 


+ 


[( n 


wofür  man  mit  Kücksicht  auf  (6)  und  (7)  auch  setzen  kann 


(8)      43rFj  = 


z/F 


dr» 


[\dv)     \dv)  \ 


doo 


+ 


(F+ 


ei 
^")  ^  '^**'' 
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und  wenn  'man   F|  aus  (8)  und  (4)  eliminiert,  so  folgt 


(9) 


f(^:)-©+-'] 


r 


(y 


-h 


4 

—  4;ri7)  — —  rf^o  =  0, 


und  diese  Formel  gilt  für  jeden  Punkt  p  im  Innern  von  r% 
und  sie  gilt  andererseits  für  jeden  beliebigen,  aus  t  heraus- 
geschnittenen Raumteil  r^.  Nehmen  wir  zunächst  den  Raum- 
teil T®  so,  daß  er  die  Fläche  ö  ausschließt,  so  fallen  in  (9) 
die  Integrale  in  bezug  auf  dö®  weg,  und  es  folgt,  daß  in 
jedem  Raumteile  außerhalb  dieser  Flächen  die  Differential- 
gleichung 

(10)  z/F  =  — 4ä9 

befriedigt  sein  muß,  da,  wenn  ^  V  -j-  ^xq  in  irgend  einem 
Raumteile  nur  positiv  oder  nur  negativ  wäre,  die  Bedingung  (9) 
für  diesen  Raumteil  nicht  befriedigt  sein  könnte. 

Ebenso  schließt  man,  daß  in  jedem  Teile  ö^  der  Fläche  ö 


8F\+      /dV 


al 


sein  muß.    Es  ist  nun  daran  zu  erinnern,  daß  r  die  Entfernung 
zweier  Punkte  p^  q  (mit  den  Koordinaten  rc,  y,  z  und  a,  6,  c)  ist, 

Fig.  45.  ^^    i^    (^1)  Q   ®i^   Punkt    der    Fläche  6^ 

und   p    ein    beliebiger   Punkt    in   dem  die 
Fläche  <yo  umgebenden  Räume  x^  ist. 
Es  ist  aber 


r 


1   dr cos{'0;v) 

r^  öv 


r2 


(12) 


und  folglich  nach  (11): 
_|_  (F+  «  V  —  4:nYi)  cos  (r,  v) 


=  0. 
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Läßt  man  p  auf  der  Verbindungslinie  (p,  q)  fortrücken,  so 
ändert  sich  r,  nicht  aber  cos  (r,  v).  Es  [ist  also  (12)  nur  be- 
friedigt, wenn  in  jedem  Flächenteile  ö^ 

(14)  7^—  r-  =  43ri?, 

und  hierin  können  (),  €,  ij  beliebig  gegebene  Funktionen  sein. 

Die  Gleichung  ^V  =  0  für  das  Potential  in  einem  äußeren 
Punkte  rührt  von  Laplace  her.  Die  Ergänzung  für  den  inneren 
Punkt,  z/F=  —  4;r9,  hat  Poisson  gegeben. 
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Beispiele  zum  Potential. 


§111. 

Das  Problem  des  Potentials  gegebener  Massen. 

Wir  haben  in  §  103,  2.  nachgewiesen,  daß  eine  Funktion  V 
im  ganzen  unendlichen  Raum  eindeutig  bestimmt  ist  durch  fol- 
gende Bedingungen: 

1.  Es  ist  überall  ^  F  =  —  4  ä  (> ,   wenn  q  eine  gegebene 

stetige  oder  unstetige  Funktion  des  Ortes  ist. 

2.  An  gewissen  gegebenen  Flächen  ö  ist  V  in  der  Weise 

unstetig,  daß 

wenn  «  und  iy  an  den  Flächen  0  gegebene  Funktionen 
sind  und  v  die  Normale  der  Fläche  ö,  in  einem  be- 
liebig angenommenen  Sinne  positiv  gerechnet,  bedeutet. 
(e  bleibt  ungeändert,  wenn  man  den  Richtungssinn  von 
V  ändert,  rj  ändert  sein  Vorzeichen.) 

3.  Abgesehen  von  den  Flächen  ö  ist  V  überall  stetig  und 

hat  stetige  Derivierte. 

4.  Ist  B  die  Entfernung   des  variablen  Punktes,   auf  den 

sich  V  bezieht,  von  einem  festen  Punkte  (dem  Koor- 
dinatenanfangspunkte z.  B.),  so  ist  für  B  =  co 

F  =  0,    B^^    endlich, 

wenn  dV/dl  die  Derivierte  von   V  in   einer  beliebigen 

Richtung  l  bedeutet. 
Es  handelt  sich  also  bei  der  Bestimmung    von    F  um   die 
Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung,  für  deren 
Lösung  gewisse  Stetigkeitsbedingungen  vollgeschrieben  isind. 
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Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  aber  durch 
die  Formel  §105  (8)  allgemein  und  vollständig  geleistet  i)  und  es 
kann  sich  daher  bei  der  Behandlung  von  besonderen  Fällen  nur 
noch  darum  handeln,  die  in  jener  Formel  vorkommenden  drei- 
und  zweifachen  Integrale  zu  vereinfachen.  Dazu  führt  bisweilen, 
einfacher  als  die  Umformung  der  Integrale,  eine  direkte  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  auf  einem  anderen  Wege. 

Wir  geben  hierfür  einige  Beispiele. 

§  112. 
Potential  einer  homogenen  Kugel. 

Wir  nehmen  an,  daß  keine  Unstetigkeitsflächen  ö  im  Felde 
enthalten  seien,  und  daß  die  räumliche  Dichtigkeit  q  nur  eine 
Funktion  der  Entfernung  r  vom  Koordinatenanfangspunkt  sei, 
daß  also  die  Masse  in  konzentrischen  homogenen  Kugelschichten 
verteilt  sei. 

Es  folgt  dann  aus  den  Symmetrieverhältnissen,  daß  auch*  V 
nur  eine  Funktion  von  r  sein  kann. 

W^enn  wir  daher  den  Ausdruck  z/F  nach  §  44  (11)  auf 
Polarkoordinaten  transformieren,  so  ergibt  sich  für  V  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

(1)  3--—  =  —  4  Ä  p. 

Hieraus  folgt  durch  einmalige  Integration,  wobei  die  Inte- 
grationskonstante dadurch  bestimmt  wird,  daß  d(rV)/dr  nach  4. 
des  vorigen  Paragraphen  für  ein  unendliches  r  verschwinden  muß. 


drV 
~d7 


tD 


=  4«  I  rgdr^ 


und  durch  nochmalige  Integration,  da  r  F  für  r  =  0  verschwinden 
muß. 


00 


(2)  r=^idr{rQdr. 

ü  r 

Dieser  Ausdruck  läßt  sich  durch  partielle  Integration  um- 
formen.    Es  ist  nämlich 


*)  Hierdurch   sind   anch  die  DifEerentialgleichungen  §  100  (6),  (7)  inte- 
griert, die  zur  Darstellung  eines  Wirbelvektors   als   curl  erforderlich  waren. 
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QO  CO 


d  {r     rQdr\  =  dr    rQdr  —  r^gdr^ 

r  r 

und  daraus  ergibt  sich  durch  Integration  von  0  bis  r: 


00 


\dr  l  TQdr  =  r  I  rgdr  -^  1  r^gdr^ 


also 


0 


00  r 


(3)  V=  4.71  {  rQdr  -^-—ir^Qdr. 

r  0 

Nun  ist  4:nr^Qdr  die  Masse  dm  einer  unendlich  dünnen 
Kugelschale  Yom  ßadius  r,  von  der  Dicke  d  r  und  der  Dichtigkeit 
Q  und  wenn  wir  also  mit  m  die  Masse  der  ganzen  Kugel  mit 
dem  Radius  r  bezeichnen,  so  ist 


r 

4ä  I  r^pdr  r=  m. 


Es  wird  also 


c» 


W  ^=7+f 


dm 


r 

r 


Dieser  Formel  können  wir  folgenden  Ausdruck  geben.  Nennen 
wir  kurz  innere  Massen  die,  die  dem  Mittelpunkte  näher  sind  als 
2?,  äußere  die,  die  weiter  entfernt  sind,  so  können  wir  sagen: 

Das  Potential  einer  konzentrischen  Massen- 
verteilung, bezogen  auf  einen  Punkt  p^  ist  gleich 
dem  Potential  der  im  Mittelpunkte  vereinigten 
inneren  Massen,  vermehrt  um  das  Potential  der 
äußeren  Massen  im  Mittelpunkte. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  q  konstant  im  Innern  einer  Kugel 
vom  Radius  c,  und  q  =  0  außerhalb  dieser  Kugel,  so  ergibt  uns 
die  Formel  (3)  für  einen  inneren  Punkt,  weil  darin  die  erste 
Integration  jetzt  nur  bis  c  auszudehnen  ist: 

(5)      Vi  =  liiQ  (c2  _  r2)  4-  -^  pr2  =  2nc^Q ^  Qr\ 

Für  einen  äußeren  Punkt  fällt  das  erste  Integral  in  (3)  ganz 
weg  und  das  zweite  erhält  die  konstante  obere  Grenze  c.  Folg- 
lich ergibt  sich  für  einen  äußeren  Punkt: 
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Potential  einer  homogenen  Kugel. 
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(6) 


ya  = 


4t  n      c^ 


3 


m 

r         r 


wenn  m  die  Gesamtmasse  der  Kugel  ist 

Man  sieht,  daß  für  r  =  c  beide  Ausdrücke  denselben  Wert 
4 
—  QTtc^  erhalten. 

o 

Die  Ableitungen  nach  r  sind 

dVi  4tn  dVa  43r       c^ 


dr 


dr 


3 


^     f2 


und  geben  für  r  =  c  den    übereinstimmenden  Wert  —  —  gnc. 

Die    zweiten    Ableitungen    aber   geben    für    r  =  c  verschiedene 
Werte. 

Wenn  man  V  als  Ordinate  zu  der  Abszisse  r  aufträgt,  so 
erhält  man  als  Bild  dieser  Funktion  F  eine  Kurve,  die  sich 
aus  einem  Parabelbogen  von  r  =  0  bis  r  =  c  und  einem 
Hyperbelbogen    von    r  r=  c    bis  Fig.  46. 

r=  00  zusammensetzt,  und  beide 
Kurvenstücke  haben  in  dem 
Punkte  r  =  €  dieselbe  Tangente 
(Fig.  46). 

Wenn  der  massenerfüilte 
Raum  eine  von  zwei  konzentrischen  Kugeln  begrenzte  homogene 
Schale  ist,  so  haben  wir  dreierlei  Räume  zu  unterscheiden,  1.  den 
Hohlraum  im  Innern  der  Schale,  2.  den  schalenförmigen  Raum, 
3.  den  äußeren  Raum.  Wir  wollen  das  Potential  für  diese  drei 
Räume  mit  Fj,  F^,  Fg  bezeichnen,  und  mit  c,,  C2  die  Radien  der 
inneren  und  der  äußeren  Kugel. 

Man  erhält  die  gesuchten  Potentiale,  wenn  man  die  nach 
(5)  und  (6)  für  die  beiden  Kugeln  gebildeten  Ausdrücke  von- 
einander subtrahiert,  und  dabei  beachtet,  daß  der  Hohlraum  für 
beide  Kugeln  ein  innerer,  die  Schale  für  die  eine  Kugel  ein 
innerer,  für  die  andere  ein  äußerer,  und  endlich  der  Raum 
außerhalb  der  Schale  für  beide  Kugeln  ein  äußerer  ist.  So 
findet  man 


(7) 


y   ^  4jr£  cl—_cl 


264  Zwölfter  Abschnitt.  §  113. 

Wenn  wir  hierin  c^  —  c^  unendlich  klein  werden  lassen  und 
Q  (€2  —  Ci)  =  ^  setzen,  so  ergeben  uns  F|,  Fg  die  Potentiale 
einer  Flächenbelegung  auf  der  KugeL  V^  bezieht  sich  auf  den 
Innenraum  und  F3  auf  den  Außenraum.  Man  erhält,  wenn  man 
dann  c^  =  C2  =  c  setzt 

(8)  ^^nc^ 

^  r 

Für  r  =  c  stimmen  beide  Ausdrücke  überein,  dagegen  haben 
die  Differentialquotienten 

^  ^  dr  '      dr  r^ 

die  Differenz  —  4ä£. 

Hieraus  können  wir  endlich  noch  das  Potential  einer  kugel- 
förmigen Doppelschicht  ableiten. 

Wir  denken  uns  also  wieder  zwei  Kugelflächen  mit  den 
Radien  Cj,  O2,  auf  denen  gleiche  und  entgegengesetzte  Massen 
flächenartig  ausgebreitet  sind.  Die  Dichtigkeiten  müssen  also 
im  umgekehrten  Verhältnis  der  Flächen,  oder  was  dasselbe  ist, 
der  Quadrate  der  ßadien  stehen.  Ist  also  die  Dichtigkeit  auf 
der  ersten  Kugel  —  «,  so  ist  sie  auf  der  zweiten  scf/c^.  Wir 
erhalten  also  das  Potential  nach  (8) 

Y  =  _  ^3r£Ci(Ca  — Ci)^      F  =  0 

C2 

und  wenn  also  nun  Ci  =  C2  =  c  und  s  (c^  —  Ci)  =  rj  wird: 

Fl  =  —  4;riy,       Fg  =  0. 

Es  ist  also  der  Unterschied  Fg  —  Fj  =  4^1^,  wie  es  sein 
muJS.  Fl  und  Fg  sind  hier  konstant  und  folglich  ihre  Ableitungen 
überall  =  0. 

§113. 
Potential  eines  Ellipsoids. 

Das  dreifache  Integral,  durch  welches  das  Potential  eines 
mit  homogener  Masse  erfüllten  Ellipsoids  ausgedrückt  ist,  läßt 
sich  auf  ein  einfaches  elliptisches  Integral  zurückführen.  Es 
gibt  eine  große  Zahl  von  Lösungen  dieses  sowohl  durch  seine 
mathematischen   Schwierigkeiten,    als  durch  seine  mannigfachen 
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Anwendungen  berühmten  Problems i).  Dirichlet  hat  zuerst 
darauf  hingewiesen,  daß  man  auf  sehr  einfache  Weise  zwar 
nicht  zu  einer  Ableitung,  wohl  aber  zu  einem  vollständigen  Be- 
weis des  Resultates  gelangen  kann,  wenn  man  an  dem  bekannten 
Ausdruck  die  charakteristischen  Eigenschaften  des  Potentials 
(§  111)  nachweist.  Diesen  Weg  wollen  wir  hier,  als  den  kür- 
zesten, einschlagen. 

Es  seien  a,  6,  c  die  Halbachsen  des  Ellipsoids,  und 

(1)  f^  +  fe  +  |  =  i 

seine  auf  die  Hauptachsen  bezogene  Gleichung.  Wir  betrachten 
daneben  noch  die  durch  die  Gleichung 

(2)  -^  +  -J^  +  -?1-  =  1 

dargestellte  Flächenschar,  die,  wenn  A  durch  positive  Werte  von 
0  bis  00  geht,  eine  Schar  die  gegebene  Fläche  umschließender 
konfokaler  Ellipsoide  darstellt.  Ist  A  negativ,  so  stellt  (2)  ent- 
weder ein  inneres  EUipsoid  oder  ein  Hyperboloid  dar.  Betrachten 
wir  den  Punkt  p  mit  den  Koordinaten  x^  y,  0  als  gegeben,  so  ist 
(2)  eine  kubische  Gleichung  für  A,  und  diese  hat  dann  und  nur 
dann  eine  positive  Wurzel,  wenn  a?,  y,  z  ein  äußerer  Punkt 
zu  der  Fläche  (1)  ist.  Diese  positive  Wurzel,  die  wir  von  jetzt  an 
unter  A  verstehen  wollen,  ist  dann  vermöge  (2)  eine  Funktion 
von  a?,  y,  e.  Wenn  der  Punkt  p  auf  die  gegebene  Fläche  rückt, 
so  geht  A  in  Null  über. 

Wir  beweisen  nun,  daß,   wenn  q  die  konstante  Dichtigkeit 
im  Innern  des  Ellipsoids  bedeutet,  die  Funktion 

/Q\        ir  f /i  ^^  y^  ^^    \  ^5 


0 

für  einen  inneren  Punkt, 

00 


t/2  jü^     \  ds 

D 


für  einen  äußeren  Punkt,  wenn  D  die  Bedeutung  hat 


^)  Die  wichtigsten  Abhandlungen  über  diesen  Gegenstand  sind  in 
Ostwalds  .Klassikern  der  exakten  Wissenschaften **,  Nr.  19,  zusammen- 
gestellt. 
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(5) 


^  =  yO+äO+ÖO+i)' 


den  charakteristischen  Bedingungen  §  111,  1.,  2.,  3.,  4.  genügt. 
Um  dies  nachzuweisen,  bilden  wir  zunächst  die  Ableitung  nach  x : 


so 


dVi  ^        C       X       ds 


=  —  27CQ  \ 


dx  "^ }  a^  -\-  s  D' 

dVa  ^        C       X       ds 


=  —  2nQ  I 


dx  "^  }  a^  +  s  D' 

wobei  zu  bemerken  ist,  daß  F«  auch  in  bezug  auf  die  untere 
Grenze  X  differentiiert  werden  muß,  daß  aber  das  hiervon  her- 
rührende Glied  wegen  der  Gleichung  (2)  wegfällt.  Wenn  der 
Punkt  p  an  die  Oberfläche  rückt,  so  wird  A  =  0  und  es  wird 
Va  =  Vi  und  dVajdx  =  d  Vi/dx.  Ebenso  sind  an  allen  anderen 
Stellen  V  und  dVßx  stetige  Funktionen  von  p.  Demnach  genügt 
unsere  Annahme  den  Bedingungen  3. 

Ist  a  die  kleinste,  b  die  größte  unter  den  Halbachsen  des 
Ellipsoids,  und 

so  ist  nach  (2) 

(7)  a2  +  A  <  r2  <  62  4-  A, 

und  folglich  wird  A  mit  r  zugleich  unendlich;  außerdem  ist 

abc 
und  wenn  s  >  A  ist, 

^  a2  +  s        b^  +  s        c2  -f  s  ^ 


Daraus  folgt 

Va  <  QTtabc]  T- 

J  ia 


ds  2nabc 

=  Q 


und   da  x  dem  absoluten  Werte  nach  kleiner  als  r  ist,  so  ist, 
wegen  (6),  dem  absoluten  Werte  nach 

0  ^  ^«  ^  o      j        »  f        <^s  ^^     abcgr^ 

rä  -^ —  <  2jtabcgr^  I  7- 


dx     ^  J  (aä  4-  sf^         3    ^(a^  _|_  a)»  ' 


und  mit  Rücksicht  auf  (7) 
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was  für  A  =  00   endlich  bleibt.     Da  man  hierin  x  mit  y  und  mit 
z  vertauschen  kann,  so  ist  auch  die  Bedingung  §  111,  4.  befriedigt, 
und  weil  hier  keine   Flächen   6   vorhanden  sind,  so   bleibt  nur 
noch  die  DifEerentialgleichung  in  §  111,  1.,  nachzuweisen. 
Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  aus  (6) 


=  —  2nQ  I 


0 

woraus 

0 

Es  ist  aber 

dlogP  _   1   /      1        I        1        I        1     \ 

^/  ds      ~  2  W^s^  b^-\-s^  c»-\-sr 

also 

00 

(10)  JVi  =  -i7CQ{^  =  -i7CQ. 

1 

Für  einen  äußeren  Punkt  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Wert 
von  D  für  s  =  k  mit  D^  bezeichnen: 

^^^       dx^   —       "^"^^J  (a2  +  s)D  "^  (a*^  +  A)A  8^ 

und  daraus,  wenn  man   die   entsprechenden   Ausdrücke   für   die 
Differentiation  nach  y  und  ^  bildet: 

_,2;rp/     o;       öA^i         y       ^^  _\         ^       ^A 

■^  "Ä~  W  +  A  ^  "^  />«  +  ;i  dy  •"  c2+I  giy ' 

darin  läßt  sich  das  Integral  mit  Hilfe  der  Formel  (9)  ausführen, 
und  man  erhält: 

no\  yiV  —  1^  (     ^      ?i  -u      y      ?i  4-      ^      ^  _  9\ 

Andererseits  ergibt  sich  durch  Differentiation  der  die  Funk- 
tion l  definierenden  Gleichung  (2): 


^ 
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2x  [      x^  y2  0^      Id^l      X 


y 


"Ix     _  r      x^  yg  _£!_1  ^ 

rn^     ^y    _  r_£l—  ^     y'      I  _fl_l  ^ 

^  ^   fea  +  A  "*"  L(a'+^)'  "^  (*'  +  ^)'        (c*+^H  ^2/ 
2;8r      _  [       x^  y«  __f!_l  ^ 

woraus,  wenn  man  mit  den  rechts  von  dem  Doppelstrich  stehenden 
Faktoren  multipliziert,  addiert,  und  einen  gemeinschaftlichen  Faktor 
abwirft: 

und  hiemach  erhält  man  aus  (12) 
(15)  ^  Fa  =  0. 

Damit  ist  nachgewiesen,  daß  die  durch  (3)  und  (4)  gegebene 
Funktion  Vi  und  Ya  die  charakteristischen  Eigenschaften  des 
Potentials  hat,  und  daß  sie  also  in  der  Tat  das  Potential  eines 
homogenen  dreiachsigen  EUipsoides  darstellt 

Die  Komponenten  der  Anziehung  des  EUipsoides  auf  einen 
inneren  und  einen  äußeren  Punkt  sind  hiemach  durch  die  For- 
meln (6)  gegeben. 

§114. 
Ellipsoidische  Schale. 

Nachdem  das  Potential  eines  homogenen  EUipsoides  gefunden 
ist,  können  wir  leicht  das  Potential  einer  von  zwei  Ellipsoiden 
begrenzten  Schale  berechnen.  Man  hat  nur  das  Potential  des 
inneren  EUipsoides  von  dem  des  äußeren  abzuziehen. 

Wir  betrachten  hier  den  besonderen  Fall,  daß  die  beiden 
EUipsoide  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind,  und  es  mögen, 
wenn  a\  h\  c^  die  Quadrate  der  Halbachsen  des  inneren  EUip- 
soides sind,  die  des  äußeren  mit 

(1)      <  =  a»(l  +  d),    bi'  =  b^{l-^dl    ci^  =  c2(l+«) 

bezeichnet  sein.  Lassen  wir  dann  d  unendlich  klein  werden,  so 
erhalten  wir  eine  Fiächenbelegung ,  die  aber  nicht  über  die 
ganze  Oberfläche  konstant,  sondern  mit  dem  unendUch  kleinen 
Normalabstand  der  beiden  Flächen  proportional  ist.  Wir  be- 
zeichnen, wie  bei  der  Kugelschale,  mit  V^  das  Potential  für 
einen  Punkt  im   Hohlraum,   mit    V^  für  einen   Punkt  zwischen 
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beiden  Flächen,  und  mit  Fg  für  einen  äußeren  Punkt.  Wir 
wollen  nur  V^  und  Fg  genauer  betrachten,  da  die  Punkte  der 
Schale  selbst  für  den  Grenzfall  ohne  Interesse  sind.  Wird  das 
Potential  für  das  innere  Ellipsoid  mit  F,  für  das  äußere  mit 
F'  bezeichnet,  so  ist 

(2)  V,=  V'i-  Vi,        V,  =  Vi  --  Fa. 

Wir  haben  nun  nach  §  113  (3) 

f;  = 

x^  y2  z^  \  ds 


«p|(i- 


a2(l-f-*)  +  s       62(i_^Ä)  +  5       c2(l  +  d)+s/D" 

wenn  D'  aus  D  hervorgeht  durch  die  Vertauschung  von  a,  5,  c 
mit  Ol,  6i,  Ci-  Wenn  man  darin  s  =  (1  -|-  ä)  s'  setzt,  und  dann 
den  Accent  bei  s!  wieder  wegläßt,  so  kommt 

(,)    r,  =  .,  |(,  +.__-__  ^-^  _  -^^  % 

0 

und  folglich 

(4)  Fi=»p«j^, 

0 

woraus  das  merkwürdige  Resultat  folgt,  daß  das  Potential  F^ 
von  X,  y,  z  unabhängig  ist. 

Um  Fg  zu  bilden,  haben  wir  die  Formel  §  113  (4)  anzu- 
wenden. In  dem  Ausdruck  Vi  ist  die  untere  Grenze  A'  die 
positive  Wurzel  der  Gleichung 

oc^  , y^ . ^^  _  1 


a2  (1  +  d)  -^  A'    •    62  (1  ^  Ä)  4-  ;i'  ^  c2  (1  +  d)  4-  k' 

und  wenn  wir  also  hier  auch  s  =  (1  -(-  ä)s'  setzen,  so  wird  für 
s'  die  untere  Grenze  A"  =  A7(l  -\-  ä),  und  A"  ist  die  positive 
Wurzel  der  Gleichung 

,^v  x^  y»  z^       1  _i    A 

y^)  a^  j^  A"  "+■  62  _^  A"  +  c2  +  A"  ~"     + 

Es  ist  dann 

(6,  r.  =  ,,|  (I  +  ,  -  „^  _  ^  -  -^^)  ^^ 

und  folglich 


r-  -  ' 

^»     •  i 
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(7)  F,  =  «p  J  (l  _  ^5-^^  -  ^  -  ^,-^J-^ 


00 


+ 


Wir  lassen  jetzt,  um  zur  Flächenbelegung  überzugehen,  ö 
unendlich  klein  und  q  unendlich  groß  werden,  jedoch  so,  daß 
gä  einen  endlichen  Wert  behält.  Dann  wird  in  dem  Ausdruck 
(7)  der  erste  Teil  unendlich  klein,  weil  nicht  nur  die  beiden 
Grenzen  zusammenfallen,  sondern  auch  noch  der  Differential- 
quotient nach  A"  für  d  =  0  verschwindet  [wegen  der  Gleichung 
§  J!^7*(2)],  und  folglich  die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  8 
mit  der  zweiten  Potenz  beginnt.     Demnach  ergibt  sich: 

00 

(8)  r,  =  7tQ- "  "^^ 


i 


z>' 


während  der  Ausdruck  (i)  für  V^  auch  für  den  Fall  eines  ver- 
schwindenden ä  noch  gilt.  Man  sieht,  daß  die  Funktionen  V^ 
und  Fy  an  der  Oberfläche  stetig  ineinander  übergehen. 

Die  Flächendichtigkeit  s  können  wir  entweder  in  der  oben 
angedeuteten  Weise  geometrisch  bestimmen,  oder  auch  nach  der 
Formel  §  110  (13) 

(K)    -©=-^"" 
Ziehen   wir    durch    die    Fläche    des   Ellipsoides  im .  Punkte 
Xy  «/,  0  eine  Normale  v,  nach  außen  positiv,    so  ist    V"  =  Fi, 
also  konstant  und  (dV/dv)~=  0.     Ferner  F"*"  =  F,  und  daher 

-—    =    —    4:716. 

ÖV 

Bilden  wir  diesen  Ausdruck  nach  der  Formel  (8),  in  der 
nach  der  Differentiation  A  ==  0,  also  -D  =  1  zu  setzen  ist,  weil 
der  Differentialquotient  für  einen  Punkt  der  Oberfläche  zu  nehmen 
ist,  so  folgt: 

(^)        ^  =  V  [d^  ^^^ ^""^ ^^ "^  äy  ^^®  ^^' ^^ "^  8^  ^^® ^''' '^^J  * 

Es  ist  aber  nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geo- 
metrie 

co8(i',rr)  =  ^,      C08(1^y)  =  J^,      co8(v,^)  =  ^, 
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worin  zur  Abkürzung  

gesetzt  ist,  und  es  ist  daher  nach  §  113  (14) 

—  co%{v,x)  +  g^  cos(v,y)  +  —  cos(i;,^)  =  -, 
und  die  Flächendichtigkeit  nach  (9) 

<")  - 1  ■ 

In  den  Scheiteln  des  EUipsoides  wird  z^Sl  die  Dichtigkeit 

qS         qS  ,       qS 
T«'     "2-*'     T'- 

Der  Wert  von  qS  läßt  sich  einfach  durch  die  gesamte  in 
der  ellipsoidischen  Schale  enthaltene  Masse  m  darstellen.  Es  ist 
nämlich  die  Masse  des  inneren  Ellipsoides 

4:7t       , 

—  abcQ 
und  die  des  äußeren 

Y  o^bcQ  ^l^S    =  -^  abcQ  [1  -j-  -^dj 

für  ein  unendlich  kleines  ä.     Folglich  ist  die  Masse  der^Schale 

m  =  27tabcQä 
und  daraus 

m 

£   ; • 

4:7tabc^ 
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Kugelfunktionen. 


§115. 
Die  Greensche  Funktion  für  eine  Kugel. 

Wir  haben  in  §  103  eine  Green  sehe  Funktion  G  als  eine 
Funktion  von  zwei  Punkten  p,  g  im  Innern  eines  begrenzten 
Raumes  r  definiert,  die,  als  Funktion  von  q  betrachtet,  innerhalb 
T  der  Differentialgleichung 

(1)  JG  =  0 

genügt V  und  an  der  Oberfläche  0  des   Raumes  r  verschwindet; 
außerdem  sollte  die  Funktion  G  -\-  l/(jpg'),  wenn  (pq)  die  Ent- 


Fig.  47. 


femung  der  beiden  Punkte  p  und 
q  ist,  nebst  ihren  Ableitungen  in 
r  stetig  sein. 

Wenn  die  Greensche  Funk- 
tion bekannt  war,  so  konnten 
wir,  wie  wir  gesehen  haben,  die 
Differentialgleichung  ^F=0  für 
den  Raum  r  unter  der  Voraus- 
setzung lösen,  daß  die  Funktion  V 
an  der  Oberfläche  0  von  r  be- 
liebig gegeben  war.  Wir  wollen 
nun  die  Funktion  G  für  den  Fall  bestimmen,  daß  der  Raum  r 
durch  eine  Kugelfläche  mit  dem  Radius  c  begrenzt  ist. 

Dazu  führt  eine  sehr  einfache  elementar- geometrische  Be- 
trachtung, wenn  wir  uns  daran  erinnern,  daß  nach  §  102  der 
reziproke  Wert  des  Abstandes  irgend  zweier  Punkte  voneinander 
als  Funktion  des  einen  von  ihnen  immer  der  Diffierentialgleichung 
^  V  =  0  genügt. 
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Es  sei  p  ein  Punkt  innerhalb  der  Kugel,  im  Abstand  r  vom 
Kugelmittelpunkt.  Zu  jedem  Punkte  p  kann  man  einen  be- 
stimmten zugehörigen  %ußeren  Punkt  p'  finden,  der  auf  demselben 
Radius  in  der  Entfernung  r'  vom  Mittelpunkte  liegt,  und  so,  daß 
c  die  mittlere  Proportionale  zwischen  r  und  r'  ist,  daß  also 

(2)  r/  =  cK 

Dieser  Punkt  p'  heißt  der  harmonische  Pol  von  p.  Man 
kann  ihn  leicht  aus  dem  Satze  konstruieren,  daß  p  in  der  Ebene 
des  Kreises  liegt,  in  dem  der  you  p'  auslaufende  Tangenten- 
kegel die  Kugel  berührt.  Der  Punkt  q  möge  auf  einem  Radius? 
der  mit  r  den  Winkel  y  bildet,  in  der  Entfernung  g  vom  Mittel- 
punkte liegen.  Rückt  der  Punkt  q  auf  demselben  Radius  fort- 
schreitend auf  die  Kugelfläche  nach  q^^  so  werden  die  beiden 
Dreiecke  {oqop)  und  (op'qo)  einander  ähnlich;  denn  sie  haben 
denselben  Winkel  y,  und  es  ist  wegen  (2) 

(op)  :  (oqo)  =  (oqo)  :  (op^ 
Hieraus  folgt  also  auch 

O'^o)  :  (PQo)  =  (oqo)  :  (op)  ^=  c  :  r, 
also 

iP(io)  ~"  r  (p'  qo)  ' 

Wenn  q  variabel  ist,  und  p  und  folglich  auch  p'  fest,  so 
bleibt  r  ungeändert,  und  wenn  wir  daher 

(4)  G  =  ^      ^  ' 


r  (p'q)       (pq) 

setzen,  so  bleibt  diese  Funktion,  da  p'  ein  äußerer,  q  ein  innerer 
Punkt  ist,  im  Innern  der  Kugel  mit  Ausnahme  des  Punktes  p 
endlich  und  stetig,  und  hat  wegen  (3)  alle  charakteristischen 
Eigenschaften  der  Green  sehen  Funktion. 

Derselbe  Ausdruck  gibt  uns  auch  die  Greensche  Funktion 
für  den  Außenraum  der  Kugel,  wenn  p  und  q  äußere  Punkte 
sind  und  p'  im  Innern  liegt. 

§  116. 

Bestimmung  eines  Potentials  in  einer  Kugel  bei 
gegebenen  Oberflächenwerten. 

Die  jetzt  bestimmte  Greensche  Funktion  wenden  wir  nun 
zur  Lösung  der  Aufgabe  an,  eine  Funktion  V  zu  bestimmen,  die 

Biemann- Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.         ^^3 
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im  Innern  der  Kugel  mit  ihren  Derivierten  stetig  ist  und  der 
Differentialgleichung  ^  V  =  0  genügt,  und  die  an  der  Oberfläche 
in  eine  dort  gegebene  Ortsfunktion  0  übergeht.  Diese  Aufgabe 
wird  jetzt  gelöst  durch  die  Formel  ^J^^(2)j  in  der  wir  für  G 
die  Funktion  (4)  des  vorigen  Paragraphen  und  für^  r  ji^  Pi^- 
fernung  der  Punkte  p,  g  zu  setzen  haben.  Bezeichnen  wir  mit 
0^  den  Abstand  des  Punktes  q  vom  Kugelmittelpunkte,  so  fällt 
die  nach  innen  gerichtete  Normale  n  mit  der  Richtung  der  ab- 
nehmenden Q  zusammen,  und  die  angeführte  Formel  gibt: 

Darin  ist  do  ein  Oberflächenelement  der  Kugel,  und  O  ist 
der  Wert  dieser  Funktion  in  einem  Punkte  dieses  Elementes. 
In  dem  nach  q  differentierten  Ausdruck  ist  nach  der  Differen- 
tiation Q  =  c  ZM  setzen. 

Es  ist  aber,  wenn  der  Winkel  zwischen  r  und  q  mit  y  be- 
zeichnet wird,  

{pq)  =  yr2  —  2  r^  cos y  4-  ^2, 

(p'q)  =  yr'2—  2  r'Q  cos  y  -}-  q^, 
und  folglich 

.  .        ^    rc     1  1    1  c  r'cosy — Q  r  cos y - 

^  ^     8p  L^  (Fq)  ~  {P<l)\  ^  ^      (P' <iY  (m) 

Gehen  wir  in  diesem  Ausdruck  mit  q  an  die  Oberfläche,   so 

wird  ^  =  c  und  (p'3)  =  -  Cp?)  [§  115  (3)],  so  daß  sich  für  den 

Ausdruck  (3)  wegen  rr'  =02  ergibt: 

rr    -T  (^'  cos  r  —  c)  —  r  cos  r  4-  c    =  -—. — r-  • 

Demnach  folgt  aus  (1): 

(4)  ,.cV,  =  \0    ,       ic^-r^)do 

J       yc2  —  2crcosy  4-r2^ 

oder,  wenn  wir  zur  Vereinfachung  c  =  1  setzen : 

(5)  ,.n  =  U    ^       (^-^^)do 
^  J       yi  —  2r  cosy  +  r2 

« 

Man  sieht  es  diesem  Ausdruck  nicht  auf  den  ersten  Blick 
an,  daß,  wenn  p  auf  seinem  Radius  in  den  Oberflächenpunkt  j?o 
rückt,  Vp  den  Wert  ^0  annimmt,  den  O  in  dem  Punkte  j^o  hat. 


r  cos  y  —  Q 

3 


rs 


§  116.  Bestimmung  eines  Potentials  in  einer  Kugel.  275 

Denn  es  hat  der  Ausdruck  den  für  r  =  1  verschwindenden  Fak- 
tor l  —  r^,  während  andererseits  das  Integral  für  r  =  1  un- 
endlich wird. 

Um  diesen  Punkt  aufzuklären,  legen  wir  die  Achse  eines 
Polarkoordinatensystems  auf  der  Kugelfläche  durch  den  Punkt 
p,  s(^  daß  Po  der  Nordpol  wird.  Es  ist  dann  y  das  Komplement 
der  geographischen  Breite,  und  wenn  ^  die  geographische  Länge 

ist,  so  wird 

do  =  sinydyd^. 

Der  Ausdruck  (5)  ergibt  dann: 

2/r  7t 


(6) 


in  F,  =  (1  —  r«)  [  dV  [  ®  -7= 


siaydy 


2r  cosy-f"^^* 

u  u 

Wir  setzen 


2n 


(7)  ±^0d^  =  0, 

0 

SO  daß  G  eine  Funktion  von  y  allein  ist,  die  als  das  arithme- 
tische Mittel  der  Werte  von  O  auf  einem  Parallelkreis  bezeichnet 
werden  kann.     Dann  wird  (6) 

(8)  y.  =  '-^  f  7r=T^^ 

^      J  V  1  —  2rcosy  - 


y  1  —  2rcosy  -|-  r^ 


Um  den  Grenzwert  dieses  Ausdrucks  für  r  =  1  zu  er- 
mitteln, nehmen  wir  einen  beliebigen  Winkel  17  zwischen  0  und  tc 
und  setzen 

(9)  V   ^  1  —  ^"f  Ssinydy 

2      J  Vi  —  2rcosr  - 


ü 

TT 


y  1  —  2rcosy  +  r2" 


1  —  r^  C  ©sinydy 


1  —  r2  r < 

^     2     JyT= 


y  1  —  2rcosy  -f-  r^ 


3' 


und  hier  verschwindet  nun  der  zweite  Teil  für  r  =  1 ,  weil  die 
Funktion  1  —  2r  cosy  -f-  r^  für  r  =  1  und  ^  ^  y  ^  ^r  nicht 
verschwindet.  Es  handelt  sich  daher  nur  noch  um  die  Bestim- 
mung des  Grenzwertes  des  ersten  Teiles.  Ist  aber  0o  ein 
Mittelwert  der  Funktion  ®  in  dem  Intervall  0  ^  y  ^  iy,  so  ist 
nach  dem  Mittelwertsatz 

18* 
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J  yi  —  2rco8y  +  r»*  J  Vi  —  2rcosy  +  rs  i^ 

und  es  ist  das  unbestimmte  Integral 

J*  siny  dy  1  1 

I  yi  —  2rcosy  -f-  rs^  ~        ^  yi  —  2rcosy  +  r^'\ 
setzen  wir  also  die  Grenzen  ein,  so  wird  das  Integral  (10) 

i  0,  /_JL_  _  __L_V 

r     'Vi— r        yi  —  2rcosi?  +  r2/ 

Wenn  wir  also  die  Glieder,  die  für  r  =  1  verschwinden, 
weglassen,  so  ergibt  sich  aus  (9): 

^P  —      2r      ^' 

was  für  r  =  1  in  ®o  übergeht.  Da  nun  aber  rj  beliebig  klein 
angenommen  werden  kann,  so  ist,  wenigstens  wenn  ®  für  y  =  0 
als  stetig  vorausgesetzt  wird,  ®q  nichts  anderes  als  der  Wert 
von  0  im  Punkte  po?  imd  aus  (7)  geht  hervor,  daß,  wenn  0 
im  Punkte  po  stetig  in  einen  bestimmten  Wert  0o  übergeht, 
0Q  =  0Q  ist.  Das  war  die  Forderung,  der  die  Funktion  Vp  ge- 
nügen sollte.  Unsere  Analyse  gibt  uns  aber  noch  etwas  weiteres: 
Sie  zeigt,  daß,  wenn  die  Funktion  0  im  Punkte  po  nicht  stetig 
in  einen  bestimmten  Wert  übergeht,  wenn  also  ihr  Grenzwert  ab- 
hängig ist  von  der  Richtung,  in  der  man  in  den  Punkt  ^o  hin- 
eingeht, dann  die  Funktion  Vp  auf  dem  nach  po  führenden  Radius 
in  den  Mittelwert  aller  um  po  herum  stattfindenden 
Funktionswerte  0  übergeht. 

§  117. 
Potential  im  Außenraum  einer  Kugel. 

Man  kann  auf  demselben  Wege  die  Lösung  der  Gleichung 
^V  =  0  finden  für  den  Außenraum  einer  Kugel-,  wann  die 
Werte  von  V  auf  der  Oberfläche  gegeben  sind,  und  noch  die 
Bedingung  hinzukommt,  daß  V  im  Unendlichen  verschwinden 
soll.  Man  gelangt  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  aber  noch  ein- 
facher durch  Benutzung  eines  allgemeinen  Satzes,  der  auch  für 
manche  andere  Anwendungen  nützlich  ist,  und  der  sich  unmittel- 
bar aus  einer  besonderen  Form  der  Differentialgleichung 
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ableiten  läßt.  Wenn  wir  nämlich  den  Ausdruck  2:/  V  nach  §  44 
(12)  auf  Polarkoordinaten  r,  -9-,  t  transformieren  und 

(1)  V7F=  [/,      \ogr  =  l 

setzen,  so  erhält  die  Gleichung  ^  V  =  0  die  Form 

^^      8A2        4       "^sin-Ö-         8-9'  '    sin2^  8^a  "~    ' 

und  diese  Gleichung  bleibt  ungeändert,  wenn  A  in  —  A  oder, 
was  dasselbe  ist,  r  in  1/r  verwandelt  wird. 

Statt  1/r  kann  man  auch  c^/r  setzen,  wenn  c  eine  beliebige 
Konstante  ist. 

Wenn  also 
(3)  F=Z(r,^,^) 

eine  Lösung  der  Gleichung  ^  V  =  0  ist,  so  er- 
hält man  daraus  eine  zweite 

und  wenn  die  erste  dieser  Funktionen  für  r  =  0 
endlich  bleibt,  so  wird  die  zweite  für  r  =  00 
verschwindend  klein. 

Wir  haben  oben  zwei  Punkte,  die  auf  demselben  Radius- 
vektor liegen  und  vom  Nullpunkt  die  Abstände  r  und  c^/r  haben, 
harmonische  Pole  in  bezug  auf  die  Kugel  mit  dem  Radius  c  ge- 
nannt. Läßt  man  jeden  Punkt  seinem  harmonischen  Pole  ent- 
sprechen, so  erhält  man  eine  Abbildung  des  Raumes  auf  sich 
selbst,  bei  der  dem  Innern  der  Kugel  das  Äußere  entspricht 
und  umgekehrt.  Man  nennt  dies  die  Abbildung  durch  rezi- 
proke Radien..  Wendet  man  (3)  und  (4)  auf  die  Formel  (4) 
des  vorigen  Paragraphen  an,  so  erhält  man  eine  Funktion 

/K\  A       ir        f^  (r2  — c2)do 

-  J       Vr2  — 2rccosy  +  ca^ 

worin  do  ein  Element  der  Kugelfläche  mit  dem  Radius  c, 
r  der  Abstand  des  Punktes  vom  Kugelmittelpunkt,  y  der  Winkel 
zwischen  den  Radien  nach  p  und  nach  do  und  O  eine  an 
der  Kugelfläche  willkürlich  gegebene  Funktion  ist.  Diese  Funk- 
tion 7,  als  Funktion  von  |)  betrachtet,  genügt  der  Differential- 
gleichung ^  F  =  0 ,  ist  im  ganzen  Außenraum  der  Kugel  end- 
lich und   stetig    und  im   Unendlichen    verschwindend   klein   und 
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nimmt  an  der  Oberfläche  der  Kugel  den  Wert  O  an,  wobei 
in  Unstetigkeitsstellen  der  Funktion  0  der  Grenzwert  für  r  =  c 
nach  der  Vorschrift  des  letzten  Paragraphen  zu  definieren  ist. 

§118. 

Die  einfachen  Kugelfunktionen. 

Wenn  man  die  Funktion  V  für  einen  inneren  Punkt,  die 
in  §  116  (5)  durch  ein  Integral  über  die  Kugeloberfläche  dar- 
gestellt ist,  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  r  ent- 
wickeln will,  ist  es  zunächst  erforderlich,  die  Größe 

(1)  R  =   ,  ^ 

y  1  —  2  r  cos  y  +  ^^ 

nach  steigenden  Potenzen  von  r  zu  entwickeln,  was  gestattet  ist, 
so  lange  r  <;  1  ist.  Wir  setzen  diese  Entwickelung  mit  un- 
bestimmten Koeffizienten  in  der  Form  an: 

(2)  iJ  =  Po  +  rPi  -^r^P^J^.-, 


00 


Hierin  sind  die  Koeffizienten  Fn  oder  P„  (cosy)  ganze  ratio- 
nale Funktionen  von  cosy,  auf  deren  Bildungsgesetz  wir  zurück- 
kommen. Sie  werden  Kugelfunktionen,  und  zwar  P«  (cosy) 
die  Kugelf unktiön  nter  Ordnung  genannt. 

Zum  Unterschiede  von  den  gleich  zu  erwähnenden  all- 
gemeinen Kugelfunktionen  heißen  sie  auch  einfache  Kugel- 
funktionen. 

Um  hieraus  die  Entwickelung  von  V  selbst  zu  erhalten, 
bilden  wir  zunächst  aus  (1)  und  (2)  durch  Differentiation  nach 
r  und  Multiplikation  mit  2r: 

2rcosy  —  2r^  ^  ^         „  ,        . 

;  ^  ,3  =  y,  2  nr~P„  (cos  r), 

Vi  —  2rcosy-[-r2'        ^^  ^       ^^' 

und  daraus  durch  Addition  von  R 

00 

1  —  ra 


i  .       3  =  X  (2n  +  l)r»»P„(cosy). 

yi  —  2rcosy  +  r2'        ^^"^      ^    ^        ^\      rj 

Hiernach  ergibt  sich  nach  §  116  (5): 
(3)  4jr  Fp  =  ^  (2n  +  1)  r"  [  0,  P«  (cosy)  do. 
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Hierin  bedeutet,  um  daran  zu  erinnern,  r  den  Abstand  des 
Punktes  p  vom  Kugebnittelpunkte  o,  g  einen  Punkt  des  Ele- 
mentes do  der  Kugelfläche,  y  den  Winkel  {jß  o  q)  und  ^q  den 
Wert  der  Funktion  O  im  Punkte  q. 

Zur  Vereinfachung  des  Ausdrucks  wollen  wir  festsetzen,  daß 
in  einem  Punkte  g,  in  dem  O  unstetig  ist,  unter  Oq  der  im 
§116  definierte  Mittelwert  aller  um  q  stattfindenden  Werte  von 
0  zu  verstehen  sei. 

Wenn  wir  den  Punkt  p  auf  dem  Radius  r  in  die  Kugel- 
fläche hineinrücken  lassen,  so  geht,  wie  wir  gesehen  haben,  die 
durch  §  116  (5)  definierte  Funktion  Vp  in  Oq  über.  Machen  wir 
denselben  Grenzübergang  auf  der  rechten  Seite  von  (3),  so  folgt 

(4)  4jr0p  =  2(2^  -f-  1)  f  ^3Pn(cosy)do. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  würde  aus  dem  Abel  sehen 
Satze  (§  27)  folgen,  wenn  die  Konvergenz  der  Reihe  feststände. 
Diese  ist  unter  gewissen,  sehr  allgemeinen  Voraussetzungen  über 
die  Funktion  O  von  Dirichlet  bewiesen  i).  Für  die  Anwendung 
auf  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  der 
mathematischen  Physik  genügt  aber  die  durch  die  Betrachtungen 
des  §  116  bewiesene  Formel 


n 


(5)  4:r  0p  =  lim  2]  (2 w  4-  l)r»     Oq  P„  (co8y)do, 


0,    QO 

wobei  es   auf  die   Konvergenz  der  Reihe  an  der  Grenze  r  =  1 
nicht  weiter  ankommt. 

§  119. 

Die     allgemeinen    Kugelfunktionen.        Differential- 
gleichung    der    allgemeinen    und    einfachen    Kugel- 
funktionen. 

Die   Koeffizienten    der   Entwickelung   (3)  der   Funktion    Fp, 
also  die  Funktionen 

(1)  r(«>  =  ^^^ji^  j  ^g  ^n  (cosy)  do, 

heißen   die    allgemeinen   Kugelfunktionen.     Es    sind  Funk- 
tionen   der  Koordinaten    eines   Punktes    auf    der   Einheitskugel, 
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§  119. 


nämlich  des  Punktes,    in  dem  der  Radius  r    diese    Kugelfläche 
trifft. 

Wenn  wir   der  Einfachheit   wegen  jetzt  den  Index  p  weg- 
lassen, so  ergibt  sich  aus  §  118  (3): 

(2)  V  =  ^r*^  rc"). 

Um  die  Bildung  von  Y(**>  deutlicher    zu  übersehen,  führen 

wir  Polarkoordinaten   mit    beliebigem   Pol  und   Anfangsmeridian 

Fig.  48.        ein.  Ist  %^  der  Polabstand  und  (p  die  geographische 

Länge,  so   seien  r,  g?,  '9'  die  Polarkoordinaten  des 

Punktes  p   und   1,   g?',  ^'  die  von  q.     Nach  einer 

Formel  der  sphärischen  Trigonometrie  ist 

(3)  cosy  =  cos  ^  cos  ^'  -\-  sin^  sin^'cosoj 

(4)  03  =  g)  —  g?'. 

Ferner 

do  =  sin^'d'ö-'dg)' 
und  folghch 


271 


(5)         rc»)  =  ^^^+  ^  f  rfg)'  f  0 (a-', g?')P„ (cosy) sind-' d^'. 

0  0 

Da  P„,  wie  schon  erwähnt,  eine  ganze  rationale  Funktion  von 
cosy  ist,  so  wird  Y^"^  nach  (3)  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  cos d",  sin -d"  cosg?,  sind*  sing?.  Von  der  willkürlichen  Funktion 
O  hängen  in  Y^"^  nur  die  Koeffizienten  dieser  Funktion,  also  eine 
gewisse  Anzahl  willkürlicher  Konstanten  ab. 

Die  durch  die  Formel  (2)  ausgedrückte  Funktion  V  genügt 
der  Differentialgleichung  z/  I^  =  0,  und  wenn  wir  ^  V  nach 
§  44  (11)  auf  Polarkoordinaten  transformieren,  so  erhalten  wir 
für  V  die  Differentialgleichung: 


(6) 


82r  V    , 


8  sin  d" : 


d  V 


dO^ 


+ 


1      82  y 


=  0. 


8r2      '    sin^        8^  '    %m^^  d(p^ 

Setzen  wir  hierin  den  Ausdruck  (2)  und  setzen  in  der  so 
entstehenden  Entwickelung  die  Koeffizienten  der  einzelnen  Po- 
tenzen von  r  gleich  Null,  so  ergibt  sich  für  Y^'^^  die  partielle 
Differentialgleichung : 

(7)   .i  ^^-  +  -^.  ^  +  ^(n  +  1)  Y<«)  =  0, 


siu'^ 


dd^ 


sin  0^2    ^  <jp2 
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oder,  wenn  man  für  d^  die  Variable  x  =  cosO'  einführt: 
^  ^    dx  1       a»  F») 

Da  die  Funktion  JR  =  (1  —  2rco8y  -f"  ^*)  ^  ä-ls  Funktion 
von  r,  ^,  9?  gleichfalls  der  Differentialgleichung  ^  JB  =  0  genügt, 
80  erhält  man  für  die  Entwickelungskoeffizienten  dieser  Funktion, 
d,  h.  für  die  Funktionen  P«  (cosy),  dieselbe  Differentialgleichung: 

^        ^^  ,         1        8^Pn(cosy) 

+  n(w  +  l)Pn(C08y)  =  0. 

Setzt  man  darin  -ö*'  =  0,  so  wird  cosy  =  cosO*  =  x  und 
P„(cosy)  geht  in  die  Funktion  P«  (x)  über,  die  von  q)  unab- 
hängig ist.  Die  Differentialgleichung  (9)  bleibt  aber  auch  dann 
noch  richtig  und  gibt  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  für  die  einfache  Eugelfunktion  Fnioc')- 

d(l—x^)^ 

(^^)  dx  +  ^(^  +  ^)  ^«  =  ^' 

oder  auch 

(11)        (i-x^)^-2x^  +  nin  +  1)P„  =  0, 

oder  endlich,  wenn  man 

X  =  cosO* 


setzt: 


dsini^"^^** 


§  120. 

Darstellung  der  einfachen  Kujgelfunktionen.  • 

Am   einfachsten   erhält  man   den   Ausdruck  für  die  Eugel- 
funktionen  P«,  wenn  man  auf 

(1)  B  = 


yi  —  2rcosy  -\-  r^ 

den    binomischen    Lehrsatz    anwendet.      Nach    diesem   Satze   ist 
nämlich 
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(2)  (l_„)-^=l+^„  +  l^.„a  +  LM„3+.., 

wofür  auch  gesetzt  werden  kann 


1 


OD 


J7(2Ä) 


(3)  (1  —  «)    '  =  2j  2»>JT(A)'"''' 

h=0  ' 

Wir  setzen  jetzt  in  (1)  cosy  =  x  und  in  (3) 
dann  wird 

w  ^  —  ^^  ^-^^  ^    ^^  2^+^n{h)n{k)n(h—k)  ' 

und  um  die  Funktionen  P^  zu  finden,  hat  man  diesen  Ausdruck 
nach  steigenden  Potenzen  von  r  zu  ordnen.    Wir  setzen 

h  -\-  k  =  n^        h  -^  k  =^  n  —  2fc 
und  haben  für  ein  festgehaltenes  n  für  k  alle  der  Bedingung 

genügenden  ganzen  Zahlen  zu  setzen.    Dann  ergibt  sich  aus  (4): 

^4-»         txt  n(2n  —  2k) 

^  -  ^J   ^^      ^^    2^n(n  —  k)n(n  —  2k)n{k)  ' 

und  aus  §  118  (2)  erhält  man 

(^^     P  —  V  (-  \y  JT(2n  -  2fc) 

W     ^«  —  2jy      ^)    2»n{n  —  h)n{n  —  2k)n{k) 

1.3.5... 2w  —  1 
1 . 2 . 3 .  • .  tt 


(6)  fn  =  '- ,or"r  X 


U,        «(n-l)  n(n-l)(«-2)(n-3)  „„_«_.). 

i""        2.(2«  —  !)^        ^  2.4.(2«  — l)(2n-3)  ^ 

Es  ist  also  Pn  eine  ganze  rationale  Funktion  nten  Grades 
von  x^  die  entweder  nur  gerade  oder  nur  ungerade  Potenzen 
von  X  enthält,  und  jede  ganze  rationale  Funktion  mten  Grades 
von  X  läßt  sich  als  lineare  Funktion  von  Kugelfunktionen  dar- 
stellen, deren  Ordnung  nicht  höher  ist  als  w.  Es  ist  beispiels- 
weise 
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Po-l, 

F,        X, 

P.  =  |-- 

1 
•2' 

Pa-f.- 

3 

*         8  4  '    8' 

■n         63     .        35    ,    ,     15 

Setzt  man  a;  =  0,  so  ergibt  sich  nach  (5): 
Pn{0)  =  0    (wungerade), 

Pn  (0)  =  (—  1/  2nn(-y     ^^  gerade). 

Wenn  man  dagegen  x  =  cosy  =  1  setzt,  so  folgt  aus  dem 

Ausdruck  §118  (1)  für  JR  nach  dem  binomischen  Lehrsatz: 

1  * 

R  =  — i-  —  X-  .« 


1  —  r 

n  —  o 


und  folglich  nach  §118  (2): 

(9)  Pn  (1)  =  1. 

Ein  Ausdruck  für  Pn  durch   ein  bestimmtes  Integral  ergibt 
sich  aus  der  Formel  §  14  (4): 


d 


C9 


y^a  _|_  62        n  \  a-\-hi  cos  a? 

0 

Setzt  man  darin 

a  =  \  —  rcosy,    h  ^=  —  rsiny, 
so  folgt: 

1  _  1   r dö 

yi  —  2r  cosy+r2  ~  n\  \  —  r  (cos  y  +  t  sin  y  cos  oj)  ' 

0 

und  wenn  man  rechts  und  links  nach  steigenden  Potenzen  von  r 
entwickelt  nach  §118  (2): 

n 

(10)  Pn  (cos  y)  =  -    (cos  y  -\-  i  sin  y  cos  a?)**  d  (o 

0 

oder  für  cosy  =  x\ 
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Tt 

(11)  V^  (X)  —  i  [{x  +  ya;2  —  1  cos oj)"  doj. 


Die  imaginierte  Einheit  %  und  die  Quadratwurzel  ^x^  —  1 
fallen  hier  nach  der  Entwickelung  heraus. 

Endlich  läßt  sich  V^i?^  durch  einen  w fachen  Differential- 
quotienten ausdrücken.    Nach  dem  binomischen  Lehrsatz  ist 

(^^  -  ^y   -    V  <-^)'  ^2n-2. 

77  (n)      ~  ^  77  (fc)  77  (w  —  ä) 

und  durch  n  malige  Differentiation  nach  x\ 

1      (^^'(a:^—  1)^  _  ^  (-  l)fc77(2n  —  2fe)x''-gfc 
77(n)  rfii:'»  ""  ^  n{k)  n{n— k)n{n— 2ky 

woraus  durch  Vergleichung  mit  (5) 

§  121. 
Darstellung  der  allgemeinen  Kugelfunktionen. 

Um  die  Entwickelungskoeffizienten  F<*»>  in  der  Funktion  V 
[§119  (2)]  in  definitiver  Form  zu  erhalten,  haben  wir  in  der 
Funktion  Pn(cosy),  die  in  §119  (5)  vorkommt,  die  Variablen 
-ö",  ^',  9?,  q)'  voneinander  zu  trennen.     Es  ist  darin  zu  setzen 

(1)  cosy  =  cos-O"  cos -9^'  -|-  sin-O"  sin -9^' cos  (o,     0  =  9?  —  <p'. 

Da  Pn  (cos  y)  eine  ganze  Funktion  n  ten  Grades  ist,  so  können 
wir  sie  nach  den  Potenzen 

(sin d'  sin  ^'  cos  a?)*,     v  =  0,  l,  . . .,  w 

ordnen,  und  die  Koeffizienten  dieser  Darstellung  sind  ganze  Funk- 
tionen von  cos -O"  cos -9^'. 

Wenn  wir  uns  ferner  der  Formeln  §  69  erinnern,  nach  denen 
cos"  CO  dargestellt  wird  durch 

cosvo,     cos(v — 2)a?,     cos(v — 4)  (»,..., 

80  sehen  wir,   daß   sich  Pn(cosy)  auch   ordnen  läßt  nach   den 

Funktionen 

sin* d"  sin*^  ^'  cos  vgj,    v  =  0,  1,  2, . . .,  n 

und  somit  in  der  Form  darstellbar  ist: 

n 

(2)  Pn  (cos  y)  =  ^   C^r  sin*  d^  sin^  d'  cos  1; « , 

v  =  0 
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worin  die  Koeffizienten  [/„^  ganze  rationale  Funktionen  von 

cos  d"  cos  d^' 

sind    und   sich    daher  nicht  ändern,  wenn  cos-ö"  mit  cos -9^'  ver- 
tauscht wird. 

Zur  Bestimmung  dieser  Koeffizienten  führt  uns  nun  die 
Differentialgleichung  §  119  (9).  Setzt  man  nämlich  in  diese 
Differentialgleichung  den  Ausdruck  (2)  ein,  so  erhält  man  eine 
Summe,  die  nach  cosvco  geordnet  erscheint,  und  in  der  jeder 
einzelne  Koeffizient  verschwinden  muß.  Es  kommt  dies  darauf 
hinaus ,  daß  man  in  dieser  Differentialgleichung  Pn  (cos  y)  durch 
einen  Ausdruck  von  der  Form 

V 

(1  X^)      Vn     COS  V  CO 

ersetzt,  worin  [/,  da  d^'  als  konstant  gilt,  nur  von  x  =  cos-ö*  ab- 
hängig ist.    Führt  man  die  einfache  Rechnung  durch,  so  ergibt 

sich  für  ün^  als  Funktion  der  Variablen  x  die  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung: 

+  [n(n  +  l)-i;(r  +  l)][/r  =0, 

und  Un^  ist  eine  partikulare  Lösung  dieser  Gleichung,  die  zu- 
gleich eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist. 

Die  Gleichung  (3)  kann  aber  nur  eine  solche 
Lösung  haben,  wenn  man  von  einem  konstanten 
Faktor   absieht. 

Denn  bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  mit  v^ ,  Vg  die  beiden 
partikularen  Lösungen  dieser  Gleichung,  so  läßt  sich  die  allgemeine 
Formel  §  65  (13)  anwenden,  in  der  wir 

_  —  2(1/  +  l)x  _  d log (1  —  x^y  +  ^ 
1  —  x^  äx 

zu  setzen  haben,  so  daß  sich 

d  Vn  d  Vi  C 

^1  -TTT  —  ^2  — 


dx  "^  dx        (1  —  a;2y  +  i 

ergibt.  Es  können  also  nicht  v^  und  v^  ganze  Funktionen  von  x 
sein.  Bezeichnen  wir  daher  die  ganze  rationale  Lösung  von  (3) 
indem  wir  einen  konstanten  Faktor  einstweilen  noch  willkürlich 
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bestimmen,  mit  Pn\x)^  so  unterscheidet  sich  ün^  von  Pn^  nur 
durch  einen  von  x  unabhängigen  Faktor.  Da  aber  C/«  ^  ungeändert 
bleiben  muß,  wenn  cos-ö*  mit  cos-ö*'  vertauscht  wird,  so  ist,  wenn 
cos 'S"'  =  y  gesetzt  wird: 

und  a,  ist  ein  numerischer  Faktor. 

Für  v  =  0  geht  (3)  in  die  Differentialgleichung  §  119  (11) 
über,  deren   ganze  rationale  Lösung  P„  (x)  ist.     Wir  setzen  also 

(4)  P[r   =  Pn  (^). 

Wenn  wir  ferner  die  Gleichung  (3)  nach  x  diff erentiieren,  so  folgt 

+  [«(«  +  1)  -  (r  +  l)(v  +  2)]  ^  =  0, 

und  dieselbe  Gleichung  erhält  man,   wenn  man  in  (3)  v  durch 

v -f-  1  und  ün^  durch  dün^/dx  ersetzt.  Hiemach  können  wir 
setzen 

(5)  p<;>  =  i^ 

dx 
und  nach  (4)  also  allgemein 

^^^  ^»^    --dl^' 

Danach  ergibt  sich,  wenn 

•-    cos y  =  xy  -\-  '^l  —  ic2  y  1  —  y2  cos o 
gesetzt  ist,  nach  (2): 

n 


(7)      Pn  (cos  y)  r=  ^  avPn    (^)Pk^(t/)yi   _  a;2    yi   —  t/2    COSl/G), 

worin  noch  die  numerischen  Koeffizienten  üv  zu  bestimmen  sind. 
Um  diese  Bestimmung  auszuführen,  setzen  wir  zunächst  x  =  y^  also 

cos  y  =  x^  -\-  (l  —  x^)  cos  CO  =  cos  CO  ~|-  2  a;2  sin^  - 

n 

(8)  P„  (cos  y)  =  2  «»  (■^» '  (^))"  (1  -  ^^y  cos  V  CJ 

und  vergleichen  in  dieser,  in  bezug  auf  x  identischen  Gleichung 
die  Koeffizienten  der  höchsten,  nämlich  der  2nten  Potenz  von  x. 
Dieser  Koeffizient  ist  nach  §  120  (6)  auf  der  linken  Seite 
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.^.         1.3.5  ...  2n  —  1  ^„/  .     «V"       il(2n)/.     cd^^ 
(')  1.2.3....         '"  r^  2 )     =  iW  V''''  2 )    ' 

und  auf  der  rechten  Seite  [nach  (6)  durch  t/-malige  Differentiation 
von  §  120  (6)] 

(10)  ±  (-  lya.  [,„^(ggg_J  cos  .«. 


Ferner  ist 
flX^  +  £{  ^      ^^  n{n  +  t;)  n{n  -  V)  '=''"'"'' 


und  die  Vergleichung  von  (9)  mit  (10)  ergibt: 
_2JT(w  —  v) 2 

(11) 


"•'  ■"  77 (w  +  v)         (w  —  V  +  1)  (n  —  1/  +  2)  . . .  (w  +  v)' 


«0  =  1- 

Hiemach  läßt  sich  der  vollständig  entwickelte  Ausdruck  für 
die  allgemeine  Kugelfunktion  T^^^  [§119  (1)]  bilden.  Setzt  man 
noch  in  (7) 

cos  V  cj  =  cos  V  (9?  —  9?')  =  cos  V  (p  cos  v(p'  -]-  sin  t^  9?  sin  v  9?' , 

so  erhält  man  nach  §  119  (5) 


n 

(*)  ^^„ I      -D(v)  „1^  ,.  «,\  ü(») 


(12)  rC")  =  X  (^r  cos  1;  9?  +  ^r  sin  v  9?)  P^  (cos  0«)  sin  #% 


v=0 


und  dieser  Ausdruck  enthält,  da  ff'n  wegfällt,  2n  +  1  willkür- 
liche Konstanten  An\  S^n-  Durch  die  auf  der  Kugelfläche  ge- 
gebene Funktion  O  werden  diese  Konstanten  als  bestimmte  In- 
tegrale über  die  Kugeloberfläche  ausgedrückt  und  erhalten,  da 
man  jetzt  bei  den  Integrationsvariablen  die  Akzente  weglassen 
kann,  den  Ausdruck 

(n  —  V  +  l)  (n  —  V  -f  2)  . . .  (n  +  v)  -4^'^ 


_  2  n  4-  1 

~       2 

0 


2Tt 


ti.  j"  cos  r  9  d  <p  f  ®  («•,  9))  Pt*' (cosö-)  sin"  +  ^»d9, 


^^^^  (n  —  V  +  1)  (n  —  V  +  2)  ...  (n  +  v)B^:^ 


27t 


=  lül^hlLinvipdq)  f  0(^,  9?)P^'^(cos^)sin^  ^i^da-, 


0  ü 
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worin  jedoch  der  Ausdruck  für  A^^^  noch  durch  2  zu  divi- 
dieren ist. 

Diese  Ausdrücke  ergeben  sich  nach  (12)  aus  §119  (1),  wenn 
man  für  P„  (cosy)  den  Ausdruck  (7),  (11)  einsetzt  und  beider- 
seits die  Koeffizienten  von  cos  v  9,  sinvg?   einander  gleich  setzt. 

Durch  die  unendliche  Reihe 


00 


(14)  V=^r''Y(^\    r<l 

ist  dann  die  partielle  Differentialgleichung  ^V=  0  für  das  Innere 
der  Einheitskugel  vollständig  integriert,  und  zwar  so,  daß  V  an 
der  Oberfläche  in  den  Wert  0  (-ö*,  9)  übergeht.  Mit  denselben 
Mitteln  und  unter  denselben  Voraussetzungen  kann  man  aber  auch 
die  Differentialgleichung  für  das  Äußere  der  Kugel  integrieren, 
und  erhält  den  Ausdruck: 

05)  r=^^r-l(r^\    r>l, 

der  für  r  =  \  gleichfalls  in  die  Funktion  O  übergeht,  und  der 
außerdem  noch  im  Unendlichen  der  Bedingung  §  108,  2.  genügt. 

§122. 
Die  Differentialgleichung  der  Kugelfunktionen. 

Wenn  wir  in  der  Differentialgleichung  §  119  (7),  der  die  Kugel- 
funktionen Y  genügen, 
(1)  n(n+l)  =  a 

setzen,  so  erhalten  wir  eine  partielle  Differentialgleichung 

^^  sin-Ö-        ea-        "^  sin2^  d(p^'  ■+"  <^  -^  —  "^ 

und  wir  wollen  nun  diese  Differentialgleichung,  unabhängig  von 
ihrer  Entstehung,  für  einen  beliebigen  reellen  Wert  der  Konstanten 
a  betrachten.  Ist  a  gegeben,  so  erhält  man  n  aus  der  quadra- 
tischen Gleichung  (1),  natürlich  im  allgemeinen  nicht  als  ganze 
Zahl,  und  es  wird  n  imaginär,  wenn  a  <C  — 1/4  ist,  dagegen  reell, 
wenn  a  >  — 1/4,  also  sicher,  wenn  a  positiv  ist,  und  dann  ist 
die  eine  Wurzel  n  von  (1)  positiv,  die  andere  —  n  —  1  negativ. 
Die  Variablen  d'  und  (p  betrachten  wir  als  Polarkoordinaten  auf 
der  Einheitskugel  und  weisen  nun  den  folgenden  allgemeinen 
Satz  nach: 


§  122.      Die  Differentialgleichung  der  Eugelfunktionen.  289 

Die  Differentialgleichung  (2)  hat  nur  dann  eine 
von  Null  verschiedene  Lösung,  die  auf  der  ganzen 
Kugelfläche  mit  ihren  ersten  Ableitungen  endlich 
und  stetig  ist,  wenn  die  Gleichung  (1)  durch  ein 
ganzzahliges  n  befriedigt  wird. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  die  Differentialgleichung  (2) 
habe  eine  Lösung  Y,  die  auf  der  Kugelfläche  mit  ihren  Deri- 
vierten  endlich  und  stetig  ist. 

Diese  Funktion  muß  in  bezug  auf  (p  die  Periode  2n:  haben, 
und  da  sie  für  d^  =  0  und  d'  =  tc  von  q)  unabhängig  sein  muß 
so  ist 

1^  =  0    für    ^  =  0,    ^  =  jt, 
d(p 

Um  zunächst  negative  Werte  von  a,  und  damit  imagi- 
näre w,  auszuschließen,  multiplizieren  wir  die  Gleichung  (2)  mit 
Ysiad'dd'dq)  und  integrieren  über  die  ganze  Kugelfläche.  Mit 
Benutzung  der  identischen  Formeln: 

„ 8«r  _      8y  _  /dYy 

d(p*~     d(p  \dip) 

erhält  man  dann: 

ri[(ii)"+B^(ii)'-«^']''-^*''-=»- 

—  7t    0 

und  diese  Gleichung  ist  bei  negativem  a  und  von  Null  verschie- 
denem Y  offenbar  unmöglich. 

Ist  a  positiv  und  folglich  n  reell,  so  setzen  wir 

+  7t 

(3)  Q  =  ^Ydq>, 

—  7t 

Es  ist  dann  Q  nur  noch  eine  Funktion  von  0",  und  aus  (2) 
erhalten  wir  die  Differentialgleichung 

7  •    ^ä  Q 
'         ^^        ^    I        O        0 

Biemann- Weber,  Partielle  DiffereutialgleichuDgeu.    1.    5.  Aufl.  j^g 
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oder,  -wenn  man  cos  &  =  x  setzt  und  für  a  den  Wert  (1)  einführt, 

also  die  Differentialgleichung  der  einfachen  Kugelfunktionen  [§119 
(10)],  nur  mit  dem  Unterschiede,  daß  w,  das  wir  immer  positiv 
annehmen  können,  zunächst  nicht  notwendig  eine  ganze  Zahl  ist. 
Wir  erhalten  leicht  durch  die  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten  zwei  partikulare  Integrale  von  (4)  in  Gestalt  zweier 
Potenzreihen  nach  x^  von  denen  die  eine  nur  gerade,  die  andere 
nur  ungerade  Potenzen  enthält: 


00  00 


(5)  Q^  =  ^Ay  x^\      Q^^x^B,  x'\ 

und  für  Av  und  Bv  erhält  man,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  (4) 
einsetzt,  die  Rekursionsformeln: 

_  (2v-n-2)(2t>  +  n-l) 

^,  _^,_i  2v(2v—  1) 

B    _  „        (2i;  +  «)(2v-n-l) 
^'  -  ^'-'  2v(2r+l)  ' 

also,  wenn  man  Aq  =  B(,  =  l  annimmt, 

,  (-!)(-"- +-)-(-i+-')-m-(^+-') 

a+0(f+^)-(5+")-(-"-ii)--(-=^+-') 


B,= 


1.2.3.....|(|  +  l)(|4-2)...(|  +  .-l) 


Hiernach  lassen  sich  die  Funktionen  ^i,  Q^  durch  hyper- 
geometrische Reihen  darstellen. 

Gauß  hat  nämlich  in  der  Abhandlung  „Disquisitiones 
generales  circa  seriem  infinitam  .  .  ."  i)  eine  unendliche  Reihe 
untersucht: 

(7)  i.(^A,,.)  =  i  +  ^«  +  2Ö+iM(^  «.  +  .., 

die  für  alle  positiven  Werte  von  ^,   die  kleiner  als  1   sind  (ab- 
gesehen von  dem  Falle  eines  negativen  ganzzahligen  y),  konvergent 

0  Werke,  Bd.  3,  S.  125. 


V. 
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ist,  und  die  man  die  hypergeometrische  Eeihe  nennt.  In 
dem  besonderen  Falle,  wo  a  oder  ß  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
bricht  die  Reihe  ab,  und  F  geht  in  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  X  über. 

Nach  (5)  und  (6)  lassen  sich  die  Funktionen  Qi^    Q2  durch 
diese  Funktion  F  in  folgender  Weise  ausdrücken: 

so  daß  also,  wenn  n  eine  gerade  ganze  Zahl  ist,  ^1,  wenn  n  eine 
ungerade  ganze  Zahl  ist,  Q^  eine  ganze  rationale  Funktion  ist, 
die  bis  auf  einen  numerischen  Faktor  mit  der  Kugelfunktion  P„ 
übereinstimmt.  Ist  aber  n  keine  ganze  Zahl,  so  laufen  beide 
Reihen  ins  Unendliche.  Nun  hat  Gauß  in  der  erwähnten  Ab- 
handlung nachgewiesen,  daß  die  Funktion  F  (a, j3,  y,  x)  für  x  =  l 
unendlich  wird,  wenn  o^  -\-  ß  —  y  positiv  oder  Null  ist,  außer  in 
dem  Falle,  wo  a  oder  ß  eine  negative  ganze  Zahl  ist  ^i  und  dies 
tritt,  wie  man  sieht,  in  den  beiden  Reihen  ^j,  ^2?  ^^  sie  durch 
(8)  dargestellt  sind,  ein,  wo 

«  +  /*  —  r=    —  2^ 2 2  ~        ^^  ^^' 

w                 n  —  1        3        n     '     n^ 
=  2+1 2--2=^    "^f^ 

Hieraus  also  geht  hervor,  daß  Q  und  folglich  auch  Y  für 
a;2  =  1 ,  d.  h.  in  den  Polen  der  Kugel  nur  dann  endlich  sein 
kann,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  und  damit  ist  das  Theorem 
bewiesen. 

Wir  haben  hier  ein  Beispiel  eines  Verhaltens,  das  uns  in 
Anwendungen,  besonders  auf  Schwingungsprobleme,  noch  mehr- 
fach begegnen  wird,  daß  die  Möglichkeit,  einer  Differential- 
gleichung mit  gewissen  Grenz-  und  Stetigkeitsbedingungen  zu 
genügen,  von  dem  Werte  eines  Parameters  der  Differentialgleichung 
(wie  hier  a)  abhängt. 

Ein  noch  einfacheres,  ganz  elementares  Beispiel  bietet  die 
Differentialgleichung 


^)  Die  Wiedergabe  dieses  Beweises,  der  keine  großen  Schwierigkeiten 
hat,  würde  uns  hier  zu  weit  führen.  Wir  verweisen  auf  die  dritte  Sektion 
der  angeführten  Abhandlung  (Werke,  Bd.  3,  S.  138). 

19* 
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dJ  +  «J'  =  ^' 

die  nur  dann  eine  von  Null  verschiedene,  in  dem  ganzen  Inter- 
valle (0,1)  stetige,  an  den  Grenzen  dieses  Intervalles  verschwin- 
dende Lösung,  nämlich  y  =  siu'^ax  hat,  wenn  a/n^  das  Quadrat 
einer  ganzen  Zahl  ist. 

In  diesen  Fällen  sind  wir  in  der  Lage,  <^ie  geeigneten  Werte 
des  Parameters,  die  in  unendlicher  Zahl  vorhanden  sind,  von 
vornherein  zu  bestimmen.  Im  allgemeinen  aber  werden  diese 
Werte  durch  transzendente  Gleichungen  bestimmt,  die  man  erst 
aufstellen  kann,  wenn  das  allgemeine  Integral  seiner  Form  nach 
bekannt  ist 

§  123. 
Entwickelung  nach  einfachen  Kugelfunktionen. 

Die  Entwickelung  von  Funktionen  nach  Kugelfunktionen  hat 
große  Analogie  mit  den  Entwickelungen  nach  Fourierschen  Reihen 
und  läßt  sich  in  der  folgenden  mehr  elementaren  Weise  be- 
handeln. 

Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  einfachen  Kugelfunktionen 
und  stellen  die  Differentialgleichung  §  119  (10)  für  zwei  Indizes 
m,  n  nebeneinander: 

dfi—x^)^,     ■         ,    ,,^ 

_^ ^   dx   +  w  (w  +  1) P„   =  0, 

dx 
^    dx   -|-  m(m  +  1) P„»  =  0. 


dx 
Multipliziert  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  P^,  die 
zweite  mit  P„,   subtrahiert  und  integriert  zwischen  den  Grenzen 
—  1  und  -|-  h  so  folgt: 


+  1 


(m  —  w)  (m  +  n  +  1)    P^  (x)  Pn  (x)  dx  =  0 

—1 
und  folglich,  wenn  m  und  n  verschieden  sind 

(1)  [  Pm  (x)  Pn  (x)  dx  =  0      (m  ^  w). 

—1 

Um    den  Wert    dieses  Integrals   für  m  =  n    zu   ermitteln, 
kann  man  in  der  Entwickelung  §  118  (4)  Og  =  P^  (cosy)  setzen, 
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Wenn  man  dann  cos  y  ■=^  x  und  do  =^  —  d(pdx  setzt,  so  wird 
0p  =  P^(l)  =  1  [§  120  (9)]  und  nach  (1)  erhält  man: 

2 


(2)  ^[Pn{x)-Ydx  = 


2w  -h  1 
—1 

Wenn  man   also  eine  gegebene  Funktion  f{x)  zwischen  den 

Grenzen  —  1  und  +  1  nach  den  Funktionen  P„  {x)  in  der  Form 


00 


(3)  fix)  =  ^  An  P„  (x) 

n  =  0 

entwickeln  will,  so  multipliziert  man  mit  Prn{pc)dx^  integriert 
gliedweise  und  findet  nach  (1)  und  (2): 

(4)  An  =  ^^?^  f  fix)  P„  (X)  d  X, 

was  sich  natürlich  auch  aus  der  Formel  §  n/  (^)  ergibt. 

Um  diese  Entwickelung  auf  eine  ganze  Potenz  f{x)  =  x^ 
anzuwenden,  hat  man  die  Integrale 

(5)  Ai""^  =  ^^^^  \  x'-Pn{x)dx 

—  1 

zu  ermitteln. 

So  lange  m  <;  w  ist,  hat  dieses  Integral  den  Wert  0;  denn 
nach  §  120  (5)  kann  man  x*^  linear  durch  die  Kugelfunktion  P„ 
ausdrück*en,  deren  Index  nicht  größer  ist  als  m  und  folglich  hat, 
wenn  m  <  w  ist,  das  Integral  (5)  nach  (1)  den  Wert  0. 

Ist  m  5  w,  so  bedient  man  sich  zur  Berechnung  von  An  des 
Ausdruckes  §  120  (12)  und  erhält: 

^»    —  2»+ii7(«)  J  *  dx»        *^' 

—  1 

Durch  eine  w  malige  partielle  Integration  ergibt  sich  [weil 
{ocr  —  1)"  mit  seinen  w  —  1  ersten  Derivierten  für  ic  =  +  1 
verschwindet] : 

<„,  _  (-l)n(2n4-l)n(m)  f         (^2_iYdx 
^"     —   2-+1  77(n)  J7(m  — «)  J  ^       ^^        ^^^^' 

Wenn  m  —  n  ungerade  ist,  verschwindet  hiemach  A^J!^\  Ist 
aber  m  —  n  gerade,  so  folgt  durch  die  Substitution  x^  =  z  nach 
§15(9): 
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+  1  1  1 


/•>•/•    m  —  n  —  1 
—  10  0 


(--  I)n2~  +  i77(w) 


(m  —  n  -\~  l)  (m  —  n  -^^  3)  ...  (m  -{-  n  -\-  1) 
und  folglich 

Wir  wollen  die  Entwickelung  nach  Kugelfunktionen  noch 
auf  einen  anderen  Fall  anwenden,  der  in  vielen  Anwendungen 
vorkommt.    Beispiele  werden  sich  im  zweiten  Bande  finden. 

Wir  setzen  f(x)  =  6«*y  und  entwickeln 

n 


(7)  ^'"^^  =^CnPn  (^), 


+  1- 

d  X 


n=0 

worin 


(8)  C„  =  ?^  f  c-'v  p„  (iP) 

—  1 

eine  Funktion  von  y  ist.    Setzen  wir 


im  /rm  /lam 


77  (m)   ' 
so  folgt 

und  hierin  kann   man ,   da  m  ^  w  und  m  -\-  n  gerade  sein  muß, 
ni  =  n  -{-  2v  setzen  und  v  von  0  bis  oo  gehen  lassen.    Dann  folgt 
nach  (6) 
(9)  C„  == 


1.3...W— 1  -^2.4...2t/(2n  +  l)(2n-h3)...(2w  +  2t/—  1) 
und  hiemach  und  nach  §  81  (4)  kommt  C«  auf  die  Besselsche 
Funktion  ^w— v«  zurück: 

(10)    ije.-p„(^)d:.  =  i.3.5.:2«-i  ^"-^^(yyy 

—1 

^)  Diese  bemerkenswerte  Beziehung  zwischen  den  Kugelfunktionen  und 
den  Besselschen  Funktionen  wurde  in  dem  von  Franz  Neumann  in 
Königsberg  geleiteten  mathemathisch  -  physikalischen  Seminar  von  einem 
längst  verstorbenen  Mitglied  aufgefunden.     G.  Mie,   Ann.  d.  Phys.   25,  394. 


Vierzehnter  Abschnitt. 

Überblick  über  die  Grundsätze  der  Mechanik. 


§124. 
Die  Grundlagen  der  Mechanik. 

Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  daß  die  Vorstellung  einer  Kraft 
abgeleitet  ist  aus  dem  Gefühle  der  Anstrengung,  das  wir  beim 
Heben  einer  Last  oder  der  Überwindung  irgend  eines  Wider- 
standes empfinden,  und  daß  die  größere  oder  kleinere  Anstren- 
gung, die  wir  dabei  empfinden,  das  erste  und  natürliche^Maß 
der  Kraft  ist.  Es  ist  auch  nicht  anders  mit  anderen  in  unseren 
physikalischen  Theorien  auftretenden  Begriffen,  z.  B.  der  Tem- 
peratur, der  Lichtintensität  usw.  Indem  man  nun  an  Stelle  dieses 
unbestimmten  Maßes,  das  unser  Muskelgefühl  gibt^  das  stets 
gleich  bleibende  Gewicht  bestimmter  Körper  setzte,  erhielt  man 
die  Grundlage  für  eine  mathematische  Mechanik,  wie  sie  schon 
im  Altertum  begründet  wurde  (Archimedes),  und  der  man  die- 
selbe Evidenz  und  Sicherheit  zuschreiben  darf,  wie  etwa  der 
Euklidischen  Geometrie.  Dies  ist  die  geometrische  Statik,  als 
deren  erstes  und  letztes  Beispiel  der  Beweis  des  Hebel- 
gesetzes von  Archimedes  und  der  Beweis  des  Prinzips  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  von  Lagrange  angeführt 
werden  kann. 

Hierbei  muß  die  Aufgabe  rein  statisch  gefaßt,  d.  h.  es  darf 
nur  nach  den  Bedingungen  gefragt  werden,  unter  denen  ein 
gegebenes  System  von  Gewichten  die  Ruhelage  nicht  ver- 
läßt. Was  eintritt,  wenn  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind, 
darüber  gibt  diese  Theorie  keinen  Aufschluß.  Um  auch  diesen 
zu  gewinnen,  wird  es  nicht  ohne  eine  neue  Annahme  abgehen, 
und  diese  gründet  sich  auf  die  Erfahrung,  daß  die  Anstrengung, 
die    zur  Veränderung   einer    vorhandenen    Geschwindigkeit   auf- 
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gewandt  werden  muß,  vergleichbar  ist  mit  der,  durch  die  eine 
Last  in  der  Schwebe  gehalten  wird.  Am  Ende  einer  längeren 
historischen  Entwickelung,  die  sich  auf  besondere  Fälle  bezog, 
ist  endlich  in  dem  d'Alembert sehen  Prinzip  dieser  Zusammen- 
hang durch  ein  allgemeines  Gesetz  hergestellt  worden. 

Indem  nun  diese  Gesetze,  die  aus  den  einfachen  Vorgängen, 
wie  sie  uns  die  Schwere  an  der  Erdoberfläche  täglich  bietet,  ab- 
geleitet sind,  hypothetisch  auf  alle  Vorgänge  der  Natur  über- 
tragen werden,  gelangt  man  zu  dem  Gebäude  der  analytischen 
Mechanik,  die  unserer  ganzen  theoretischen  Naturwissenschaft  zu- 
grunde liegt,  und  die  sich  bisher  in  allen  Anwendungen  aufs 
beste  bewährt  hat. 

Wir  stellen  im  folgenden  die  Hauptsätze,  die  in  der  mathe- 
matischen Physik  von  Bedeutung  sind,  zusammen,  müssen  aber 
dabei  die  analytischen  Entwicklungen  gänzlich  übergehen,  die 
der  Leser  in  den  Lehrbüchern  der  Mechanik  findet. 

§  125. 
Das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  das  Gleichgewicht  eines  Systems 
von  materiellen  Punkten  (in  endlicher  Anzahl),  die  in  ihrer  Be- 
weglichkeit irgendwie  beschränkt  sein  können,  unter  diesen 
Beschränkungen  haben  wir  folgendes  zu  verstehen.  Es  seien 
Wi ,  mg ,  mg  . . .  die  Punkte  des  Systems.  Jedem  dieser  Punkte 
geben  wir  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  dp^,  dp^^  Sp^... 
von  irgend  einer  Größe  und  Richtung.  Wenn  das  System  nicht 
vollkommen  frei  ist,  so  sind  nicht  alle  Verschiebungssysteme 
möglich,  sondern  es  bestehen  zwischen  diesen  dp^^  djpai  ^Psi  ••  • 
nach  Richtung  und  Größe  gewisse  Abhängigkeiten.  Ein  Ver- 
schiebungssystem, was  eben  diesen  Systembedingungen  genügt, 
heißt  ein  System  virtueller  Verschiebungen  oder  Ver- 
rückungen i), 

um  die  Bedingungen  des  Systems  analytisch  darzustellen, 
muß  man  es  auf  ein  Koordinatensystem  beziehen.  Es  seien  also 
^M  2/t>  ^i    die    rechtwinkligen  Koordinaten   des  Punktes  im,-   und 


^)  Wenn  man  das  System  aus  der  ursprünglichen  Lage  in  einer  un- 
endlich kleinen  Zeit  in  die  verschobene  übergehen  läJJt,  so  erhält  jeder  Punkt 
eine  gewisse  Geschwindigkeit,  die  nach  Eichtung  und  Größe  durch  die  Ver- 
riickung  dargestellt  wird.  Die  älteren  Autoren  sprechen  daher  von  dem 
Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  (Lagrange,  m^c.  analytique). 
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äxi^  äyi^  Szi  die  Projektionen  von  8pi.  Die  Bedingungen  des 
Systems  sind  dann  linear  in  bezug  auf  8xi^  dpi^  8zi  und  haben 
die  Form 


(1)  V  {Aibxi  +  Bi8y,  4-  (7,ö^,)  =  0 ^). 


Solcher  Bedingungen  können  wir  mehrere  haben.  Ihre  An- 
zahl muß  aber,  soweit  sie  voneinander  unabhängig  sind,  kleiner 
als  die  dreifache  Zahl  der  Massenpunkte  m«  sein,  damit  über- 
haupt noch  eine  Beweglichkeit  übrig  bleibt.  Der  Unterschied 
zwischen  der  dreifachen  Zahl  der  Massenpunkte  und  der  Zahl  der 
Bedingungsgleichungen  heißt  die  Anzahl  der  Freiheitsgrade 
des  Systems. 

Wenn  die  ursprüngliche  Lage  des  Systems  gegeben  ist,  so 
sind  die  Koeffizienten  J.,-,  Bi^  Ci  gegebene  Konstanten.  In  allen 
Anwendungen  aber  sind  die  Bedingungen  durch  das  gegebene 
System  bestimmt,  d.  h.  es  sind  die  Koeffizienten  J^,  5,,  Q 
Funktionen  der  Koordinaten  der  Punkte  Wj,  Wa,  Wg,  ... 
Es  ist  darum  aber  noch  nicht  notwendig,  daß  sich  diese  Bedin- 
gungen selbst  durch  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  aus- 
drücken lassen,  mit  anderen  Worten,  es  ist  nicht  notwendig,  daß 
die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1)  vollständige  Differentiale 
sind,  oder  sich  auch  nur  durch  Kombination  auf  vollständige 
Differentiale  reduzieren  lassen. 

Der  gewöhnliche  Fall  ist  allerdings  der,  daß  die  System- 
bedingungen durch  Gleichungen  g?  =0,  i/;  =  0,  . . .  zwischen  den 
Koordinaten  der  Punkte  ausgedrückt  sind,  und  daß  sich  die  Be- 
dingungen (1)  durch  Differentiation  dieser  Gleichungen,  also  in 
der  Form 

aufstellen  lassen  2). 

^)  Wir  lassen  hier  den  Fall  beiseite,  daß  diese  Bedingungen  in  Un- 
gleichungen bestehen ,  daß  also  Bewegungen ,  die  in  einem  Sinne  möglich 
sind,  im  entgegengesetzten  Sinne  nicht  möglich  sind ,  ebenso  solche  Fälle,  in 
denen  die  Bedingungen  für  die  Verrückungen  nicht  durch  lineare  Gleichungen 
ausdrückbar  sind,  z.  B.  wenn  ein  Punkt  gezwungen  ist,  auf  einer  Kegelfläche 
zu  bleiben,  in  deren  Spitze  er  sich  gerade  befindet. 

*)  Ein  Fall,  in  dem  dies  nicht  zutrifft,  ist  z.B.  der,  in  dem  die  Bedin- 
gung ausgedrückt  werden  soll,  daß  eine  Kugel  auf  einer  Unterlage  ohne 
Gleiten  roUen  muß.  Vgl.  Holder,  Über  die  Prinzipien  von  Hamilton  und 
Maupertuis.     Göttinger  Nachrichten  1896. 
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Es  handelt  sich  nun  um  die  Bedingung  des  Gleichgewichts 
des  Systems  der  Punkte  mi,  mg,  tWg,  ...,  wenn  auf  die  Punkte 
gewisse  Kräfte  P,,  P2,  P3,  ...  wirken. 

Wenn  man  dem  Punkte  m»-  eine  der  Kraft  P»  entgegengesetzte 
Verschiebung  erteilen  will,  so  muß  der  Widerstand  der  Kraft  P, 
überwunden,  d.  h.  es  muß  Arbeit  gegen  die  Kraft  P,-  geleistet 
werden.  Die  Größe  dieser  Arbeit  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der 
Kraft  und  der  Verschiebung  in  der  der  Kraft  entgegengesetzten 
Richtung,  d.  h.  wenn  dpi  die  ganze  Verschiebung  ist,  die  mit 
der  Kraftrichtung  P,  den  Winkel  d^i  bildet 

—  PiSpi  cos^j. 

Geschieht  die  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Kraft  selbst, 
so  ist  diese  Arbeit  negativ,  d.  h.  es  wird  nicht  Arbeit  aufgewandt, 
sondern  gewonnen.  Demnach  heißt  auch  Pidpicosd'i  die  von  der 
Kraft  Pi  während  der  Verschiebung  Spi  ihres  Angriffspunktes 
geleistete  Arbeit.    Die  Summe 

(3)  A  =  -^  UPi  dpi  cos  d'i 

heißt  die  gesamte  Arbeit,  die  gegen  das  Kraftsystem  P,-  zur  Er- 
zeugung der  virtuellen  Verschiebung  62)1  aufgewendet  werden  muß, 
und  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  besagt  nun: 

Befindet  sich  ein  irgendwie  bedingtes  System 
im  Gleichgewicht,  so  muß  für  jede  virtuelle 
Verrückung  die  aufgewandte  Arbeit  gleich  Null 
sein  1). 

Bezeichnen  wir  mit  X^,  Yi,  Zi  die  Komponenten  der  Kraft  P« 
nach  der  Richtung  der  Koordinatenachsen,  so  können  wir  das 
Prinzip  in  die  Gleichung  zusammenfassen 

(4)  2  {Xidxi  +  Yiöy,  +  Z,dj,i)  =  0. 

Über  die  Gleichung  (4)  ist  dasselbe  zu  sagen,  wie  über  die 
Gleichungen  (1).  Die  Kraftkomponenten  X,-,  F»,  Zi  sind  für  eine 
bestimmte  Gleichgewichtslage  als  bestimmte  gegebene  Größen 
aufzufassen,  und  in  dieser  Weise  wird  auch  in  den  einfachsten 
Fällen,  z.  B.  beim  Hebelgesetz,  oder  beim  Satz  vom  Parallelo- 
gramm der  Kräfte,  diese  Gleichung  angewandt.  In  anderen  An- 
wendungen aber  sind  die  Xj,  Yi-,  Zi  als  von  der  Lage  der  System- 


0  Werden  auch  nicht  umkehrbare  Bedingungen  zugelassen,  so  muß 
für  jedes  System  virtueller  Verrückungen  die  aufgewendete  Arbeit  Null  oder 
positiv  sein. 
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punkte  abhängig  anzusehen,  d.  h.  es  sind  die  X«,  7^,  Zi  Funktionen 
der  Koordinaten  der  Punkte  m,," mg,  mg,  ... 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  dann  wieder  der  Fall,  daß 
die  linke  Seite  von  (4)  ein  vollständiges  Differential  ist, 
d.  h.  daß  eine  Funktion  der  Koordinaten  existiert,  deren  partielle 
Ableitungen  die  X,-,  Y,-,  Zi  sind.  Wir  bezeichnen  diese  Funktion 
mit  ?7,  und  setzen 

Dann  wird 

U  (Xidxi  +  Yidyi  +  Zid^i)  =  8U, 
und  die  Gleichung  (4)  lautet: 
(5)  du  =  0, 

.Die  Funktion  U  mrd  die  Kräftefunktion  genannt. 

§  126. 

Das  d'Alembertsche  Prinzip. 

Eine  Kraft  P,  die  auf  einen  freien  materiellen  Punkt  wirkt, 
erteilt  diesem  Punkte  eine  Beschleunigung  in  ihrer  Richtung, 
die  der  Kraft  direkt,  und  einem  dem  materiellen  Punkte  eigen- 
tümlichen Faktor,  der  seine  Masse  heißt,  umgekehrt  proportional 
ist.  Wenn  also  x^  y^  ^  die  Koordinaten  des  Punktes  mit  der 
Masse  m  und  t  die  Zeit  bedeutet,  so  ist 

(1)  ♦«^  =  ^.      "»^^5  =  ^'      "'d¥  =  ^- 

Indem  man  einen  noch  beizufügenden  konstanten  Faktor  =  1 
setzt,  verfügt  man  über  die  Einheit  der  Kraft  (oder  der  Masse). 
Es  ist  dann  eine  Kraft  =  1  gesetzt,  wenn  sie  der  Masseneinheit 
die  Einheit  der  Beschleunigung  erteilt.  Wenn  das  Centimeter, 
die  Sekunde  und  das  Gramm  als  Einheiten  für  Länge,  Zeit  und 
Masse  genommen  sind  (im  cm-g-sec-System),  heißt  die  Kraft- 
einheit eine  Dyne. 

Man  kann  den  Formeln  (1)  den  Ausdruck  geben: 
Wenn  man  zu  der  vorhandenen  Kraft  P  eine  Kraft  hinzu- 
fügt, die  dem  Produkte  der  Masse  und  der  Beschleunigung  gleich 
ist  und  die  der  Beschleunigung  entgegengesetzte  Richtung  hat, 
so  entsteht  eine  Kraft  (hier  die  Kraft  0),  die  der  Bedingung  des 
Gleichgewichts  genügt. 
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Dieser  Satz  ist  von  d'Alembert  so  verallgemeinert  worden, 
daß  daraus  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  beliebigen 
Systems  materieller  Punkte  unter  dem  Einflüsse  beliebiger  Kräfte 
und  beliebiger  Verbindungen  abgeleitet  werden  können.  Das 
d'Alembertsche  Prinzip  läßt  sich  so  formulieren: 

Fügt  man  zu  der  auf  den  Massenpunkt  m»  wir 
kenden  Kraft  P,-  eine  Kraft  hinzu,  die  dem  Pro- 
dukt aus  der  Masse  und  der  Beschleunigung  gleich 
und  der  Beschleunigung  entgegengesetzt  gerichtet 
ist,  und  nennt  die  Resultante  aus  diesen  beiden 
Kräften  die  verlorene  Kraft,  so  müssen  sich 
die  verlorenen  Kräfte  unter  dem  Einflüsse  der 
Bedingungen  des  Systems  in  jedem  Augen- 
blicke das  Gleichgewicht  halten. 

In  Verbindung  mit  dem  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten kann  man  also  die  Bedingungen  für  die  Bewegung  eines 
Systems  in  der  mathematischen  Formel  zusammenfassen 

(2)  0  = 

worin  dxi^  dt/,-,  dj^i  die  Komponenten  einer  virtuellen  Ver- 
schiebung sind.  Es  ist  dabei  aber  zu  betonen,  daß  der  Sinn 
diesea  Ausdrucks  hier  der  ist,  daß  die  Verschiebungen  in  dem 
bestimmten  Augenblicke  t  möglich  sein  müssen,  ein  Umstand, 
der  besonders  zu  beachten  ist,  wenn  die  Bedingungen  mit  der 
Zeit  veränderlich  sind. 

§  127. 
Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie. 

Wenn  ein  materielles  System  in  Bewegung  ist,  so  werden 
die  Verschiebungen,  die  seine  Punkte  in  dem  Zeitelement  dt 
erleiden,  in  dem  vorhin  festgesetzten  Sinne  im  allgemeinen  nur 
dann  virtuell  sein,  wenn  die  Bedingungen  des  Systems  mit  der 
Zeit  unveränderlich  sind.  Wenn  wir  jetzt  diesen  Fall  annehmen, 
und  wenn  wir  die  Komponenten  der  wirklich  eintretenden  Ver- 
schiebung des  Punktes  m,-  mit  drr,,  dt/„  d^i  bezeichnen,  so  können 
wir  aus  der  Formel  (2)  des  vorigen  Paragraphen  als  speziellen 
Fall  die  folgende  ableiten: 


Nun  ist 
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(1)    o  =  2[(^^--.-^)<^^.  +  (r,-«.||^)rfy. 

Nun  ist  aber 

dSic,  1      \dt)   _,, 

■dP  ^'''  =  2  — dT"  '^^  '''''" 

und  wenn  wir  daher 

setzen,  so  erhält  (1)  die  Gestalt 

(3)  2  {XidXi  +  r<dy.-  +  Z< dir<)  =z^dt  =  dT. 

" = y($)* + m + a" 

die  Geschwindigkeit  des  Punktes  iw,-,  und  mithin  ist  nach  (2) 

1^ 
2 

die  halbe  Summe  der  Produkte  aus  der  Masse  mit  dem  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  jedes  einzelnen  Punktes.  Diese  Summe  T 
heißt  die  lebendige  Kraft  oder  die  kinetische  Energie  des 
Systems. 

Die  auf  der  linken  Seite  von  (3)  vorkommende  Summe 

dA  =  —  £  {XidXi  4-  Yidyi  +  Zide,) 

ist  die  im  Zeitelement  dt  gegen  die  Kräfte  des  Systems  bei 
der  Bewegung  geleistete  Arbeit,  und  wir  können  also  der 
Formel  (3)  den  Ausdruck  geben: 

Die    im    Zeitelement    gegen    die    Kräfte   des 
Systems  geleistete  Arbeit  ist  gleich  dem  Verlust 
—  dT  an  kinetischer  Energie, 
oder: 

Die  Arbeit  der  Kräfte  des  Systems  im  Zeit- 
elemente ist  die  Vermehrung  der  kinetischen 
Energie  um  dT, 

Der   Verlust  kann   hier  natürlich    auch    negativ   sein,    was 
einen  Gewinn  an  kinetischer  Energie  bedeuten  würde. 


(4)  T  =  ^  y]  rrnv^ 
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Von  besonderer  Bedeutung  wird  dieser  Satz  aber  erst  dann, 
wenn  die  Kräfte  des  Systems  eine  Kräftefunktion  haben,  die  von 
der  Zeit  unabhängig  ist.  Wenn  nämlich  ü  eine  von  den  Koordi- 
naten, aber  nicht  explizite  von  der  Zeit  abhängige  Funktion 
ist,  und 
...  ^        du       ^         du         r,        du 

so  ist 

(6)  dU=  U(XidXi  +  Yidyi  +  Zid^i) 

und  es  kann  (3)  in  die  Form  gesetzt  v^erden 

Diese  Gleichung  läßt  sich  integrieren  und  liefert  ein  all- 
gemeines Integral  für  das  System: 

(8)  T—  U=  const. 

Diese  Formel  wird  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft 
genannt. 

Wenn  das  System  aus  einer  Lage  1  in  eine  Lage  2  über- 
geht, so  ist  dazu  ein  gewisser  (positiver  oder  negativer)  Arbeits- 
aufwand erforderlich,  der  sich  nach  (5)  gleich 

ergibt,  also  gleich  dem  Überschusse  des  Wertes  der  Kräfte- 
funktion für  die  erste  Lage  über  den  für  die  zweite,  und  dieser 
Arbeitsaufwand  ist  also  nur  abhängig  von  den  beiden  Lagen  des 
Systems,  nicht  von  dem  Wege,  auf  dem  der  Übergang  erfolgt. 
Bei  der  tatsächlich  eintretenden  Bewegung  wird  er  auf  Kosten 
der  kinetischen  Energie  bestritten.  Danach  führt  man  einen  • 
neuen  Begriff  in  die  Mechanik  ein,  die  potentielle  Energie  P, 
die  man  durch  die  Gleichung  definiert 

(9)  p  =  -U-\-C, 

worin  C  eine  willkürliche  Konstante  ist,  die  man  im  allgemeinen 
nicht  näher  bestimmt,  und  die  Zunahme  der  potentiellen 
Energie  ist  gleich  der  Arbeit,  die  zur  Überführung  des 
Systems  aus  der  einen  Lage  in  die  andere  erforderlich 
ist.     Dann  lautet  die  Formel  (7) 

(10)  T  +  P  =  const. 

und  sie  besagt,  daß  bei  der  Bewegung  des  Systems  die 
Summe  der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie, 
also  die  Gesamtenergie  unveränderlich  ist. 
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Bei  der  Bewegung  wird  also  keine  Energie  verloren  oder 
gewonnen,  sondern  es  wird  nur  potentielle  Energie  in  kinetische 
umgesetzt,  oder  umgekehrt. 

Dies    ist    der    Satz    von    der   Erhaltung    der 
Energie. 

Wenn  wir  z.  B.  einen  schweren  Körper  in  der  Nähe  der 
Erdoberfläche  betrachten,  so  ist  die  potentielle  Energie  propor- 
tional mit  der  Höhe  des  Körpers  übd!r  einem  beliebigen  festen 
Horizont,  und  dieser  Fall  kann  als  typisches  Beispiel  für  alle 
übrigen  gelten.  Je  größer  die  potentielle  Energie  ist,  um  so 
größer  ist  die  Arbeit,  die  der  Körper  beim  Fallen  zu  leisten  im- 
stande ist,  und  die  beim  freien  Fallen  in  einer  Vermehrung 
der  kinetischen  Energie  besteht. 

Dieser  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  gilt  heutzutage 
als  das  allererste  Gesetz  der  mechanischen  Naturerklärung, 
dem  sich  alles  unterordnen  muß. 

Natürlich  gilt  er  nicht  für  jedes  beliebige  Teilsystem,  wohl 
aber  muß  er  gelten  für  ein  vollständiges  System,  d.  h.  für 
ein  System,  das  wir  nicht  als  Teil  eines  größeren  Ganzen  zu 
betrachten  haben,  dessen  Bewegung  also  von  außer  ihm  liegen- 
den Massen  nicht  beeinflußt  wird.  Für  ein  vollständiges  System 
machen  wir  also  immer  die  Annahme, 

1.  daß    die    Bedingungen    nicht    von    der    Zeit    ab- 
hängig sind, 

2.  daß  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Kräftefunk- 
tion existiert. 

Wir  machen  weiter  die  Annahme,  daß  der  Satz,  den  wir 
hier  unter  der  Voraussetzung  einer  endlichen  Anzahl  diskreter 
Massenpunkte  abgeleitet  haben,  auch  noch  Gültigkeit  behalte 
für  Systeme,  die  aus  unendlich  vielen  Massenpunkten  bestehen, 
insbesondere  also  auch  für  kontinuierlich  verteilte  Massen  i). 


*)  Bemerkenswert  ist  der  Versuch  von  Hertz,  den  Kraftbegriff  und 
damit  den  Begriff  der  potentieUen  Energie  ganz  aus  der  Mechanik  zu  ver- 
bannen und  aUes  auf  die  Wirkung  von  Verbindungen  unter  den  Massen 
zurückzuführen.  An  SteUe  der  potentiellen  Energie  tritt  dann  kinetische 
Energie  verborgener  Massen,  und  das  Energiegesetz  behauptet  die 
Konstanz  der  gesamten  kinetischen  Energie,  also  der  lebendigen  Kraft.  (Die 
Prinzipien  der  Mechanik  von  Heinrich  Hertz,  Leipzig  1894.) 
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§  128. 
Stabilität  des  Gleichgewichtes. 

Wir  haben  für  den  Fall,  daß  eine  Kräftefunktion  existiert 
in  §  125  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  in  der  Form  er- 
halten ,  daß  die  erste  Variation  ö  U  der  Kräftefunktion  oder 
auch  die  erste  Variation  äF  der  potentiellen  Energie  für  jede 
virtuelle  Verschiebung  verschwinden  muß.  Aus  der  Differential- 
rechnung ist  bekannt,  daß  das  Verschwinden  der  ersten  Variation 
d  ü  die  Bedingung  für  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der 
Funktion  ü  ist,  und  hierdurch  werden  wir  auf  die  Beziehung  der 
statischen  Probleme  zu  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  hin- 
gewiesen. 

Wenn  ein  im  Gleichgewicht  ruhendes  System  durch  kleine 
Störungen  aus  seiner  Lage  gebracht  wird,  wobei  die  einzelnen 
Punkte  auch  noch  kleine  Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten 
können,  so  wird  das  System  in  Bewegung  geraten  und  die  Be- 
wegung wird  sich  nach  dem  d '  AI embert  sehen  Prinzip  be- 
stimmen. 

Das  Gleichgewicht  heißt  stabil,  wenn  diese  Be- 
wegungen im  weiteren  Verlaufe  in  beliebig  engen 
Grenzen  eingeschlossen  bleiben,  wenn  man  nur  die 
anfänglichen  Störungen  hinlänglich  klein,  sonst 
aber  beliebig  annimmt. 

Hier  gilt  nun  unter  der  Voraussetzung,  daß  der 
Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  besteht,  der  fol- 
gende Satzi): 

Ein  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  die  Lage 
des  Systems  derart  ist,  daß  die  potentielle 
Energie  ein  Minimum  ist. 

Beim  Beweise  dieses  Satzes  nehmen  wir  an,  daß  die  Lage 
des  Systems  durch  eine  endliche  Anzahl  voneinander  unabhän- 
giger Parameter  (Koordinaten)  g^,  q^^  ^3,  ...  bestimmt  sei.  Die 
rechtwinkligen  Koordinaten  Xi^  yi^  zi  der  einzelnen  Massenpunkte  fw,- 
sind  dann  Funktionen  dieser  Parameter  g,  die  so  bestimmt  sein 
müssen,  daß  alle  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Koordi- 
naten der  mi  identisch  befriedigt  sind.    Es  ist  zur  Vereinfachung 


0  Zuerst  von  Dirichlet  bewiesen.     Werke,  Bd.  2,  8.1. 
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des  Ausdruckes  sehr  vorteilhaft,  diese  Parameter  qi  als  Koordi- 
naten eines  Punktes  in  einem  mehrdimensionalenBaumiJ 
aufzufassen.  Dann  entspricht  jeder  Lage  des  Systems  ein  Punkt  n 
des  Raumes  B,  und  die  Bewegung  des  Systems  wird  abgebildet 
durch  die  Bewegung  eines  Punktes  im  Baume  R.  Die  potentielle 
Energie  P  unseres  Systems  ist  dann  eine  Ortsfunktion  im  Baume 
i?,  und  unser  Satz  behauptet,  daß  ein  Punkt  in  JB,  in  dem  P  ein 
Minimum  ist,  einer  Lage  stabilen  Gleichgewichtes  entspricht. 

Die  in  zwei  Dimensionen  gezeichnete  Fig.  49,  die  man  sich 
im  Baume  R  zu  denken  hat,  hat  natürlich  nur  den  Zweck,  die 
gebrauchten    Ausdrücke    unmittelbar    ver-  Fig.  49. 

ständlich  zu  machen.  Für  den  einfachsten 
Fall,  den  eines  einzelnen  Punktes  auf  einer 
gegebenen  Oberfläche,  entspricht  sie  übri- 
gens dem  wahren  Sachverhalt. 

Es  sei  also  (o  ein  Punkt,  in  dem  die 
Funktion  P  einen  Minimalwert  hat,  und 
da  wir  bei  P  eine  willkürliche  Konstante 
hinzufügen  können,  so  wollen  wir  diesen  Minimal  wert  der  Einfach- 
heit halber  gleich  Null  annehmen.  Dann  können  wir  um  den 
Punkt  CO  herum  ein  Gebiet  G  durch  eine  (n  —  l)-dimensionale 
Hülle  H  abgrenzen,  so  daß  innerhalb  G  die  Funktion  außer  im 
Punkte  CO  nur  positive  Werte  erhält,  und  es  läßt  sich  eine  posi- 
tive untere  Grenze  g  finden,  so  daß  auf  der  ganzen  Hülle  H 

P>9 

ist.  Nun  erteilen  wir  dem  das  System  darstellenden  Punkte  it 
eine  Verschiebung  von  <d  nach  oiq  und  erteilen  dem  System  gleich- 
zeitig eine  gewisse  lebendige  Kraft  To,  so  daß  die  weitere  Be- 
wegung nach  der  Gleichung 

(1)  T+P=To  +  Po 

geschieht.  Wir  können  aber  jetzt,  indem  wir  den  Punkt  tc^ 
nahe  genug  an  o  und  Tq  hinlänglich  klein  annehmen,  immer 

(2)  To  +  Po  <  ö' 

machen,  und  dann  folgt  aus  (1),  da  P  und  T  nicht  negativ  sind: 

(3)  JP<g, 

(4)  T<g. 

Die   Ungleichheit  (3)  lehrt  uns,  daß  der  Punkt  ä  im  Ver- 
laufe der  Bewegung  die  Hülle  H  niemals  erreichen,  noch  weniger 

Biemann-Weber,  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  20 
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also  Überschreiten  kann,  und  aus  (4)  folgt,  daß  auch  die  Ge- 
schwindigkeiten immer  unter  einer  beliebig  eng  zu  wählenden 
Grenze  bleiben.  Hiermit  aber  ist  die  Stabilität  des  Gleich- 
gewichtes nachgewiesen. 

Zu  diesen  Betrachtungen  wollen  wir  noch  einige  wichtige 
Bemerkungen  hinzufügen. 

Es  ist  weder  im  vorigen  Paragraphen,  der  von  dem  Satze 
der  Erhaltung  der  Energie  handelt,  noch  in  diesem  Beweise  für 
die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  ausgeschlossen,  daß  die  vir- 
tuellen Variationen  nicht  integrierbaren  Bedingungen  unterworfen 
sind,  auf  die  wir  schon  in  §  125  hingewiesen  haben.  Bei  der 
Frage  nach  dem  Minimum  kommen  dann  auch  nur  die  diesen 
Bedingungen  genügenden  Variationen  in  Betracht. 

Nehmen  wir  z.  B.  den  Fall,  daß  eine  vollkommen  glatte, 
schwere  Kugel  gezwungen  ist,  auf  einer  gewölbten  Oberfläche  zu 
bleiben,  so  sind  keine  derartigen  Bedingungen  vorhanden.  An 
der  höchsten  Stelle  der  gewölbten  Fläche  wird  die  Kugel  nicht 
in  stabilem  Gleichgewichte  sein.  Die  Sache  wird  aber  sofort 
anders,  wenn  wir  die  Bedingung  stellen,  daß  die  Kugel  auf  der 
Oberfläche  nur  rollen,  nicht  gleiten  kann;  liegt  dann  zugleich 
der  Schwerpunkt  exzentrisch,  so  kann  das  Gleichgewicht  an  der 
höchsten  Stelle  der  Unterlage  sehr  wohl  stabil  sein,  wenn  zu- 
gleich der  Schwerpunkt  in  der  Kugel  seine  tiefste  Stelle  hat. 
Ob  das  Gleichgewicht  in  diesem  Falle  stabil  oder  labil  ist,  wird 
von  dem  Verhältnisse  der  Exzentrizität  des  Schwerpunktes  zu 
der  Krümmung  der  Unterlage  abhängen. 

§  129. 
Die  Prinzipien  der  Dynamik. 

Wir  haben  noch  zwei  andere  Formen  zu  besprechen,  in  denen 
man  die  Grundgesetze  der  Mechanik  darstellen  kann,  die  ein- 
fache Folgerungen  des  d'Alembertschen  Prinzips  sind,  und 
deren  jedes  eine  neue  Eigenschaft  der  Bewegüngsvorgänge  aus- 
drückt. Man  erhält  sie,  wenn  man  die  tatsächlich  eintretende 
Bewegung  eines  Systems  mit  einer  unendlich  wenig  davon  ver- 
schiedenen, einer  variierten  Bewegung  vergleicht.  Es  ist  hierbei 
wiederum  von  Vorteil  für  den  Ausdruck,  die  Lagen  des  Systems 
durch  die  Lage  eines  Punktes  n  in  dem  Räume  R  zu  veran- 
schaulichen,   wobei   die  Bewegung    des  Systems    durch  die  Be- 
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wegung  des  Punktes  n  auf  einer  Kurve  im  Räume  li  dargestellt 
wird.  Wir  wollen  annehmen,  durch  die  Kurve  AGB  sei  die 
tatsächlich  eintretende  Bewegung  des  Systems  aus  der  Anfangs- 
lage A  in  die  Endlage  B  dargestellt. 

Wir  vergleichen  hiermit  einen  anderen,  aber  unendlich 
benachbarten  Übergang  aus  derselben  Anfangslage  A  in  die- 
selbe Endlage  B.  Die  Punkte  dieser  variierten  Bahn  ordnen 
wir  in  einer  zunächst  willkürlichen  Weise  den  Punkten  der 
ursprünglichen  Bahn  zu,  so  daß  der  Punkt  n  einen  bestimmten 
Punkt  ar'  zum  Begleiter  hat ,  wobei  jedoch  Fig.  50. 

nicht  vorausgesetzt  werden  soll,  daß  etwa  ?r 
und  n'  zur  selben  Zeit  erreicht  werden 
soll. 

Es  soll  in  dem  Augenblicke  ^,  der  der 
Lage  n  des  Systems  entspricht,  der  Punkt 
mi  die  Koordinaten  n;»,  t/,-,  0%  haben.  Bei 
der  variierten  Bewegung  mögen  dem  Punkte 
n'  die  Zeit  t-^- 8  t  und  die  Koordinaten 
Xi  -\-  äxi^  yi  4"  ^2/n  ^<+  S/Si  des  Punktes  m,-  entsprechen.  Den 
Übergang  von  ä  zu  n'  bezeichnen  wir  mit  (n,  n'). 

Hier  sind  also  die  8xi^  dyi^  d^i^  dt  als  willküi-liche,  aber 
stetige  und  unendlich  kleine  Funktionen  von  t  anzusehen.  Ist  q) 
irgend  eine  Funktion  der  j;,-,  ^i,  jer^,  ^,  so  ist 

die  Variation  von  g?  beim  Übergange  (ar,  ;r'). 

Sind  ^0  und  ti  die  Zeitpunkte,  in  denen  das  System  bei  der 
wahren  Bewegung  die  Anfangs-  und  Endlage  A  und  B  einnimmt, 
so  nehmen  wir  an,  daß  auch  die  variierte  Bewegung  von  der 
Lage  A  zur  Zeit  ^o  ausgehe,  während  die  Zeit  der  Endlage  B 
variiert  angenommen  und  mit  ti  -{-  dt^  bezeichnet  werde.  Da  die 
Anfangs-  und  Endlage  nicht  variiert  wird,  so  sind  für  ^  =^  ^o  ^^^ 
t  =  ti  die  Variationen  da:,,  dy,-,  dzi=0  zu  setzen. 

Bedeutet  dt  die  Zeit,  die  zur  Durchlauf ung  des  wahren 
Bahnelementes  (;r,  ^r^)  erforderlich  ist,  und  sind  d^r»-,  dyt^  dzi^  dtp 
die  entsprechenden  Änderungen  der  Koordinaten  und  der  Funk- 
tion 9),  so  ist 


(')  ^*=2;ili^-.+lf/».+l?/'.)+ 


8y<   ^    '   d^i    y  '    dt 

20* 


dt. 
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Hierdurch  ist  auch  die  Bedeutung  der  Zeichen  ddo:,,  ddy,-,  dd^i^ 
ddt  gegeben,  und  es  ist  der  Wert  der  Zeit  und  der  Koordi- 
nate  Xi  in  dem  Punkte  ?ri,  der  dem  Punkte  Tt-^^  ebenso  zugeordnet 
ist,  wie  der  Punkt  it'  dem  Punkte  n: 

(2)  t  -{-  dt  -{-  dt  -{-  ddt,    Xi  -\-  dxi  -\-  dxi  -\-  ddxi. 

Die  Geschwindigkeitskomponente  Ui  =  dxijdt  ist  aber  eine 
Funktion  des  Punktes  n  und  hat  in  dem  Punkte  it'  einen  variierten 
Wert  Ui  -\-  Sui,  Es  ist  aber  nach  dem  Begriffe  der  Geschwindig- 
keit und  nach  (2) 

,Q.  ^      dxi-{-döxi        dXi  dtdöxi  —  dxiddt 

^"^^  ^""^  —   dt-i-ddt  ~dt   —  dP  ~' 

und  Entsprechendes  gilt  für  die  Variation  der  beiden  anderen 
Geschwindigkeitskomponenten  t;,,  Wi^).    Ist  also 

(4)  T=^^mi{u}  -^vl  ^w}) 
die  lebendige  Kraft,  so  ergibt  sich  aus  (3): 

(5)  dT=;Sm,^^^^  +  ^-^+^-^;-2T— , 

und  mit  Benutzung  der  Relationen: 

d^dx 
dxi  dSxi  d^Xi  ^       ,        dt       * 


^)  Die  Bedeutung  der  Variation  &  läßt  sich  allgemein  so  definieren : 
Man  betrachte  f,  a?^,  ...  längs  der  Kurve  A^  C,  B  als  Funktionen  einer  un- 
abhängigen Variablen  s  und  bezeichne  die  Bifferentialquotienten  irgend 
einer  Funktion  q)  nach  s  mit  dq).  Es  sei  ^  irgend  eine  Funktion  der  Va- 
riablen ff  x^f  ...,  dtf  dx^^  ...  (sie  könnte  auch  noch  höhere  Differential- 
quotienten enthalten).  Es  seien  nun  cff,  cfajj-,  ...  willkürliche  Funk- 
tionen von  5,  und  e  eine  unbestimmte  Konstante.  Man  ersetze  in  ^  die 
Funktionen 

Vf  i  I  •  .  . 

durch  t  -\-  sdtf         ä;^-  +  edx^^ 

also  auch  dt  durch  d(t  -{■  £&t)  :=:  df  -j-  ed^t^  dx^  durch  d(x^  +  s^x^) 
=  dx^  -\-  sd&x^f  wodurch  </^  in  ^'  übergehen  möge,  und  verstehe  unter 
(f*  den  Koeffizienten  der  ersten  Potenz  von  e  in  der  Entwicke- 
lung  von  ^'  nach  steigenden  Potenzen  von  £.  Aus  dieser  Definition 
ergibt  sich  z.  B. : 

ddt  =  ddtf     d&x^  =  &dx^t  .  .  . 

[Vgl.  Lagrange  (1762)  (Ostwalds  Klassiker,  Nr.  47);  Gauß,  Prinzipia 
generalia  ect.    Werke,  Bd.  V,  S.  59  f.] 
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Dieseru  Ausdruck  multiplizieren  wir  mit  ä^  und  integrieren 
zwischen  den  Grenzen  t^^  t^.  Da  wir  dxi,  dy,-,  djSi  an  beiden 
Grenzen  =  0  angenommen  haben,  fällt  nach  der  Integration  das 
dritte  Glied,  in  dem  sich  die  Integration  ausführen  läßt,  heraus, 
und  es  ergibt  sich: 

(7)    |«r.,  =  -|2«.(^'«x,  +  *|U„  +  *£«.).. 


^0  ^n 


-1 


«0 

Es  bedeute 

(8)  8ä  =  —  2:  {Xiöxi  4-  Yißyi  +  Z»«^,) 

die  Arbeit,  die  durch  die  Verschiebung  (;r,  tc')  gegen  die  Kräfte 
des  Systems  geleistet  wird,  die  kein  vollständiges  Differential  zu  sein 
braucht.  Diesen  Ausdruck  multiplizieren  wir  wieder  mit  dt  und 
integrieren  zwischen  denselben  Grenzen.  Dann  ergibt  sich  durch 
Verbindung  mit  (7): 

(9)  U2T^^  +  dT-6Äyt  = 

«0 

Wenn  wir  nun  aber  annehmen,  die  Verschiebung  (:nr,  n')  sei 
eine  virtuelle,  so  verschwindet  nach  dem-  d'Alembertschen 
Prinzip  das  zweite  Integral  vollständig,  und  es  ergibt  sich: 

'i 

(10)  [hT^-{-öT—dA]dt=^ 

«0 

als  Bedingung  für  die  tatsächlich  eintretende  Bewegung. 

Hierbei  ist  aber  wohl  zu  beachten,  daß  die  Verschiebung 
(ff,  jr')  in  dem  Augenblicke  t  eine  virtuelle  sein  muß.  Daraus 
folgt  nicht,  daß  die  variierte  Bahn  AC'B  mit  den  Bedingungen 
der   Aufgabe    verträglich    sein    muß.     Es  würde   nur   dann   die 
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Tariierte  Bahn  notwendig  mit  den  Bedingungen  des  Systems  ver- 
traglich  sein,  wenn  diese  Bedingungen  Ton  der  Zeit  unabhängig 
sind  und  keine  Differentiale  enthalten  9- 

Zur  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
gibt  nun  die  Formel  (10)  mehr  als  nötig  ist  Es  genügt,  wenn 
wir  zwischen  den  Variationen  des  Ortes  und  der  Zeit  noch  eine 
Relation  willkürlich  annehmen,  und  je  nachdem  man  diese  Rela- 
tion so  oder  anders  wählt,  erhält  man  verschiedene  Formen  des 
Prinzips  der  Dynamik.  Zwei  dieser  Formen  sind  es,  die  in  der 
Mechanik  besonders  benutzt  werden. 

§  130. 

Das  Hamiltonsche  Prinzip  und  die  zweite  Lagrangesche 
Form  der  Differentialgleichungen  der  Dynamik. 

Die  erste  Spezialisierung  der  Formel  (10)  in  §  129  besteht 
darin,  daß  man  dt  =^  0  setzt,  also  annimmt,  daß  die  Punkte  jt 
und  7c'  gleichzeitig  durchlaufen  werden.  Dann  ergibt  sich  das 
Hamiltonsche  Prinzip  in  seiner  allgemeinen  Gestalt. 

h 

(1)  {(dT—dÄ)dt  =  0. 

Hierbei  ist  weder  über  die  Kräfte  noch  über  die  Bedingungen 
irgendeine  Voraussetzung  gemacht 

Eine  wesentlich  einfachere  Gestalt  nimmt  aber  die  Formel 
an,  wenn  wir  eine  Kräftefunktion  U  oder  eine  potentielle  Energie 
P  =  —  U  voraussetzen.  Dann  ist  dA  =  dF  =  —  dt/,  und 
wir  können  die  Formel  (l)  so  schreiben; 


] 


(2)  *  1  (^+  U)dt  =  0. 

to 

In  dieser  Form  wird  das  Hamiltonsche  Prinzip  gewöhnlich 
angewandt.  Es  ist  hierbei  zwar  die  Existenz  einer  Kräftefunktion 
vorausgesetzt  Diese  kann  aber  auch  noch  von  der  Zeit  ab- 
hängen. Ebenso  können  die  Bedingungen  von  der  Zeit  abhängen. 
Bei  der  Bildung  der  Variation  d  ist  die  Zeit  nicht  mit 
zu  variieren. 


*)  Diesen  Punkt  hat  zuerst  Holder  klargelegt.     Götting.  Nachr.  1896. 
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Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  sich  aus  diesem  Prinzip  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  herleiten  lassen.  Wir 
nehmen  wie  früher  die  Lage  des  Systems  bestimmt  an  durch  eine 
gewisse  Anzahl  voneinander  unabhängiger  Variablen  qi,  q^^  ... 
und  machen  weiter*  die  Annahme,  die  nun  freilich  eine  der 
Einfachheit  halber  gemachte  beschränkende  Voraussetzung  ist, 
daß  auch  die  Variationen  dq^,  d^g»  ...  voneinander  unabhängig 
sind,  und  daß  die  Funktion  U  nur  von  den  qi  und  etwa  noch 
von  der  Zeit,  aber  nicht  von  den  Ableitungen  dqn'dt  abhängt. 
Zur  Vereinfachung  setzen  wir 

und  denken  uns  nun  also   T -{-  f7  als  Funktion  von  g^,  q^^  ..., 
gi,  gi,  ...  dargestellt.    Dann  ergibt  sich  aus  (2): 

Nun  schließt  man  wie  in  §  129  (3) 

_  d8qi 
^^*  ~     dt   ' 

woraus  man  die  Identität  ableitet: 


d'^^ 


M^^'  =  -Tt  \mJ  ^^'  +        dt 


also,  da  die  dg,-  an  den  Grenzen  des  Integrals  verschwinden: 

Da  wir  nun  die  8qi  als  voneinander  unabhängig  angenommen 
haben,  so  ergibt  sich  hieraus  das  System  von  Differential- 
gleichungen : 

a(T+  U)^  d  dT 
^  ^  dqi  dt  dqV 

und  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  so  groß  wie  die  Anzahl 
der  unbekannten  Funktionen  qi.  Es  sind  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  durch  deren  Integration,  wenn  m  die  Zahl  der 
Variablen  qi  ist,  2  m  willkürliche  Konstanten  eingeführt  werden. 
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Diese  Gleichungen  sind  unter  dem  Namen  der  Lagrangeschen 
Differentialgleichungen  (in  der  zweiten  Form)  bekannt 

§  131. 

Die  Hamiltonsche  Form  der  dynamischen 
Differentialgleichungen. 

Die  Hamiltonsche  Form  der  Differentialgleichungen  der 
Dynamik  ist  eine  Umformung  der  Lagrangeschen,  die  darauf 
beruht,  daß  man  an  Stelle  der  qi  andere  Variablen  p,-,  die  soge- 
nannten Impulse  oder  Momente,  durch  die  Gleichungen  einführt : 

Dann  kann  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  die  Funktion  T 
als  Funktion  der  g^,  ^2)  •••)  Pu  Pü^  •••  darstellen,  und  man  erhält 
so  2  m  unbekannte  Funktionen  von  ^,  für  die  man  2  m  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  findet. 

Zu  bemerken  ist,  daß  die  qi  nur  in  T,  nicht  in  U  vor- 
kommen, und  daß  T  eine  homogene  Funktion  zweiten 
Grades  der  Variablen  qi  ist  Die  Gleichungen  (1)  geben  daher 
ein  System  linearer  Gleichungen  für  die  gj,  deren  Determi- 
nante nicht  verschwindet,  weil  T  für  kein  von  Null  verschiedenes 
System  der  Variablen  qi  verschwinden  kann. 

Nach  dem  Eul ersehen  Satze  über  die  homogenen  Funk- 
tionen hat  man  die  Relation 

Wir  drücken  nun  T  einmal  durch  g»,  qt  und  dann  durch  qi 
und  pi  aus,  und  bezeichnen  die  Differentialquotienten  von  T 
unter  der  letzten  Voraussetzung  durch  Klammem;  man  erhält 
dann  durch  vollständige  Differentiation 

=  ^\ 
also 


=  2  iU)  .<*  +  S  iü)  ^p<. 


und  andererseits  aus  (2) 
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(4)  2dT=Ilq:i  dpi  +  Spi  dgj, 

also  aus  (3)  und  (4): 

(^'  2  [H + ©]  ^* + s  [(ID  - «;]  ^^' = «. 

und  hieraus,  weil  hier  dqi  und  djp»  willkürliche  Differentiale  sind: 

Dann  haben  wir  nach  (6),  da  V  auch  von  pi  unabhängig  ist: 
8(r+  t7)  _       /8  (T -  t7)\  /8  (r -  10\  _  /öTx 

^^       ag.-      ~      V     8gi     /'      V     dpi     J-\dp)' 

und  wir  führen  jetzt  eine  Funktion  £f,  die  Hamiltonsche 
Funktion,  durch  die  Definition 

(8)  T-^  Ü=E 

ein,  denken  uns  aber  diese  Funktion  nicht  durch  ^i,  gj,  sondern 
durch  3»,jp»  ausgedrückt.  Dann  können  wir  bei  den  partiellen 
Ableitungen  die  Klammern  wieder  weglassen  und  erhalte'n  aus 
(6)  mit  Benutzung  von  (1)  und  §  130  (3)  und  (5) 

dH  _dqi        8fl_       dpi 

^^  dpi  ~  dt  '       dqi  ~        dt  ' 

und  dies  ist  die  Hamiltonsche   oder  auch  die  kanonische 
Form  der  dynamischen  Differentialgleichungen. 
Aus  (9)  ergibt  sich: 

.^^.  ^^dHdpi       ^^dEdqi  _ 

und  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist,  wenn  H  von  der  Zeit 
unabhängig  ist,  der  Differentialquotient  dH/dt  Man  erhält 
dann  also  unmittelbar  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie 
in  der  Form  H  =  const. 

§132. 
Das  Prinzip   der  kleinsten   Wirkung. 

Durch  eine  andere  spezielle  Annahme  über  die  in  der  all- 
gemeinen  Formel  §  129  (10)  anzuwendende  Variation  gelangt  man 
zu  dem  berühmten  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  von 
Maupertuis,  das  ebenfalls  zur  Aufstellung  der  dynamischen 
Differentialgleichungen  benutzt  werden  kann. 
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Man  kann  auf  der  variierten  Bahn  AC'B  (Fig.  50,  §  129) 
die  dem  Punkte  n'  entsprechende  lebendige  Kraft  beliebig  an- 
nehmen, wenn  sie  nur  von  der  dem  Punkte  tc  entsprechenden 
unendlich  wenig  verschieden  ist.  Dadurch  ist  die  Variation  der 
Zeit,  dt^  erst  bestimmt,  und  wird  im  allgemeinen  nicht  mehr 
gleich  Null.  Sie  wird,  wenn  über  die  dx  verfügt  ist,  nach  §  129  (5) 
durch  eine  Quadratur  bestimmt. 

Man  wähle  nun  diese  Variation  so,  daß 

(1)  dT=--8A 

wird,  d.  h.  man  nehme  an,  daß  die  Variation  (;r,  7t')  so  vor- 
genommen werde,  daß  der  Verlust  an  kinetischer  Energie  gleich 
der  geleisteten  Arbeit  wird,  d.  h.,  so  wie  es  der  Satz  von  der 
Erhaltung  der  Energie  verlangt,  wenn  wir  auch  hier  noch  nicht 
anzunehmen  brauchen,  daß  bei  der  wahren  Bewegung  AGB  der 
Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  bestehe.  Wenn  man  dann 
8A  eliminiert,  so  kann  man  die  Gleichung  (10),  §  129,  so  dar- 
stellen: 

2[{Td8t-\-8Tdt)  =  % 


oder  auch 


*i 


(2)  «  f  Tdf  =  0. 

«0 

Wenn  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  Gültigkeit 
hat,  wenn  also  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Kräftefunktion  ü 
existiert,  so  ist,  wenn  wir  mit  h  die  Integrationskonstante  be- 
zeichnen :  ^ 

(3)  T=?7  +  A, 

und  diese  Relation  muß  auch  bei  der  Variation  in  (2)  erhalten 
bleiben.  Bezeichnen  wir  ferner  mit  dsi  das  Wegelement  des 
Punktes  m^,  so  ist 

(^)  ^  =  -2-de^' 

und  wenn  wir  also  T  und  dt  durch  (3)  und  (4)  aus  (2)  elimi- 
nieren, so  ergibt  sich: 

(5)  8  {  yU-f  A  V^:  rrnds}  =  0. 
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Das  Integral  (5)  ist  nun  nicht  mehr  ein  Zeitintegral,  sondern 
über  eine  Strecke  zu  nehmen.  Man  kann  etwa  einen  der  Wege  Si 
als  unabhängige  Variable  auffassen,  und  so  lautet  dann  das 
Prinzip  so,  daß  das  Integral 

(6)  f2{Tdt  =  {^ü~+h  iZmidsl 

das  man  als  die  Wirkungsgröße  bezeichnet,  bei  der  tatsäch- 
lich eintretenden  Bewegung  aus  der  Anfangs-  in  die  Endlage  so 
klein  als  möglich  werde.  Dieses  Minimum  findet  aber  nur  so 
lange  wirklich  statt,  als  die  beiden  Grenzlagen  nicht  zu  weit  aus- 
einander gewählt  werden!). 

^)  Vgl.  J  a  c  o  b  1 ,  Vorlesungen  über  Dynamik.   Hertz,  Mechanik,  Art.  615. 
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§133. 
Vektoren  im  elektrischen  Felde. 

Nach  den  in  der  neueren  Physik  zur  Herrschaft  gekommenen, 
auf  Faraday  und  Maxwell  zurückgehenden  Anschauungen  werden 
zur  Erklärung  der  elektrischen  Erscheinungen  hauptsächlich  Vor- 
gänge und  Zustände  im  Dielektrikum,  d.  h.  in  den  die  Leiter 
der  Elektrizität  umgebenden  Nichtleitern  herangezogen  i).  Durch 
die  freie  Elektrizität  wird  im  Dielektrikum  ein  Spannungs-  oder 
Zwangszustand  hervorgerufen,  durch  den  in  jedem  Volumenelement 
ein  gewisser  Energievorrat  aufgespeichert  wird,  etwa  wie  bei  einer 
durch  ein  Gewicht  gespannten  Feder. 

Zur  analytischen  Darstellung  dieser  Verhältnisse  denken  wir 
uns  den  ganzen  Raum  ausgefüllt  mit  einem  Dielektrikum,  in  dem 
einzelne  beliebig  gestaltete  Leiter  der  Elektrizität  von  endlicher 
Ausdehnung  eingebettet  sind. 

Wir  schließen  auch  den  Fall  nicht  aus,  daß  das  Dielektrikum 
aus  verschiedenartigen  Bestandteilen  besteht,  wie  es  z.  B.  eintritt, 
wenn  in  der  Luft  Nichtleiter  der  Elektrizität  aus  verschiedenen 
Substanzen  eingelagert  sind. 


^)  A  Treatise  on  Electricity  and  Magnetism  by  James  Clerk  Max- 
well, Oxford  1873;  deutsoh  von  Weinstein,  Berlin  1883.  Aus  der  deut- 
schen Literatur  über  diesen  Gegenstand  erwähnen  wir  hier  die  Abhandlung 
von  Hertz,  «Über  die  Grundgleichungen  der  Elektrodynamik  in  ruhenden 
Körpern",  Göttinger  Nachrichten  1890.  Gesammelte  Abhandlungen  II,  S.  208. 
E.  Cohn,  Das  elektromagnetische  Feld,  1900.  Föppl  und  Abraham, 
„Theorie  der  Elektrizität",  2  Bände,  Leipzig  1907  (1905).  Boltzmann,  Vor- 
lesungen über  die  Maxwell  sehe  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Lichtes, 
Leipzig  1891  bis  1898.  Helmholtz,  Vorlesungen  über  die  elektromagnetische 
Theorie  des  Lichtes,   herausgegeben  von  König  und  Bunge  (1897). 
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Die  Leiter  der  Elektrizität  sind  nach  diesen  Anschauungen 
dadurch  charakterisiert,  daß  in  ihnen  ein  Spannungszustand  sich 
nicht  halten  kann,  sondern  mit  der  Zeit  zerfällt,  und  folglich  kann 
im  Innern  eines  Leiters  im  Gleichgewichtszustand  keine 
Energie  aufgespeichert  sein. 

Zur  Darstellung  des  elektrischen  Zustandes  in  diesem  Felde 
brauchen  wir  zwei  Vektoren,  von  denen  der  eine  @  als  Kraft,  der 
andere  2)  als  eine  durch  diese  Kraft  hervorgerufene  Verschiebung 
aufgefaßt  werden  kann.  Die  Kraft  (S  bezieht  sich  auf  die  Volumen- 
einheit, und  auf  ein  Volumenelement  dt  wirkt  die  Kraft  @dr. 

Die  Verschiebung  5)  weckt  eine  der  Kraft  6  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Gegenkraft,  ähnlich  wie  die  elastische  Kraft  einer 
gespannten  Feder  der  spannenden  Kraft  entgegenwirkt.  Die  in 
einem  Volumenelement  dt  angehäufte  (potentielle)  Energie  ist 
die  Arbeit  der  Kraft  6dr,  also  das  Produkt  aus  der  Kraft  und 
der  nach  der  Richtung  der  Kraft  geschätzten  Verschiebung.  Das 
elektrische  Gleichgewicht  wird  dann  eintreten,  wenn  die  Gesamt- 
größe dieser  Energie  ein  Minimum  ist  (§  121). 

Zunächst  müssen  wir  die  Voraussetzungen,  die  zu  machen 
sind,  genauer  präzisieren: 

1.  Die  Verschiebung  S)  ist  von  der  Kraft  @  abhängig.  In 
einem  isotropen  Dielektrikum,  d.  h.  bei  einer  Substanz, 
die  sich  in  allen  Richtungen  gleich  verhält,  haben  beide 
Vektoren  die  gleiche  Richtung.  Wir  setzen  diesen  Fall 
hier  allein  voraus,  sehen  also  von  kristallinischen  Medien 
ab.  Wir  nehmen  an,  was  vielleicht  nur  in  erster  Annähe- 
rung zutrifft,  daß  die  Größe  der  Kraft  mit  der  Größe  der 
Verschiebung  proportional  ist,  und  setzen  demnach 

(1)  4ar3)=f.g. 

Der  Koeffizient  £  heißt  die  Dielektrizitätskonstante. 
Sie  ist  in  einem  homogenen  Medium  eine  wirkliche  Kon- 
stante; um  aber  auch  inhomogene  Dielektrika  zu  berück- 
sichtigen, sehen  wir  s  im  allgemeinen  als  eine  Funktion 
des  Ortes  an,  und  schließen  auch  den  Fall  nicht  aus,  daß 
e  an  Flächen  unstetig  wird.  Dies  haben  wir  dann  anzu- 
nehmen, wenn  zwei  verschiedene  Dielektrika  sich  in  einer 
Fläche  berühren. 

2.  Die  Größe 

(2)  div  D  =  ^     (§  87) 

heißt  die  räumliche  Dichtigkeit  der  wahren  Elektrizität. 
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Das  Produkt  Qdr  ist  die  im  yolumenelement  dt  an- 
gehäufte Menge  wahrer  Elektrizität,  und  q  ist  eine  Funk- 
tion des  Ortes,  die  auch  unstetig  sein  kann  und  die 
überall  da  gleich  Null  zu  setzen  ist,  wo  keine  räumliche 
elektrische  Ladung  yorhanden  ist.  Wir  können  also 
geradezu  die  Elektrizität  als  Verdichtung  oder  Verdünnung 
einer  hypothetischen  Substanz,  des  Äthers,  auffassen. 

3.  Der  Vektor  S  kann  an  Flächen  unstetig  sein.   Ist  S  eine 
solche  Unstetigkeitsfläche ,    und  do   ein   Element  dieser 
Fläche,   so  ziehen  wir  in  einer  be-  Fiir.öl. 
liebigen  Richtung  eine  Normale  v^ 
und  unterscheiden  beide  Seiten  von 
do  durch  den  Index  -j-  ^nd  — ,  wie 
die  Figur  zeigt.    Ist  dann  Dv  nach 
der  Bezeichnung  in  §  91   die  Kom- 
ponente von  jD  in   der  Richtung  v, 
so  heißt  die  Differenz 

(3)  b:-d-  =  0 

die  Flächendichtigkeit  der  wahren  Elektrizität, 
und  ödo  ist  die  auf  dem  Flächenelement  do  angehäufte 
Menge  wahrer  Elektrizität 

4.  Während  die  Verschiebung  2)  von  der  Größe  2),  die  wir 
uns  als  unendlich  klein  vorstellen,  ausgeführt  wird,  wächst 
die  Kraft  6  stetig  von  Null  bis  zu  ihrem  vollen  Werte  E 
nach  der  Formel  (1).  Bei  der  Berechnung  der  Gesamt- 
arbeit ist  daher  der  Mittelwert  \E  in  Rechnung  zu  ziehen, 
und  es  ergibt  sich  dai*aus  für  das  Element  dt  nach  ein- 
getretener Verschiebung  der  Energievorrat 

(4)  ^^=1  ED  dt, 

und    daraus    erhält  man  den  Energievorrat  des  ganzen 

Systems 

(5)  T=^{EDdt. 

Hier  haben  @  und  ^  gleiche  Richtung,  und  es  ist  da- 
her, wenn  wir  die  Komponenten  E^^  Ey,  Eg\  Dxi  Dy,  D, 
einführen, 

ED  =  E,D,  +  EyDy  +  E,D,, 

und  folglich 

Biem an n -Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  21 
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(6)  ^  =  M  (^-^*  +  ^y^y  +  ^'^^)  ^^• 

Der  Gleichgewichtszustand  wird  dann  eintreten,  wenn 
diese  Größe  unter  den  gegebenen  Bedingungen  so  klein 
als  möglich  wird,  oder  wenn  für  jede  zulassige  Variation 
d6,  d®  der  Vektoren  @  und  2)  die  erste  Variation 

(7)  Är=0 

ist. 

5.  Wir  nehmen  an,  daß  der  elektrische   Spannungszustand 
auf  ein  endliches  Gebiet  beschränkt  sei,  daß  also  in  un- 
endlicher Entfernung  ein  unelektrischer  Zustand  herrsche. 
Auch  nehmen  wir  die  Unstetigkeiten  des  Feldes  auf  ein 
endliches  Bereich  beschränkt  an.    Dies  drückt  sich  durch 
folgende  Bedingungen  aus. 
Jenseits  einer  Kugel  mit  hinlänglich  großem  Badius  R  sind 
die  Komponenten  Ext  ^yt  ^z  überall  bestimmte  und  stetige  Funk- 
tionen des  Ortes.    Die  Gesamtenergie  des  Feldes  ist,  wenn  wir 
mit  dc3  das  Flächenelement  der  Einheitskugel,  mit  r  den  Badius- 
vektor  bezeichnen,  nach  (1)  und  (6)  der  Ausdruck 


00 


(8)  ^^d<o^e(Ei+El-{-El)r^dr, 

0 

und  wenn  wir  einen  Punkt  mit  der  Ladung  1  auf  einem  Badius - 
vektor  r  ins  Unendliche  verschieben,  so  wird  die  gegen  die  Kraft  @ 
geleistete  Arbeit  durch  das  Integral 


00 


(9)  f 


Erdr 


ausgedrückt.    Wir  nehmen  an,   daß   diese  Integrale  (8)  und  (9) 
endlich  seien.    Diese  Annahme  involviert  die  andere,  daß 

(10)  Um  JJjE;^  =  0,    lim  REy  =  0,    MmRE,  =  0, 

wenn  R  unendlich  wird.    Die  Integrale  (8)  und  (9)  sind  sicher  kon- 
vergent, wenn  sich  eine  positive  Zahl  k  bestimmen  läßt,  so  daß 

(11)  R^'^^E^,    R'^'^Ey,    R^  +  ^E, 

für  jR  =  00  nicht  unendlich  werden,  also  sicher  dann,  wenn 

(12)  R^Ea:,    R^Ey,    R^E, 

nicht  unendlich  werden. 

Die  Voraussetzung,  auf  die  es  wesentlich  ankommt,  ist  die 
Konvergenz   der  Integrale  (8)  und  (9).    Diese  fordert  die  Bela- 
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tionen  (10)  und  wird  von  jeder  der  Bedingungen  (11)  und  (12) 
eingeschlossen. 

Diese  Voraussetzungen  sollen  uns  übrigens  nicht  abhalten, 
gelegentlich  auch  einen  ins  Unendliche  verlaufenden  elektrischen 
Zustand  zu  betrachten,  z.  B.  einen  mit  Elektrizität  geladenen 
unendlichen  Zylinder.  Dann  erfordern  die  letzten  Bedingungen 
gewisse  Modifikationen,  auf  die  wir  in  den  einzelnen  Fällen 
zurückkommen  werden. 

Nach  dieser  Voraussetzung  betrachten  wir  es  als  eine  aus- 
reichende Gleichgewichtsbedingung,  wenn  die  Gleichung  (7)  erfüllt 
ist  für  alle  zulässigen  Variationen  Si^,  55),  die  außerhalb  einer 
ganz  beliebigen  geschlossenen  Fläche  verschwinden. 

§134. 
Das  elektrostatische  Problem. 

um  das  Problem  der  Elektrostatik  allgemein  zu  formulieren, 
nehmen  wir  ein  unendliches  Feld  an,  das  aus  Leitern  und  Nicht- 
leitern bestehen  mag.  ünstetigkeiten  des  Feldes  mögen  in  be- 
liebigen Flächen  vorkommen.  Die  einzelnen  Körper,  aus  denen 
das  System  besteht,  betrachten  wir  als  feststehend.  In  den  Nicht- 
leitern, seien  es  Körper  oder  Flächen,  nehmen  wir  die  wahre 
Elektrizität,  wenigstens  durch  die  hier  in  Betracht  kommenden 
Kräfte,  als  unbeweglich  und  unveränderlich,  also  als  eine  gegebene 
Größe  an.  In  den  Leitern,  wo  die  Elektrizität  vollkommen  leicht 
beweglich  ist,  ist  die  wahre  Elektrizität  veränderlich,  und  nur  die 
in  jedem  einzelnen,  von  den  übrigen  getrennten  Leiter  vorhandene 
Gesamtmenge  ist  als  gegeben  zu  betrachten. 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  daß  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes dT=0  unter  folgenden  Voraussetzungen  erfüllt  ist: 
I.  Im  Innern  eines  jeden  Leiters  ist 

(1)  6  =  0,  5)  =  0. 

IL  6  ist  ein  Potentialvektor,  d.  h.  es  ist  überall 

(2)  curl  6  =  0. 
Wenn  man  also  die  Funktion  (p  durch 

(3)  (p=  —  {Esds 
definiert,  so  ist 

U)  E  —  —  ^     E  —  —^     E  —  —^' 


21 


♦ 
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Das  Integral  (3)  ist,  wenn  der  Integrationsweg  von 
einem  Punkte  außerhalb  der  Kugel  R  anhebt  [§  133,  (5)], 
in  diesem  ganzen  Räume  außerhalb  eine  eindeutige 
Funktion  des  Ortesi  Wenn  der  Integrationsweg  ganz  im 
Unendlichen  verläuft,  so  ist  das  Integral  wegen  der  Vor- 
aussetzung [§  133  (9)]  gleich  Null,  und  daraus  folgt,  daß  9 
im  Unendlichen  einen  bestimmten  Wert  hat.  Wir  können 
also  das  Integral  (3)  auch  im  Unendlichen  anfangen  lassen, 
d.  h.  wir  können  (p  so  definieren,  daß  es  im  Unend- 
lichen verschwindet.  Dies  soll  für  die  Folge  geschehen. 
Setzen  wir  das  Integral  (3)  in  das  Innere  der  Kugel  R 
fort,  so  ändert  sich  (p  stetig,  kann  aber  möglicherweise 
bei  verschiedenen  Integrationswegen  an  einem  und  dem- 
selben Punkte  verschiedene  Werte  erlangen,  also  an  ge- 
wissen Sperrflächen  unstetig  werden  (§  99).  Wir  nehmen 
aber  an 

in.  das  Potential  9  ist  im  ganzen  Felde  stetig,  im  Unend- 
lichen gleich  Null  und  in  jedem  einzelnen  Leiter  konstant. 

IV.  Die  räumliche  Dichtigkeit  der  wahren  Elektrizität 

(5)  div  5)  =  div  ^  =  o 

ist  in  jedem  Punkte  des  Dielektrikums,  also  außerhalb 
der  Leiter  gegeben;  es  genügt  daher  nach  (4)  die  Funktion 
(p  in  dem  ganzen  Räume  außerhalb  der  Leiter  der  par- 
tiellen Differentialgleichung 

^    d(p        ^^  d(p        ^    dq> 

^  ^  dx       ^       dy       *       de  ^ 

worin  q  eine  gegebene  Funktion  des  Ortes  ist. 

V.  An    jeder    mit    Elektrizität     geladenen     nichtleitenden 
Fläche  ist 
(7)  Dt  —  D7  =  6 

eine  gegebene  Funktion  des  Ortes,  was  für  (p  die  Bedin- 
gung gibt: 

VI.  Auf  den  leitenden  Flächen  ist 
(9)  Dt  —D7  =  6 
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nicht  gegeben,  sondern  es  ist  nur  das  über  die  ganze 
Oberfläche  eines  jeden  einzelnen  Leiters  erstreckte  In- 
tegral 

(10)  födo  =  e, 

d.  h.  die  Gesamtladung  des  Leiters  eine  gegebene  Größe. 

Ist  die  Fläche  die  Grenze  eines  räumlich  ausgedehnten  Leiters, 
so  ist,  wenn  die  Normale  v  aus  dem  Leiter  in  den  Nichtleiter 

hinein  positiv  gerechnet  wird,  DV  =  0,  also  Dt  =  <J.  Es  können 
aber  auch  leitende  Flächen  vorkommen,  die  als  unendlich  dünne 
Leiter  (Blech)  zu  betrachten  sind;  dann  gilt  die  Formel  (7). 

Es  ist  nun  nachzuweisen,  daß  unter  diesen  Voraussetzungen 
AT  =  0  ist.    Nach  §  133  (6)  ist 

(11)  T  =  \^{E,D,  +  EyDy  +  E,D,)dz. 
Nach  §  133  (1)  ist  femer 

also  auch  für  die  aj-Komponente 

43rD^  =  £^^,        ^7c8D^  =  b8E^, 
und  folglich 

8{E^D,)  =  E,8D,  +  D^SE,  =  2EJD.. 
Da  Gleiches  für  die  anderen  Komponenten  gilt,  so  erhält  man 

(12)  dI  =  {{EjI)^  +  EydDy  +  E,8Ds)dt. 
Nach  IL  (4)  ist  aber 

und  daher 

äT=  —  f  div(9d3))dr  -\-{ (pdiYS^dt. 

Wenden  wir  nun  auf  den  ersten  Bestandteil  dieses  Aus- 
druckes den  Gauß sehen  Integralsatz  (§95)  an,  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  die  Stetigkeit  von  q> 

(13)  dT={(pd(Dt  —  D7)do-\-{(pdiYÖ^dt, 

und  wenn  also  öq  und  öö  die  Variationen  der  räumlichen  und 
der  Flächendichtigkeit  sind: 
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(14)  dT={(pdödo  ^{(fÖQdt. 

Nun  ist  aber  in  den  Nichtleitern  öq  und  dö  =  0.  In  einem 
Leiter  L  ist  (p  konstant,  und  folglich  ist  für  diesen  Leiter 

und  weil  die  Gesamtmenge  der  wahren  Elektrizität  auf  dem 
Leiter  L  gegeben  ist,  so  ist 

idödo  +\dQdt  =  0, 

auch  dann  noch,  wenn  durch  die  Variation  ö  Elektrizität  von 
der  Oberfläche  des  Leiters  in  das  Innere  gedrungen  sein  sollte. 
Folglich  ist 

(15)  ÖT  =  0, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Die  Funktion  q)  heißt  das  elektrische  Potential  oder  auch 
die  elektrische  Spannung.  Sie  hat  beim  Gleichgewichtszustande 
in  jedem  Leiter  einen  konstanten  Wert. 

§  135- 
Der  Energievorrat  und  die  freie  Ladung. 

Durch  ähnliche  Betrachtungen,  wie  wir  sie  hier  zum  Beweise 
der  Gleichung  ä  T  =  0  durchgeführt  haben ,  läßt  sich  auch  der 
in  einem  elektrostatischen  Systeme  vorhandene  Energievorrat  selbst 
berechnen.    Es  ist  nämlich 

=  —  2     div(95))dr  4-  -  I  9?divS)dr, 

und  wenn  man  wieder  das  erste  dieser  Integrale  durch  den 
Gaußschen  Satz  umformt 

(1)  T  =  lj<)pödo  +  ij<)ppdTr. 

Hieraus  können  wir  schließen,  daß  es  nur  eine  einzige 
Funktion  (p  geben  kann,  die  den  Bedingungen  I.  bis  VI. 
§134  genügt.  Denn  angenommen,  wir  hätten  zwei  solche  Funk- 
tionen 9i,  9?2?  so  würde  ihre  Differenz 
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9?  ==  9?i  —  9?a 

denselben  Bedingungen  mit  9  =  0  im  ganzen  Felde,  mit  ö  =  0 
an  den  nichtleitenden  Flächen  und  mit  e  =  0  an  den  leitenden 
iFlächen  genügen.  Für  dieses  tp  würde  sich  daher  T  =  0  ergeben 
[nach  (1)],  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  Ex^  Ey^  E,  verschwinden, 
also  q)  konstant,  und  da  es  nach  §  134,  III.  im  Unendlichen  ver- 
schwinden soll,  gleich  Null  ist. 

Als  KoroUar  aus  der  hiermit  bewiesenen  Eindeutigkeit  des 
elektrostatischen  Problems  ergibt  sich  die  folgende  Anwendung. 
Nehmen  wir  die  Aufgabe  für  irgend  ein  gegebenes  System  von 
Leitern  und  Nichtleitern  als  gelöst  an,  und  stellen  nun  in  einem 
der  räumlich  ausgedehnten  Leiter,  in  dem  also  q)  konstant  ist, 
einen  Hohlraum  her,  den  wir  durch  einen  Nichtleiter,  aber  ohne 
elektrische  Ladung,  ersetzen,  so  bleiben  auch  für  dies  neue 
System  alle  Bedingungen  befriedigt,  wenn  wir  der  Funktion  q)  in 
diesem  Hohlraum  denselben  konstanten  Wert  lassen,  und  es  er- 
gibt sich  also,  daß  dieser  Hohlraum  gar  keinen  Einfluß  auf  die 
elektrische  Verteilung  ausüben  kann.  Ob  also  ein  Konduktor  hohl 
oder  mit  leitender  Masse  irgendwelcher  Art  ausgefüllt  ist,  ist  für 
die  elektrische  Verteilung  im  System  gleichgültig. 

Wenden  wir  den  Satz  §  104  (8)  auf  die  Funktion  97  an,  so 
ergibt  sich,  da  9?  stetig,  also  i]  =  0  ist, 

(2)  ^=|?!l£+|?!i_», 

worin  r  die  Entfernung  der  Elemente  dt  und  do  von  dem  Punkte, 
auf  den  sich  9?  bezieht,  bedeutet,  und 

^TtQ*  =  —  ^(f  ==  div  6 


*'"=-m+{W=^' 


E-' 


V 


Nach  (2)  ist  also  q)  das  Newtonsche  Potential  von  Massen, 
die  mit  der  Dichtigkeit  q*  und  ö*  in  den  Elementen  dt  und  do 
lagern.  Man  nennt  diese  Größen  die  Dichtigkeiten  der  freien 
Elektrizität  im  Raumelement  dt  und  im  Flächenelement  do. 
Zwischen  den  Dichtigkeiten  der  freien  und  der  wahren  Elektrizität 
besteht  nach  §  133  (1),  (2),  (3)  der  Zusammenhang 

und  in  einem  homogenen  Medium  also 
(5)  Q  =  eg*. 
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An  der  Oberfläche  eines  Leiters  ist 
(6)  -  ö  z=  sö*. 

Diese  Formel  aber  gilt  an  einer  nichtleitenden  Fläche  nur, 
wenn  e  zu  beiden  Seiten  denselben  Wert  hat;  sonst  kann  man 
setzen : 

^  ^  ^^  +  ^"  ^.    .   (^^  +  E7)(s^  -  e-) 
2  "^  8jr 

Ist  die  mit  Elektrizität  beladene  Fläche  die  Grenze  zwischen 
einem  Leiter  und  dem  Dielektrikum,  so  ist,  wenn  der  Leiter  auf 
der  Seite  der  negativen  v  liegt,  (d(p/dv)—  =  0,  und  man  erhält 


*'-=-(ijy=^- 


und  folglich  ist  auch  in  diesem  Falle 

worin  s  die  Dielektrizitätskonstante  des  Dielektrikums  ist. 

Wenn  wir  in  der  Folge  von  der  Dichtigkeit  der  Elektrizität 
schlechtweg  reden,  so  soll  darunter  die  wahre  Elektrizität  ver- 
standen werden  1). 

Bezeichnet  man  mit  B  die  Entfernung  eines  variablen  Punktes 
von  einem  festen  Punkte,  etwa  dem  Koordinatenanfangspunkte, 
so  ergibt  sich  aus  (2)  für  ein  unendlich  großes  B: 

(7)  ]imB(p  =  {Q*dt  +  fö*do, 

und  die  rechte  Seite  dieses  Ausdruckes  ist  die  gesamte  Menge  der 
im  Felde  vorhandenen  freien  Elektrizität  e*.  Es  ist  also  in  großer 
Entfernung  näherungsweise 

(^)  ^  =  B 


§  136. 

Das  Coulombsche  Gesetz. 

Um  von  den  Ergebnissen  der  letzten  Betrachtungen  eine 
Anwendung  zu  machen,  nehmen  wir  an,  in  einem  homogenen 
unelektrischen  Dielektrikum  seien  zwei  Leiter   mit  den  wahren 


0  Auf  die  Notwendigkeit  der  Unterscheidung  zwischen  wahrer  und  freier 
Elektrizität  hat  Hertz  aufmerksam  gemacht:  „Über  die  Grundgleichungen 
der  Elektrodynamik  für  ruhende  Körper." 


§  136. 


Das  Coulombsche  Gesetz. 
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und  freien  Ladungen  e^^  e^^  e*,  e\^  eingebettet;  q  und  9*  sind  =  0 
zu  setzen.    Wenn   dann   q)i  und  (p^   die   konstanten   Werte   der 


Fig.  52. 


Funktion  9?  in  den  beiden  Leitern  sind, 
so  ergibt  sich  aus  §  135  (1): 

(1)  2T=  91^1  +  92«2. 

Bezeichnen  wir  mit  r^  die  Ent- 
fernung irgend  eines  inneren  Punktes 
des  ersten  Leiters  von  dem  Oberflächen- 
element doi  desselben  Leiters  und  mit 
rj  3  die  Entfernung  desselben  Punktes  von  dem  Oberflächenelement 
doj  des  zweiten  Leiters,  so  ist  nach  §  135  (2) 


9^1  =  ^>ll  + 


öldoc 


In 


9^1 


föjdoi 


föidoi 
J     ^1 


r  6\  do 


2 


und  ebenso  ergibt  sich: 

f  ö*i  do^  f 

92   =   9^22   +       —: ?        922  = 

J       ^21  J        '2 

Bedeuten  also  JfJi,  B^  zwei  mittlere  Werte  von  r^^  und  r^i, 
so  folgt 

9^1  =  9ii  +  ^1     9^2  =  922  +  ;^- 

Wenn  nun  angenommen  wird,  daß  die  Dimensionen  der  beiden 
Leiter  im  Vergleich  mit  ihren  gegenseitigen  Entfernungen  unend- 
lich klein  sind,  so  können  wir  jRj  =  JfJa  =  i?  setzen,  und  unter  R 
die  Entfernung  der  beiden  Leiter  verstehen.  Dann  wird  aber 
nach  (1) 

^1  ^2    I    ^2  ^1 


2  T=  9?iiei  +  9?2262  + 


H 


(2) 


rp 9ll^l    ~T     92  2^2      I       ^^1  ^2 

^- 2 +~R~' 

y  1 1  ^1  ~r  y  g  2  ^2  1  ^1  ^2 

~"  2  ^    £i?' 


worin  «  die  Dielektrizitätskonstante  des  Dielektrikums  ist. 

Wenn  nun  die  beiden  Leiter  um  ein  unendlich  kleines  SB 
voneinander  entfernt  werden,  ohne  daß  die  Ladung  geändert  wird, 
so  bleiben  9?ii,  tp^^  ungeändert,  und  es  ergibt  sich: 


(3) 


8T=  -'^^8B  =  -  s'^  8B, 
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und  dies  ist  die  Arbeit,  die  bei  der  Verschiebung  dB  zti  leisten 
ist.  Die  beiden  Leiter  üben  also  eine  Kraft  aufeinander  aus, 
deren  Größe 

ist,  die  die  Richtung  der  Verbindungslinie  B  hat,  und  die  bei 
gleichem  Vorzeichen  von  e^^  e^  eine  Abstoßung  ist.  Dies  ist  das 
Coulombsche  Gesetz. 

Zu  demselben  Resultat  kommt  man  auch,  wenn  man  die 
beiden    aufeinander  wirkenden  Körper  als  Nichtleiter  annimmt. 

Im  leeren  Räume  (und  in  der  Luft  nahezu)  wird  «  =  1  ge- 
setzt. Dann  ist  nach  (4)  als  Einheit  die  Elektrizitätsmenge  an- 
genommen, die  in  der  Einheit  der  Entfernung  im  leeren  Räume 
auf  die  ihr  gleiche  Menge  die  Einheit  der  Kraft  ausübt.  Dies 
ist  die  elektrostatische  Einheit  der  Elektrizität. 

Um  die  Dimensionen  anzugeben,  in  denen  eine  Größe  ge- 
messen wird,  bedienen  wir  uns  der  üblichen  Bezeichnung: 

Das  Zeichen 

bedeutet,  daß  eine  Größe  Ä  von  der  Dimension  /i  in  bezug  auf 
die  Masse,  k  in  bezug  auf  die  Länge  und  t  in  bezug  auf  die 
Zeit  ist.  Dabei  können  die  Exponenten  fc,  A,  r  positiv  oder 
negativ,  ganz  oder  gebrochen  oder  auch  =  0  sein.  Sind  sie 
alle  drei  =  0,  so  hat  Ä  gar  keine  Dimensionen,  d.  h.  es  ist  eine 
Zahl.  Als  Einheiten  für  Länge,  Zeit  und  Masse  wendet  man  in 
der  Physik  jetzt  gewöhnlich  das  Centimeter,  die  Sekunde  und 
das  Gramm  an. 

Die  Energie  T,  die  durch  eine  lebendige  Kraft  gemessen 
werden  kann,  hat  die  Dimension 

Das  Volumenelement  dt  hat  die  Dimension  [J^],  und  folglich 
ergibt  die  Gleichung  §  133  (4)  oder  (5): 

Bei  der  Art  der  Einführung  von  2)  könnte  man  daran  denken, 
-D  als  eine  Länge  zu  definieren.  Da  aber  die  Erklärung  von  5) 
als  einer  Länge  doch  nur  hypothetisch  und  der  direkten  Beob- 
achtung nicht  zugänglich  ist,  so  nehmen  wir,  wie  es  üblich  ist, 
6  als  reine  Zahl  an,  die  für  den  leeren  Raum  =  1  gesetzt  wird. 
Dann  erhalten  wir  (im  elektrostatischen  Maßsysteme) 
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[D]  =  [E]  =  [m'iH- '' r% 
für  das  Potential  [§  134  (3)] 

für  die  Elektrizitätsmenge  [wahre  und  freie  nach  (5),  (6),  (8)] 

§  137. 
Die  Kontaktelektrizität. 

Wir  haben  bisher  eine  Erscheinung  aus  dem  Gebiete  der 
Elektrizität  außer  acht  gelassen,  die  von  großer  Wichtigkeit  ist, 
und  über  die  wir  uns  hier  noch  Rechenschaft  geben  müssen.  Die 
Erfahrung  zeigt,  daß  durch  die  bloße  Berührung  zweier  ver- 
schiedenartiger Leiter,  z.  B.  Zink  und  Kupfer,  auch  ohne  Zufuhr 
von  Elektrizität  in  der  Umgebung  ein  Spannungszustand  entsteht 

Die  Bedingungen  für  diese  Erscheinung  ergeben  sich  aus  der 
Annahme,  daß  in  der  Trennungsfläche  eine  besondere,  nur  von 
der  Natur  der  beiden  Leiter  abhängige  Kraft  wirkt,  so  daß  zur 
Durchdringung  der  Fläche  mittels  des  Verschiebungsvektors  3) 
ein  besonderer  Arbeitsaufwand  nötig  ist. 

Ist  do  ein  Element  der  Berührungsfläche  0  zweier  Leiter  J., 
B  und  n  die  von  Ä  nach  B  gerichtete  Normale  auf  do,  so  ist 
zur  Verschiebung  öDn  in  der  Richtung  von  n  ein  Arbeitsaufwand 
von  der  Größe  (Ä^  B)8Dndo  erforderlich,  wenn  (^,  B)  eine  von 
der  Natur  der  beiden  Leiter  abhängige  Konstante  ist,  die  die 
Spannungsdifferenz  oder  die  elektrische  Differenz  von  A 
und  B  heißt. 

Man  kann  also  das  Flächenelement  do  als  Sitz  einer  Kraft 
ansehen,  deren  Intensität  (-4,  B)do  ist,  und  die  bei  positivem 
(^,  B)  von  B  nach  A  gerichtet  ist,  und  aus  der  Bedeutung  des 
Zeichens  {A^  B)  ergibt  sich: 

{A,  B)  =  -  (B,  A). 

Der  Verschiebung  dDn  entspricht  also  ein  Energiezuwachs 
von  der  Größe  (A^  B)8Dndo^  und  der  Ausdruck  für  die  Varia- 
tion der  Energie  [§  134  (12)]  erhält  daher  folgende  Ergänzung 

(1)  8T=[{EJD^  +  EySDy  +  E,8D,)dt 

-\-{A,B)^8Dndo, 
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worin  sich  die  Integration  nach  do  auf  die  Berührungsfläche  von 
Ä  und  B  erstreckt 

Wenn  nun  alle  anderen  Bedingungen  wie  in  §  134  bestehen 
bleiben,  nur  die  Stetigkeit  der  Funktion  9?  an  der  Fläche  0  noch 
dahingestellt  bleibt,  so  ergibt  sich  durch  Anwendung  der  Formel 
§  134  (13),  wenn  wir  die  beiden  Seiten  der  Fläche  0  als  Grenz- 
flächen im  Felde  ansehen,  und  mit  (pa  und  (pb  die  Werte  von  (p 
auf  beiden  Seiten  dieser  Fläche  bezeichnen: 

(2)  dT={((pb  —  (pa)SDndo  +  (A,  B){dDndo. 

Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  muß  dieser  Ausdruck  für 
beliebige  dDn  verschwinden  und  daraus  ergibt  sich: 

(3)  (pa  —  <pt  =  (A,B). 

Die  Funktion  9?  muß  also  beim  Übergange  von  B  nach  A 
eine  konstante  Diskontinuität  von  der  Größe  der  Spannungs- 
differenz (-4,  B)  erleiden.  Im  übrigen  bleiben  die  Bedingungen, 
die  wir  in  §134  aufgestellt  haben,  ungeändert 

Die  Funktion  (p  hat  somit  in  jedem  der  beiden  Leiter  einen 
konstanten  Wert,  aber  diese  Konstanten  sind  in  den  beiden  Kör- 
pern verschieden. 

Ist  ein  solcher  zusammengesetzter  Leiter  von  einem  Nicht- 
leiter, etwa  von  der  Luft,  umgeben,  so  hat  die  Funktion  9  für 
den  Außenraum  der  Bedingung  zu  genügen,  daß  sie  an  den  freien 
Oberflächen  von  A  und  B  je  einen  konstanten  Wert  erhält. 
Diese  Funktion,  und  damit  der  Spannungszustand,  ist  also  nicht 
von  der  Gestalt  der  Berührungsfläche  selbst,  sondern  nur  von 
der  Grenzlinie  zwischen  beiden  Leitern  an  der  Oberfläche  ab- 
hängig. 

Wendet  man  die  Formel  §  105  (8)  an,  so  ergibt  sich,  wie  in 
§135(2): 


r  r  r       i 


(4)  9  = 


Q*dt    , 

■~l r 


ö*do    . 


8^ 

dn 


wenn 

(5)  —  4:711]*  =  (p^  —  (Pj,  =  (A,  B) 

gesetzt  wird,  und  die  letzte  Integration  auf  die  ganze  Berührungs- 
fläche zu  erstrecken  ist.  Daraus  ergibt  sich,  daß  der  von  der 
Berührungsfläche  herrührende  Bestandteil  von  9?,  nämlich 
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T 

'     dn 


(6)  0  = 

J 

als  das  Newtonsche  Potential  einer  über  diese  Fläche 
ausgebreiteten  elektrischen  Doppelschicht  von  der  Flächen- 
dichtigkeit rf  angesehen  werden  kann  Y\&  53 

(§100); 

In  der  Fig.  53  ist  -4  als  Zink, 
jB  als  Kupfer  angenommen,  wobei 
(4,  jB)  >  Oy-  also  die  Kraft  K  vom 
Kupfer  zum  Zink  gerichtet  ist,  wäh- 
rend die  positive  Normale  vom  Zink 
zum  Kupfer  geht.  In  der  Doppel- 
schicht ist  die  positive  Dichtigkeit  auf 
der  Seite  der  negativen  n,  also  auf  der  Zinkseite  anzunehmen. 

Betrachten  wir  einen  aus  mehreren  Stoffen,  etwa  A^  jß,  C, 
gebildeten  Leiter,  in  dem  die  Elektrizität  im  Gleichgewicht  ist, 
so  hat  in  jedem  Teile  dieses  Leiters  das  Potential  9?  einen  kon- 
stanten Wert.  Legen  wir  in  dem  Leiter  eine  in  sich  zurück- 
laufende Linie,  die  der  Reihe  nach  durch  die  Berührungsflächen 
von  A  und  £,  von  B  und  G  und  von  C  und  A  führt,  so  hat  9? 
nacheinander  die  sprungweisen  Änderungen  (^,  B\  (B^  Cy(C,  A) 
erfahren,  und  da  es  am  Ende  wieder  zu  seinem  Ausgangswerte 
zurückgelangt  sein  muß,  so  folgt  die  Relation 

(7)  {A,  B)  +  (5,  O  4-  (C,  Ä)  =  0, 

die  unter  dem  Namen  des  Spannungsgesetzes  bekannt  ist. 

Ist  dieses  Gesetz  nicht  erfüllt,  so  ist  zwischen  den  drei  Leitern 
überhaupt  kein  elektrisches  Gleichgewicht  möglich.  Man  unter- 
scheidet hiemach  Leiter  erster  Klasse,  die  dem  Spannungs- 
gesetze gehorchen,  zu  denen  in  erster  Linie  die  Metalle  gehören, 
und  Leiter  zweiter  Klasse,  die,  wenn  sie  mit  Leitern  erster  Klasse 
verbunden  sind,  diesem  Gesetze  nicht  gehorchen.  Diese  Körper 
sind  immer  chemisch  zusammengesetzt,  und  die  Leitung  beruht 
bei  ihnen  auf  einem  chemischen  Vorgänge,  wie  wir  weiterhin  noch 
sehen  werden. 

In  ähnlicher  Weise  würde  das  elektrostatische  Problem  zu 
formulieren  sein,  wenn  an  Stelle  der  Kontaktkraft  eine  stetig 
durch  den  Leiter  verteilte  gegebene  feste  elektrische  Kraft  6'  tätig 
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wäre,  wie  sie  bei  inhomogenen  Leitern  auftreten  kann.    Es  tritt 
dann  an  Stelle  der  Relationen  (3)  die  folgende 

(8)  {(EJI):,-\-EydBy-}-E.dD,)dT 

+  UeLSD^  +  EidDy  +  EidD.)  dt  =  0, 
und  diese  Bedingung  ist  befriedigt,  wenn 

^'^  -   di   -  -  ^'^ 

E.  =  -^^  =  -E-„ 

dz 
gesetzt   wird.     Dies  ist   aber    nur  möglich,    wenn   das   Integral 

E'sds  über  jede  im  Leiter  geschlossene  Kurve  gleich  Null  ist, 


\ 


wenn  also  der  curl  von  @'  verschwindet  und  ©'  ein  einwertiges 
Potential  hat.     Setzen  wir 

dx         ^        oy  dz 

so  müssen  wir  il>  als  eine  gegebene  Funktion  des  Ortes  ansehen, 
und  das  Potential  9?  ist  für  das  umgebende  Dielektrikum  durch 
die  Bedingung  ^9?  =  0  und  durch  die  Grenzbedingung  be- 
stimmt, daß  an  der  Oberfläche  9  =  ^  -|-  const.  sein  soll.  Die 
Konstante,  die  hierbei  auftritt,  wird  durch  die  dem  Leiter  mit- 
geteilte Elektrizitätsmenge  bestimmt. 


Sechzehnter   Abschnitt. 

Probleme  der  Elektrostatik, 


§  138. 
Influenz  eines   elektrischen  Punktes. 

Wenn  in  einem  elektrostatischen  System  einer  der  leitenden 
Körper  unendlich  ausgedehnt  ist,  und  im  Unendlichen  keine  freie 
Elektrizität  vorhanden  ist,  so  muß  in  diesem  ganzen  Leiter  das 
Potential  =  0  sein.  Wir  können  diese  Voraussetzung  näherungs- 
weise realisieren,  wenn  wir  in  einem  endlichen  System  einen  der 
Leiter  durch  einen  leitenden  Draht  mit  der  Erde  in  Verbindung 
setzen.  Wir  können  dann,  wenn  wir  den  leitenden  Draht  hin- 
länglich dünn  und  das  System  in  genügender  Entfernung  von 
der  Erdoberfläche  annehmen,  auch  wieder  von  dem  Einfluß  dieser 
beiden  absehen,  und  es  ist  also  eine  mit  wirklich  vorkommenden 
Verhältnissen  vereinbare  Voraussetzung,  wenn  wir  annehmen,  daß 
in  einem  elektrostatischen  System  das  Potential  in  einem  der 
vorkommenden  Leiter  auf  Null  gehalten  werde.  Ein  solcher 
Leiter  mag  der  Kürze  wegen  zur  Erde  abgeleitet  heißen. 
Dieser  Leiter  mit  der  Spannung  Null  ist  darum  nicht  frei  von 
elektrischer  Ladung.  Die  auf  ihm  angehäufte  Elektrizität  heißt 
durch  Influenz  der  sonstigen  im  System  vorkommenden 
Elektrizität  erregt  oder  induziert. 

Betrachten  wir  im  leeren  Räume  oder  in  der  Luft,  so  daß 
der  Unterschied  zwischen  wahrer  und  freier  Elektrizität  ver- 
schwindet, einen  einzelnen  zur  Erde  abgeleiteten  Konduktor  und 
einen  mit  der  Elektrizitätsmenge  —  1  geladenen  Punkt  p ,  so 
genügt  das  Potential  q)  dieses  Systems  in  dem  Raumteil  r,  der 
den  Punkt  p  enthält,  der  Differentialgleichung  z/g?  =  0  und  ist 
an  der  Oberfläche  des  Leiters  gleich  Null.    Im  Punkt  p  wird  (p 


1 
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unendlich  wie  —  1/r  und  ist  also  nach  §  103,  (1)  bis  (4)  nichts 
anderes  als  die  Greensche  Funktion  des  Baumes  1 1). 

Der  elektrische  Punkt  kann  außerhalb  oder,  wenn  der  Kon- 
duktor hohl  gedacht  wird,  auch  innerhalb  liegen.  Aus  der  Funk- 
tion q)  läßt  sich  dann  die  Dichtigkeit  a  der  Elektrizität  an  der 
Oberfläche  des  Leiters  nach  der  Formel  §  124  (8)  finden: 

m  If  =  -  *". 

wenn  v  die  aus  dem  Leiter  in  den   Raum  r  gezogene  Normale 
bedeutet. 

Das   über   die   Oberfläche   des   Leiters   genommene   Integral 

ödo  ist  die  gesamte  Elektrizitätsmenge,  die  auf  dem  Leiter  auf- 
gehäuft ist.    Diese  ist  also  nach  §  102  (13) 

4t7t  j  dv 

Daraus  folgt,  daß  eine  in  einem  Punkte  konzentrierte  Elek- 
trizitätsmenge in  einem  zur  Erde  abgeleiteten  Konduktor  die 
gleiche  und  entgegengesetzte  Menge  aus  der  Erde  aufsaugt. 

§  139. 

Elektrizitätsverteilung  auf  konzentrischen  Kugel- 
flächen. 

Betrachten  wir  als  erstes  Beispiel  ein  System  von  zwei  kon- 
zentrischen Kugelflächen  mit  den  Radien  a,  6,  auf  denen  die  kon- 
stanten Potentialwerte  -4,  B  herrschen,  so  wird  g)  eine  Funktion 
des  Abstandes  r  vom  Kugelmittelpunkt,  die  der  Differential- 
gleichung 

d^rq)  

genügt  (§  112),  und  die  daher  den  allgemeinen  Ausdruck 

I    ^ 

hat,  wenn  m  und  n  Konstanten  sind.    Diese  Konstanten  haben 
verschiedenen    Wert   in   dem    schalenförmigen    Baume    zwischen 

^)  In  dieser  Weise  ist  in  der  AbhandluD^  von  Green  (Grelles 
Joum.  Bd.  39,  auch  in  Ostwalds  Klassikern,  Nr. 61)  diese  Funktion  zuerst 
eingeführt. 


J.  =  W+-,      B  =  m  -{-  -ry 
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den  beiden  Kugeln,  wo  das  Potential  mit  q)i  bezeichnet  sei,  und 
in  dem  äußeren  Räume,  wo  es  (p^  sei. 

Für  (pi  haben  wir  die  beiden  Bedingungen: 

a 
und  für  9)3: 

w  =  0,         n  =  Bb. 
Wir  erhalten  daraus 

Bb(r  —  a)  +  Aa{b  —  r) 
^^—  r{b  -  a) 

Bb 

Die  Dichtigkeiten  Ö1  und  ö^    auf    beiden   Kugelflächen   be- 
stimmen sich  aus 

,„.  _/89A  _i(B-Ä) 

A*«   -t^  —  ^\      —        «(^  — ^ 
—  4Äöj_^g^         8rA=~".    6(6  — a) 

Die  Gesamtmengen  e^,  e^  sind  4}r0ia2,  49r0g&^,  also 


—  _  a(S  —  Ä)  _  B 
_  -        ^. 


_       a6(^-^) 
^'—  h  —  a     ' 

Hieraus  sind,  wenn  e^  und  ^2   gegeben   sind,    A  und  JB  zu 

bestimmen.    Nehmen  wir  aber  an,  eine  der  beiden  Kugelflächen, 

etwa  die  äußere,  sei  zur  Erde  abgeleitet,  so  ist  jB  =  0  zu  setzen, 

und  es  ergibt  sich: 

ab  A 

«1  -  -  ^2  —  j-^:-^, 

also,  wenn  wir  ßi  =  —  63  =  w*  setzen. 


9^1  =  ^*  (f  -  ft)'     9>2  =  0, 


und  hierin  bedeutet  also  iw*  die  auf  der  inneren  Kugelfläche 
aufgehäufte  Menge  freier  Elektrizität.  Ist  a  die  Dielejjtrizitäts- 
konstante  der  schalenförmigen  Schicht,  so  ist  m  =  em*  die 
wahre  Elektrizitätsmenge,  die  auf  der  inneren  Fläche  gelagert 
ist,  während  auf  der  äußeren  die  Menge  —  m  verteilt  ist. 

Bie  mann -Web  er,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  AufL  22 
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Denken  wir  uns  Ä  auf  einer  bestimmten  Höhe  gehalten, 
etwa  indem  die  innere  Kugel  mit  einer  Elektrizitatsquelle  yon 
konstantem  Potential  in  Verbindung  gesetzt  ist,  so  wird  die  aus 
der  Erde  angesaugte  Elektrizitätsmenge  ei  um  so  größer  sein, 
je  kleiner  b  —  a,  d.  h.  je  dünner  die  nichtleitende  Schicht 
zwischen  beiden  Kugeln  ist,  und  wird  mit  abnehmender  Dicke 
über  alle  Grenzen  wachsen.  Dies  ist  das  Prinzip  des  Konden- 
sators. 

§140. 
Verteilung  der  Elektrizität  auf  einem  Ellipsoid. 

Wenn  man  die  Verteilung  einer  einem  Leiter  mitgeteilten 
Elektrizitätsmenge  auf  seiner  Oberfläche  ermitteln  will,  bei  der 
keine  äußeren  Einflüsse  in  Betracht  kommen,  so  hat  man  eine 
solche  Massenverteilung  auf  der  Oberfläche  aufzusuchen,  bei  der 
das  Newtonsche  Potential  im  Innern  konstant  wird. 

Diese  findet  man,  wenn  man  die  Differentialgleichung ^^  =  0 
für  den  äußeren  Raum  unter  der  Voraussetzung  integrieren  kann, 
daß  if  an  der  Oberfläche  einen  konstanten  Wert  £^  hat,  während 
die  allgemeinen  Stetigkeitsbedingungen  und  die  Bedingungen  im 
Unendlichen,  denen  jedes  Potential  endlicher  Massen  genügt,  er- 
füllt sind. 

Für  eine  EUipsoidfläche  mit  den  Halbachsen  a,  6,  c  haben 
wir  schon  früher  (§  114)  diese  Aufgabe  gelöst.  Es  hat  sich  dort 
gezeigt,  daß  eine  mit  der  Flächendichtigkeit 

(l)  ö  = 


^^abc\/^  +  yl  +  ?l 


auf  der  EUipsoidfläche  verteilte  Masse  m  im  Innern  des  EUip- 
soides  ein  konstantes  Potential  hat,  und  durch  die  Formel  (1) 
ist  also  für  diesen  Fall  das  elektrostatische  Problem  gelöst. 

Als  Grenzfall  können  wir  daraus  die  Verteilung  der  Elek- 
trizität auf  einer  elliptischen  Scheibe  ableiten,  wenn  wir  c  in 
Null  übergehen  lassen.  Da  hierbei  gleichzeitig  ^  unendlich  klein 
wird,  so  müssen  wir  zunächst  z  mit  Hilfe  der  Gleichung  der 
Fläche  eliminieren.    Wir  setzen  also  (1)  in  die  Form: 

m 


ö  = 


-"' f  -  so -:4)-f:  ('-?)' 
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und  dies  gibt  für  c  =  0: 


m 

ö  = 


4.nal  l/i_^'_y! 


Da  nun  hier  aber  auf  beiden  Seiten  der  Scheibe  die  näm- 
liche Massenverteilung  stattfindet,  so  ist  dieser  Ausdruck  zu 
verdoppeln,  wenn  wir  unter  Dichtigkeit  die  auf  der  Flächen- 
einheit der  Scheibe  angehäufte  Elektrizitätsmenge  verstehen 
wollen,  und  so  ergibt  sich  für  die  elliptische  Scheibe: 

(2)  (5=         ,  ^ 

und     speziell    für     die    Kreisscheibe,     wenn    wir    a  =  6    und 

yx2  -{'  y^  :=^  r  setzen, 

m 


(3)  6  = , 

2;raya2  —  r^ 

Man  sieht,  daß  am  Rande  der  Scheibe  die  Dichtigkeit  un- 
endlich groß  ist,  während  doch  die  Gesamtmasse  endlich  bleibt. 

§141. 
Andere  Behandlung  der  Kreisscheibe. 

m 

Das  Problem  der  Verteilung  der  statischen  Elektrizität  auf 
einer  ebenen  leitenden  Fläche  läßt  sich  noch  auf  eine  andere 
Art  angreifen,  die  wegen  des  Ausdrucks  bemerkenswert  ist,  den 
sie  für  das  Potential  liefert. 

Legen  wir  die  leitende  Fläche  8  in  die  ;ry-Ebene,  so  wird 
wegen  der  Symmetrie  die  Funktion  tp  eine  gerade  Funktion 
von  IS  sein,  und  es  genügt  dann,  wenn  (p  für  positive  Werte 
von  z  bekannt  ist.  Es  muß  aber  9?  für  z  =  0  der  Bedingung 
genügen 

,,.  —5  =  0  außerhalb  & 

(1)  dz 

(p  =  const.  innerhalb  S. 

Ist  q)  bekannt,  so  erhält  man  für  die  Dichtigkeit  6  der  Elek- 
trizität auf  der  Fläche  S 

und  die  Konstante  der  zweiten  Gleichung  (1)  wird  aus  der  Ge- 
samtmenge   der    der  Fläche    mitgeteilten   Elektrizität  bestimmt 

22* 
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Außerdem  haben  wir  noch  für  (p  die  partielle  Differential- 
gleichung: 

(3)  ^^-ä^  +  ä^+g^-^' 

und  im  unendlichen  muß  g?  verschwinden. 

Ein  partikulares  Integral  von  (3),  das  der  letzten  Bedingung 
genügt,  ist 

(4)  (p  =  e-^'O^ 

worin  a  eine  positive  Konstante  und  O  eine  Funktion  von  x^  y 
allein  ist,  die  der  Differentialgleichung 

(5)  ??  +  ^  +  «'^  =  0 

genügt.  Nehmen  wir  irgend  eine  Lösung  Q  (ar,  y,  a)  der  Glei- 
chung (5),  die  außer  von  x^  y  auch  noch  von  a  abhängt,  so 
können  wir,  wenn  wir  mit  /  (a)  eine  willkürliche  Funktion  von  a 
bezeichnen,  aus  (4)  ein  allgemeines  Integral  ableiten 

(p  =z  €r^'f{a)0{x,y,a\ 

und  wir  können  auch  eine  Summe  solcher  partikularen  Integrale 
bilden.  Dies  führt,  wenn  wir  noch  mit  einer  Konstanten  da  multi- 
plizieren und  die  Summe  für  alle  zulässigen,  d.  h.  für  alle  posi- 
tiven a  nehmen,  zu  dem  Ausdruck 

er- 

(6)  9^  =     e-'*'f{(x)0(x,y^ci)da, 

0 

Um  nun  den  Bedingungen  (1)  zu  genügen,  hätte  man   die 
Funktion  /*(«)  so  zu  bestimmen,  daß 


00 


1 


ocf(oc)0(x^y^oc)  da  =  0  außerhalb  S, 

(7) 

00 

1  f(a)0(x^y^a)  da  =  const.     innerhalb  S. 
ü 
Im  allgemeinen  haben  wir  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  kein 
Hilfsmittel;  wohl   aber  gelingt  die  Bestimmung  von  f(a)  leicht, 
wenn  S  eine  Kreisfläche  ist. 

Wenn  wir  dann  in  der  o?  «/-Ebene  Polarkoordinaten  ein- 
führen, deren  Pol  der  Mittelpunkt  der  Kreisfläche  S  mit  dem 
Radius  a  ist,  indem  wir 
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X  -=  Y  COS  -9",  y  =  r  sin  -ö" 

setzen,  so  wird  ^>  und  O  nur  von  r  abhängig  sein,  und  die  Diffe- 
rentialgleichung (5)  geht  in  folgende  über  (§  44): 

Diese  Gleichung  hat,  von  einem  konstanten  Faktor  abgesehen, 
nur  ein  Integral,  das  für  r=0  endlich  bleibt,  nämlich  die 
Besselsche  Funktion  «/(ar),  und  wir  erhalten  also 


00 


(9)  qp  =  f  e-«Y(«)^(«^)  d«? 

0 

während  die  Bedingungen  (7)  ergeben: 


00 


I  a  /*(«)  J{ot.r)  da  =  0  ^  >  a, 

(10) 


I 

0 


/"(«)  «/(ar)  da  =  const.      r  <C  a. 


und  nach  (2): 

00 

(11)  I  a/*(a)  «/(ar)  da  =  2:r<J      r  <C  a. 

0 

Hier  geben  uns  nun  die  bestimmten  Integrale,   die  wir  im 

achten  Abschnitt  für  die  Besselsche  Funktion  abgeleitet  haben, 

sehr  einfach  die  Bestimmung  von  /"(«). 

Wenn  wir  nämlich 

j,,  .        m  sinaa 

'  ^  ^        a      Ol, 
setzen,  so  erhalten  wir  nach  §  82  (3) 


CO 


(12)  j  /^(a)  J(ar)  rf«  =  ~  f  r  <  a, 


und  nach  §  81  (6)  und  (7): 


m  ,    a 

=  -—  arc  sm  —       r  >>  a, 
a  r 


00 


1 


a/*(a)  «/(ar)  da  =  0  ^  >  «? 


0 


a  ^a^  —  r2 


^  <  a; 
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es  sind  also  die  Bedingungen  (10)  erfüllt,  und  für  die  Dichtig- 
keit ergibt  sich  aus  (11): 

(13)  a=  - 


2jrayaä  —  r2 
Bildet  man  das  Integral 


f    /7     —  JÜL  (  {  — 
]^    ^~  2na]]   yä 


a  2;r 

m    C  C    rdrdd^ 

===  =  m. 


2  f2 

0   0 


SO  ergibt  sich,  daß  m  die  gesamte  auf  der  Fläche  verteilte  Elek- 
trizitätsmenge ist.  Für  das  Potential  tp  erhält  man  aber  hier 
für  positive  Werte  von  ^  den  Ausdruck: 


00 


/1  i\  ^  r      ...  sinaa  -,-.     n  j    ,n 

(14)  "^  =  "^  J  ^         ä~  ^("^^  ^"  ^- 


0 


§142. 
Kontaktelektrizität. 

Wir  betrachten  noch  ein  Beispiel  für  die  Bestimmung  eines 
durch  Kontakt  hervorgerufenen  Spannungszustandes. 

Es  möge  eine  Kugel  vom  Radius  c  aus  zwei  Halbkugeln 
von  verschiedenen  Metallen  Ä^  B^  etwa  Zink  und  Kupfer,  zu- 
sammengesetzt sein. 

Wenn   wir  unter  a  und  h  die  konstanten  W^erte  des  elek- 
trischen Potentials  9  in  den  beiden  metallischen  Halbkugeln  ver- 
stehen, so  ist 
(1)  a-h  =  {A,  B), 

d.  h.  gleich  der  als  bekannt  vorausgesetzten  SpannungsdiSerenz 
der  beiden  Metalle. 

Wenn  wir  annehmen,  daß  der  Kugel  keine  Elektrizität  von 
außen  mitgeteilt  sei,  so  muß  die  Verteilung  in  bezug  auf  die 
Berührungsebene  symmetrisch  (mit  entgegengesetztem  Zeichen) 
sein,  und  das  Gleiche  gilt  in  bezug  auf  die  Potentialwerte. 

Es  wird  also  in  diesem  Falle 


0  B.  Gans  hat  in  der  Zeitschr.  f.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  53, 
S.  434  (1906)  dieses  Integral  durch  elementare  Funktionen  folgendermaßen 
ausgedrückt: 

m          ^    l/r*  4- ^*  —  a*    ,    1 //r* -1- ^*  —  a*  \*  ',    ^* 
.p  =  -  arcctg  )/  -J=^, -\-  } {-^, )  +  -,• 
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(2) 


a  4-  6  =  0,    a  =  —  b=   7r(Ä,B) 


sein,  und  wir  beschrijLnken  die  Betrachtungen  der  Einfachheit 
halber  weiterhin  auf  diesen  Fall.  Der  allgemeine  Fall  läßt  sich 
hieraus  ableiten,  indem  man  dem  gewonnenen  Resultat  das  Po- 
tential einer  elektrisch  geladenen  homogenen  Kugel  hinzufügt. 

In  unserem  Falle  ist  nun  der  Wert  der  Funktion  (p  an  der 
Kugeloberfläche,  und  zwar  an  der  einen  Hälfte  =  -)-  a,  an  der 
anderen  =  —  a  gegeben. 

Bezeichnen  wir  mit  Q  eine  Funktion  auf  der  Kugelfläche, 
die  auf  der  Halbkugel  A  den  Wert  -|-  a,  auf  der  Halbkugel  B  den 
Wert  —  a  hat,  so  ist  nach  dem  Satze  §  117  (5)  das  Potential 
(p  in  irgend  einem  äußeren  Punkte  p 


(3) 


7tC(p  =  I 


=  \0 


(ra  —  c^)do 


yr2  —  2rccosy  -f-  c^^ 

Hierin  ist  r  die  Entfernung  des  Punktes  p  vom  Kugelmittel- 
punkt, do  ein  Element  der  Kugelfläche,  und  y  der  Winkel 
zwischen  r  und  dem  nach  do  gerichteten  Radius. 


Fig.  55. 


Wir  führen  jetzt  Polarkoor- 
dinaten ein,  deren  Achse  nach 
dem  Punkte  p^  für  den  das  Po- 
tential qp  bestimmt  werden  soll, 
gerichtet  ist. 

In  der  Fig.  55  ist  QQ'  die 
Trennungsebene  der  beiden  Me- 
talle, SS*  die  Äquatorialebene  q* 
des  Koordinatensystems,  ß  die 
geographische  Breite,  k  die  Länge 
vom  Anfangsmeridian  PQS  aus 
gerechnet,  also  /3,  A  die  geo- 
graphischen Koordinaten  eines 
veränderlichen  Punktes  x.  Es  sei 
endlich  -Ö*  die  Neigung  der  Trennungsebene  Q  Q'  gegen  den 
Äquator  SS',  die  auch  gleich  dem  Winkel  (ÄF)  ist.    Dann  ist 

do  =  c^cosßdßdk^ 
und  wir  bestimmen  zunächst  die  Funktion  von  ß: 
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«=Äi 


+  n 

0dX. 

—  7t 


Es  ist  aber 


7C 

a)  ®  =  a,  wenn  n*  >  /*  >  "^^ 

(5)  ß)  @  =  a  ^.IZ^,    yrenn  *>«>_«•, 

y)  @  =  —  a,  wenn  —  -ö-  >  /3  >  _  -, 

und  hierin  ist  co  die  Länge  des  Durchschnittes  R  der  Ebene  ^  Q' 
mit  dem  Parallelkreise  ß.  Nun  haben  wir  in  PQR  ein  bei  Q  recht- 
winkliges sphärisches  Dreieck,  in  dem  die  Hypotenuse  PR  =^\n  —  /3, 
die  anliegende  Kathete  P^  ==^\^  —  ^  ist,  und  es  ist  also  nach 
einer  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie 

(6)  cos«  =  J?^|. 

Die  Funktion  ®  ist  daher  in  dem  Intervall  |ä>/3>>  —  \7C 
stetig,  hat  aber  einen  unstetigen  Differentialquotienten,  und 
dieser  Differentialquotient  ist  =  0  in  den  Intervallen  (5)  a)  und 

(5)y). 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  ergeben: 

^  2 

2^  I'  cosßdß 


€  (r2  —  c2)       J      yr2  -  2rc8in/3  +  c2 


und  dieses  Integral  läßt  sich  nach  der  Formel 

d  1  rc  cos/3 


dß  yy2  _  2rcsin/3  +  c^        \r^  —  2rcsinß  -(-  c^^ 
durch  partielle  Integration  so  umformen: 


2rcp  I  @ 


n" 


*•*  — c'        I  Vr*  — 2ycsin/J  +  ca 

7t 

"~  2 

J  öJ/*  Vr2  —  2rc  sin/3  +  c»' 
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und  nach  (5)  ergibt  sich  hieraus: 

2r(<p  -  a)  ^  _  Cd&  dß 

—  9' 

In  dem  Integral  ist  nach  (5)  ß) 

7C  —  2(0      d& 2  a  dcD 

ir       '    'dß~~li'Jß 

zu  .setzen,  und  aus  (6)  folgt  durch  leichte  Rechnung 

dcj  cos '9' 


(iß  cos  /3  Vsin2-9-  —  sin2/3 

Hiernach  ergibt  sich  aus  (7): 

(8)  ^(y  —  «)  ^  ' 

r»  —  c2 

a   C  cosO-d/S 

^  J  cos ß  V sin2 d'  —  sin2 ß  Vr»  —  2rcsmß  -f-  c^' 
— -^ 

was  ein  elliptisches  Integral  ist.    Man  kann  ihm  eine  andere 

Form  geben,  wenn  man  die  Substitution 

sin/3  =  sin-Ö"  sinv;     cosßdß  =  sin-d*  cosvdv 

macht.    Man  findet  so 

/Qx  r(y  -  a)  ^ 


^  2 


a  C  c 

^J  (1  —  sin20-sin2i;)  ^ 


cos'9'dv 


1-2  >|_  ^2  —  2rcsin'9'  sinv 

TT 
"~2 

Lassen  wir  hierin  r  in  c  übergehen,  so  können  wir  den 
Grenzwert  des  Ausdrucks  auf  der  linken  Seite  durch  Differen- 
tiation bestimmen  und  erhalten  die  Flächendichtigkeit  ö  der 
Elektrizität  auf  der  Kugeloberfläche.  Es  ist  nämlich  nach 
§  134  (8) 

('«)  (3?)„  =-*'«•     , 

und  danach"  ergibt  die  Formel  (9)  für  r  =  c: 


^1 


(11)     27tö  = —  I  ■ 

^  ^c  J  (1  —  sina-9-  sin2i;)  y2(l  —  si 


sinO"  sinv) 

7t 

2 
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Daraus  folgt  z,  B,  fax  den  Punkt  A^  in  dem  «^  =  0  ist^  der  alao 
am  weitesten  Ton  der  Beruhrungaebene  »itfemt  iat: 

(12)  21,6,  =    " 

Läßt   man  '^  in  -^  übergehen,    so  wird  der  Ausdruck  (II) 

für  6  unendlich  groß,  wie  man  aus  einer  Umformung  des  Integrals 
erkennt,  auf  die  hier  nicht  niher  eingegangen  werden  solL 

Die  Ausdrücke  für  9>  und  tf,  die  durch  die  Formeln  (8)  bis 

(11)  dargestellt  sind,  gelten  nur  für  die  zwischen  0  und  ^  ge- 
legenen Werte  TOn  #.  In  spiegelbildlich  entsprechenden  Punkten 
der  anderen  Halbkugel  ^aben  q>  und  6  durchweg  die  entgegen- 
gesetzten Werte. 

Daß  die  durch  die  Formeln  (8)  oder  (9)  bestimmte  Funktion 

jt 
(p^  wenn  r>c  ist,  für  -^  =  —  stetig  in  Null  übergeht,  läßt  sich 

ebenfalls  durch  eine  Umformung  der  Integrale  zeigen.  Man  er- 
sieht dann  daraus,  daß  9  außerhalb  der  Kugel  auch  beim 
Durchgang  durch  die  Trennungsebene  Q  (/  mit  seinem  Differen- 
tialquotienten stetig  bleibt,  was  ja  übrigens  schon  aus  dem  all- 
gemeinen Ausdruck  (3),  aus  dem  diese  Resultate  hergeleitet  sind, 
geschlossen  werden  kann. 

§143. 

Verteilung  der  Elektrizität  auf  Zylinderflächen. 

Die  Probleme  der  Verteilung  der  statischen  Elektrizität 
bieten  meist  große  Schwierigkeiten,  und  manche  sehr  einfache 
und  gerade  für  praktische  Anwendungen  wichtige  Fälle  sind  den 
Mitteln  unserer  heutigen  Analysis  noch  nicht  zugänglich.  Hier- 
hin gehört  z.  B.  die  Verteilung  der  Elektrizität  auf  zwei  parallelen 
Kreisscheiben,  wie  sie  bei  den  Kondensatoren  verwandt  werden  1). 
Poisson  hat  zuerst  die  Verteilung  der  Elektrizität  auf  zwei 
Kugelflächen  bestimmt,  und  dies  Problem  ist  seitdem  noch  mehr- 
fach auf  anderen  Wegen  behandelt  worden  (von  Plana,  Kirch - 
hoff,  C.  Neumann,  Dirichlet,   Riemann).    Aber  die  Dichtig- 

^)  In  einer  demnächst  in  den  Mathematischen  Annalen  erscheinenden 
Arbeit  von  M.  Hafen  wird  dieses  Problem  durch  die  Hilfsmittel  gelöst,  die 
uns  in  jtlnf(8ter  Zeit  die  Theorie  der  Integralgleichungen  geschaffen  hat. 
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keit  der  Elektrizität  ist  schon  in  diesem  Falle  eine  analytisch 
keineswegs  einfach  darzustellende  Funktion  des  Ortes  auf  der 
Kugelfläche.  Ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Verteilung  auf 
einer  Ringoherfläche,  die  von  C.  Neumann  bestimmt  ist^). 

Unter  diesen  Umständen  ist  es  von  Interesse,  daß  das  Pro- 
blem viel  leichter  zugänglich  wird,  wenn  man  sich  auf  ein  zwei- 
dimensionales Gebiet  beschränkt 

Um  diesen  Fall  genähert  zu  realisieren,  muß  man  sich  ein 
System  unendlich  langer  zylindrischer  Flächen  mit  parallelen 
Erzeugenden  denken,  die  so  mit  Elektrizität  geladen  sind,  daß 
die  Dichtigkeit  längs  jeder  Erzeugenden  konstant  ist.  Diese  An- 
ordnung ist  natürlich  in  der  Wirklichkeit  unmöglich;  sie  wird 
aber  eine  gute  Annäherung  an  die  Wahrheit  darstellen,  auch 
wenn  die  zylindrischen  Flächen  begrenzt  sind,  wenn  nur  die 
Querdimensionen  und  gegenseitigen  Entfernungen  der  Flächen 
klein  sind  im  Vergleich  zu  der  Längenerstreckung  der  Zylinder, 
und  wenn  nur  nach  dem  Zustande  in  den  mittleren  Teilen  der 
Zylinder  gefragt  wird,  so  daß  der  Einfluß  der  Endflächen  ver- 
nachlässigt werden  kann. 

Wir  können  für  diesen  Fall  aber  nicht  ohne  weiteres  die 
Formeln  anwenden,  die  wir  im  vorigen  Abschnitte  für  die 
Elektrostatik  gefunden  haben,  weil  dabei  die  Funktion  (p  unend- 
lich werden  würde.  Wenn  wir  aber  an  Stelle  des  Potentials  die 
Komponenten  der  elektrischen  Kraft  betrachten,  so  können  wir 
den  Grenzübergang  vornehmen. 

Nach  §  134  (4)  und  §  135  (2)  haben  wir,  wenn  wir  wieder 
die  Luft  oder  den  leeren  Raum  als  Dielektrikum  annehmen,  für 
die  Komponenten  der  elektrischen  Kraft  im  Punkte  x^  y^  z  hei 
einem  beliebigen  Leitersystem,  auf  dem  die  Elektrizität  über  die 
Oberflächen  verteilt  ist: 

^   dcp fö(ic  —  a)do 

'  ~~  Wx  ~~]  rs  ' 

_  89  _  {6{y  —  h)do 


a)  ^.  =  -%  =  \ 


„  d(p [o(z  —  c)do 


*)  Neuerdings  hat  E.  Neumann  (Enkel  von  F.  Neumann  und  Neffe 
von  C.  Neu  mann)  das  Poissonsche  Problem  verallgemeinert,  in  dem  er 
das  elektrostatische  Gleichgewicht  in  gewissen,  von  drei  Kugelflächen  be- 
grenzten Bäumen  bestimmt  hat.     Grelles  Journal,  Bd.  110). 
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und  an  den  leitenden  Oberflächen  haben  wir  die  Bedingnng 
9>  =  const.  oder 

(2)  E:,dx  +  Eydy  +  E,dz  =  0, 

wenn  6  die  Flächendichtigkeit,  a,  6,  c  die  Koordinaten  des  Flächen- 
elementes do  und  ia  (2)  dx^  dy^  dz  die  Projektionen  eines  in 
der  Oberfläche  liegenden  Linienelementes  sind. 

Nehmen  wir  nun  eine  zylindrische  Anordnung  an,  so  legen 
wir  das  Koordinatensystem  so,  daß  die  jsr- Achse  mit  den  Erzeugen- 
den der  Zylinder  parallel  ist.  Dann  ist  ö  von  z  unabhängigi 
und  durch  die  ^ry-Ebene  werden  die  Zylinder  in  einer  Kurve 
oder  einem  System  yon  Kurven  geschnitten,  von  denen  wir  ein 
Bogenelement  mit  ds  bezeichnen.    Dann  ist 

do  =  dsdc^ 

und  wir  können  in  den  Formeln  (1)  nun  die  Integration  nach  c 
zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  +  oo  ausführen.    Es  ist  aber 


z  —  c 

d. 
de 

1 

rs 

r' 

und  folglich, 

wie 

zu 

erwarten, 

femer,  wenn 

wir 

£, 

0; 

setzen : 


(a  —  xy  -\-{b  —  yy  =  (.2 
7  =ä^  log  ("  —  ■*  +  *■)' 


und  wenn  wir  dies  nach  q^  (nicht  nach  q)  differentiieren: 

1  d  1 

-  -  ■'     ^^HZ    «"^^    ^■^^—  -       -  ^— ^^         ■  ■  • 

r8  dcr{c  —  ^)  +  ^^ 

Der  Bruch 

1 

r(c  —  z)  -{-  r^ 

ist  aber  gleich  Null  für  c  =  +  ^  ^^^  gleich  2/pa  für  c  =  —  oo, 
und  daraus  ergibt  sich: 

(3)  J  ^ 

E  -2  {^Jl^zMl 

""     J  Q'  ' 

oder,  wenn  wir 
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(4)  9>  =  —  2    öloggds 

setzen : 

Die  Gleichung  div  6  =  0  ergibt  hier  für  die  Funktion  (p  die 
Differentialgleichung : 

und  aus  (2)  erhält  man  für  die  in  der  irj/- Ebene  liegende  be- 
grenzende Kurve  c?  9  =  0  oder 

(7)  g)  =  const. 

Für  die  Flächendichtigkeit  erhält  man,  wenn  n  die  in  den 
Nichtleiter  hinein  positiv  gerechnete  Normale  bedeutet,  aus 
§  134  (8) 

(8)  |^  =  _4;r(5. 

Um  das  Verhalten  der  Funktion  (p  im  Unendlichen  zu  be- 
stimmen, bezeichnen  wir  mit  R  die  Entfernung  des  variablen 
Punktes  p  mit  den  Koordinaten  x^  y  von  einem  festen  Punkte  jpo 
mit  den  Koordinaten  x^^  y^,  setzen  also 

Ä  =  V(a:-^o)^  +  (3/  — yo)S 
und  setzen  außerdem 


(9)  m  =  2  f 


öds^ 


so  daß  m  die  Gesamtinenge  der  auf  der  Höhe  2  der  Zylinderflächen 
angehäuften  Elektrizitätsmenge,  also  eine  gegebene  Konstante  ist. 
Es  ist  dann  nach  (4) 

(p  -{-  mlogR  =  —  2    öloggds, 

und  wenn  wir  mit  r  den  Abstand  des  Punktes  Po  von  dem  Ele- 
mente ds  und  mit  d'  den  Winkel  zwischen  r  und  i?  bezeichnen, 
so  ist,  wie  aus  dem  Dreieck  (po?  i>j  ds)  folgt, 

^2  _  ^2  _|_  jfja  _  2rRcosd^, 
Wenn  wir  also 

nach  Potenzen  Ton  r/B  entwickeln,  so  ergibt  sich  aus  (9): 
(10)         g)  +  mlogü=  Co4- 0,JB-'+  (73B-*  +  ---, 
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worin  die  Größen  Co,  6\,  C2,  ...  nur  noch  von  der  Richtung  (pop)^ 
nicht  von  der  absoluten  Größe  von  R  abhängen,  also  bei  unend- 
lich wachsendem  R  endlich  bleiben.    Insbesondere  ist  hier 

(11)  Co  =  0. 

Es  läßt  sich  nun  folgender  Satz  beweisen: 

Wenn  die  Werte  von  (p  an  den  Grenzkurven  s 
und  die  Eonstante  m  gegeben  sind,  so  ist  durch 
die  Differentialgleichung  (6)  und  durch  die  Be- 
dingung (10),  auch  wenn  die  (7©,  6\,  ...  nicht  ge- 
geben sind,  die  Funktion  (p  eindeutig   bestimmt. 

Denn   sind  tp   und  9'   zwei   diesen    Bedingungen    genügende 
Funktionen,  so  genügt  ihre  Differenz 

^  ==  (p  —  q)' 

ebenfalls  der  Differentialgleichung  (6);  0  verschwindet  an  sämt- 
lichen Grenzkurven  s  und  hat  im  Unendlichen  eine  Entwickelung 
von  der  Form 

worin  Cq  eine  Konstante  und  Cj ,  . . .  im  Unendlichen  endlich  sind. 
Wir  begrenzen  ein  Gebiet  in  der  xy -Ebene  durch  die  Kurven  s 
und  einen  Kreis  mit  dem  ins  Unendliche  wachsenden  Radius  JB. 
Auf  dieses  ebene  Gebiet  und  auf  den  Vektor 

0  grad  0, 
dessen  Komponenten 

dx  dy 

sind,  wenden  wir  den  Gauß sehen  Integralsatz  an  und  erhalten, 
wenn  df  das  Flächenelement  in  der  xy-Ehene  bedeutet: 

lf(ll)"+Q"]''^=-Mf-- 

worin  n  die  ins  Innere  des  Gebietes  gerichtete  Normale  ist.  Das 
Randintegral  über  die  Linien  s  verschwindet  aber,  weil  an  diesen 
Linien  die  Funktion  0  verschwindet,  und  an  dem  unendlich  großen 
Kreise  ist  d0/dn  =  GiR~^^  ds  =  Rd^^  und  R  fällt  mit  der 
negativen  n- Richtung  zusammen.  Demnach  ist  das  über  diesen 
Kreis  genommene  Integral 

2/r 


-1*11^' =1*11«" 


u 
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und  Yerschwindet  also  mit  unendlich  wachsendem  B,    Daraus  folgt 
für  das  über  das  unendliche  Gebiet  S  genommene  Integral: 


im+ovf-o- 


Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  dO/dx  und  dO/dy  überall 
gleich  Null  sind.  Es  ist  also  0  eine  Konstante,  die  sich  aus  dem 
verschwindenden  Werte  von  0  an  den  Grenzlinien  gleich  Null 
ergibt.  Aus  der  Bedingung  Cq  =  0  erhält  man  dann  noch  eine 
Relation  zwischen  m  und  den  konstanten  Werten  von  (p  an  den 
Grenzlinien  s. 

Wegen  ihrer  Analogie  mit  dem  New  ton  sehen  Potential  wird 
eine  solche  Funktion  (p  ein  logarithmisches  Potential  genannt. 

§  144. 
Zurückführung  des  Problems  auf  eine  Abbildungsaufgabe. 

Der  Nachweis  der  Eindeutigkeit  des  Problems,  den  wir  zuletzt 
geführt  haben,  gewährt  uns  den  großen  Vorteil,  daß  wir  nicht 
genötigt  sind,  uns  über  die  Strenge  eines  jeden  einzelnen  Schrittes 
genaue  Rechenschaft  zu  geben,  daß  wir  uns  durch  Vermutungen 
leiten  lassen  können,  wenn  wir  uns  nur  nachträglich  davon  über- 
zeugen, daß  das  gefundene  Resultat  allen  Bedingungen  der  Auf- 
gabe genügt. 

Für  die  Behandlung  der  elektrostatischen  Probleme  im  zwei- 
dimensionalen Gebiete  läßt  sich  nun,  wie  aus  der  Gleichung  §143 
(6)  folgt,  die  Theorie  der  Funktionen  komplexen  Argumentes  und 
besonders  die  der  konformen  Abbildung  verwenden.  •  Die  Gleichung 

(1)  ^  _L  51?  _  0 

besagt  nämlich,  daß 

dy         '    dx     "^ 
ein  vollständiges  Differential  ist,  und  wenn  wir  also 

(.)  *  =  _|(|£,._||.,) 

setzen,  so  ist 

.  .  8y  _dilf      dtp  __       dilf 

^  ^  dx        dy'     dy  ~        dx 

und 

(4)  x  =  9>  -^  *> 
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ist  nach  §49  eine  Funktion  des  komplexen  Argumentes 

(5)  £!  =  X  -}-  iy  1). 

Wir  haben  hier  als  Grenzkurven  in  der  jsr- Ebene  die  Spuren  s 
der  leitenden  Zylinder  zu  betrachten;  an  diesen  hat  (p  konstante 
Werte,  und  in  dem  ganzen  Gebiete  außerhalb  dieser  Kurven  s, 
das  wir  mit  S  bezeichnen  wollen,  ist  (p  eindeutig  und  stetig,  wird 
aber,  wenn  m  von  Null  verschieden  ist,  im  Unendlichen  unendlich 
wie  der  Logarithmus  der  Entfernung  von  einem  endlichen  Punkte. 
Die  Funktion  il^  ist  durch  das  Integral  (2)  bestimmt,  wobei  der 
Integrationsweg  irgendwie  in  dem  Gebiete  S  verlaufen  kann. 
Es  wird  aber  i^  nicht  eindeutig  sein,  sondern  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  verschiedene  Werte  erhalten,  je  nach  dem  Inte- 
grationswege. Um  sie  eindeutig  zu  machen,  müßte  man  S  durch 
gewisse  Schnitte  zerlegen,  zu  deren  beiden  Seiten  i/;  verschiedene 
Werte  hat. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  daß  die  Begrenzung 
von  S  nur  aus  einer  geschlossenen  Linie  besteht.  Wir  nehmen 
in  der  Ebene  einer  neuen  komplexen  Variablen 

(6)  w  =  u  -\-  iv 

einen  Kreis  K  mit  dem  Radius  l  und  dem  Nullpunkt  als  Mittel- 
punkt und  denken  uns  auf  die  Fläche  dieses  Kreises  das  Gebiet  S 
in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  so  abgebildet,  daß  der  Nullpunkt 
in  der  tü-Ebene  dem  Punkt  Unendlich  in  der  js^-Ebene  entspricht. 
Durch  diese  Abbildung  ist  w  als  Funktion  des  komplexen 
Argumentes  0  so  bestimmt,  daß: 

1.  w  in  dem  ganzen  Gebiete  S  eindeutig,  endlich  und  stetig 
ist  und,  abgesehen  von  der  Grenzkurve,  einen  endlichen 
von  Null  verschiedenen  Differentialquotienten  besitzt; 

2.  daß  der  absolute  Wert  von  w  an  der  Kurve  s  gleich  1 
wird; 

3.  daß  w  für  0  ^=  00  verschwindet,  und  daß  die  Entwicke- 
lung  von  w  nach  fallenden  Potenzen  von  z  die  Form  hat: 

worin  a^  von  Null  verschieden  ist  (;^51,  52); 

4.  für  jeden  endlichen  Wert  von  0  ist  w  von  Null  verschieden. 


^)  Hier  hat  z  natürlich  eine  andere  Bedeutung  als  in  §143. 
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Ist  nun  diese  Funktion  tc;  bekannt,  so  setzen  wir 

(7)  w  =  e"^  , 

worin  c  und  m  reelle  Konstanten  bedeuten,  und  definieren  hier- 
durch die  Funktion  %  des  komplexen  Argumentes.    Aus  (7)  folgt 

(8)  X  =  c  -\-  mlogw, 
und  daraus  der  reelle  Teil  ^>  von  % 

(9)  9  =  c  +  w*  log  y^a  _j_  ^2. 

Nun  genügt  q>  als  reeller  Teil  einer  Funktion  des  komplexen 
Argumentes  z  der  Differentialgleichung  (1).    Da  der  absolute  Wert 

y(w2  +  v^)  von  w  an  der  Kurve  s  gleich  1  ist,  so  erhält  9  an 
dieser  Kurve  den  konstanten  Wert  c.    Femer  ist  zw  und  also  auch 

das  Produkt  der  absoluten  Werte  ^  x^  -(-  y^  '^u^  -\-  v^   wegen  3. 

im  Unendlichen  endlich,  und  wenn  wir  also  '^x^  -f-  y^  mit  i?  be- 
zeichnen, so  ist 

(10)  9>  -f-  mlogjR 

im  Unendlichen  endlich.  Da  überdies  u^  -\-  v^  nach  4.  in  keinem 
endlichen  Punkte  des  Gebietes  S  verschwindet,  so  ist  9  mit  seinen 
Differentialquotienten  im  ganzen  Gebiete  S  endlich,  stetig  und 
eindeutig,  und  genügt  sonach  allen  Bedingungen,  die  wir  in  §  143 
an  die  Funktionen  (p  gestellt  haben. 

Damit  ist  das  elektrostatische  Problem  auf  die  Lösung  einer 
Abbildungsaufgabe  zurückgeführt. 

Über  die  Bedeutung  der  willkürlichen  Konstante  c  ergibt 
sich  noch  folgendes: 

Aus  (8)  findet  man: 

X  -|-  i^iogz  =  c  -|-  mlogwz 

und  folglich  nach  3.  für  ein  unendlich  großes  z: 

(p  -f-  wlogü  =  c  -\-  mlog|ai|, 

wenn  |ai|  den  absoluten  Wert  von  aj  bedeutet.  Setzt  man  also 
die  noch  willkürliche  Konstante 

c  =  —  wlog|ai|, 

so  wird  <p  -\-  m  log  R  im  Unendlichen  =  0, 

Nach  2.  und  (9)  ist  c  der  Wert,  den  das  Potential  cp  auf  der 
Grenze  annimmt,  und  m  ist  nach  §  143  (9)  die  Elektrizitätsmenge, 
die  auf  der  Höhe  2   des  Zylinders  angehäuft  sein  muß,  um  das 
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§  145. 


Potential  auf  die  Höhe  c  zu  bringen,  d.  h.  die  Kapazität  der 
Höhe  2  unseres  Zylinders  ist 

m  —  1 

c        log\ai 


§145. 

Die  Flächendichtigkeit 

Der  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Funktionen  kom- 
plexen Argumentes  gibt  uns   einen  sehr  einfachen  Ausdruck  für 

Fig.  56.  Fig.  57. 

7 


die  Flächendichtigkeit,  die  durch  die  Formel  §  143  (8)  allgemein 
bestimmt  ist.  Bezeichnen  wir  mit  d"  den  Winkel,  den  das  Ele- 
ment ds  der  Grenzlinie  s  mit  der  ic- Achse  einschließt,  und  zwar 
so,  daß  ds  zu  der  Normalen  n  so  liegt,  wie  die  positive  a;- Achse 
zur  positiven  y- Achse  und  n  von  der  Leiterfläche  in  den  Nicht- 
leiter hinein  positiv  gerechnet  ist  (Fig.  56),  so  ist 

(w^  ^)=^K  +  ^^    i^h  y)  =  ^,    (ds,  z)  =  ^,     {ds,  y)='^  —  d', 


und  es  ist 


d(p  

dn 

dq>  

ds" 


-TT^  sm-^-  -4-  -TT-  cosd', 

dx  dy 

cos  d"  -\-  ^r^  Sm  d". 


dx  '     dy 

Da  aber  dq)/ds  =  0  ist,  so  ergibt  sich  hieraus 

^  =  —  -^  sm  0-,    -21  —  _^  cos  ^, 

dx  dn  dy         dn 
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und  folglich 

dx 8^p    ,     .  di}_ Ö9  .  8jqp  _  •  ^9^    _t^ 

dg~  dx  ~^^  dx  ~  dx        ^  dy  '^  ^  '^'dn^       ' 

woraus  nach  §  143  (8) 

(1)  "  4t7Cö  =  —  ix\0)€^^. 

Betrachten  wir  einen  Punkt,  in  dem  die  Kurve  s  eine  Ecke 
mit  dem  Winkel  uTt  (gegen  den  Nichtleiter)  hat  (Fig.  57),  und 
legen  der  Einfachheit  halber  den  Koordinatenanfangspunkt  in 
diese  Ecke,  so  ist  in  unendlicher  Nähe  dieses  Punktes  (nach  §51) 

1 
X  —  Xo  =  C0^, 

und  diese  Größe  ist  in  der  Strecke  ds,  wo  der  reelle  Teil  von  % 
konstant  ist,  rein  imaginär.    Es  ist  also 

und  wenn  wir  0  =  re*^  setzen,  so  ergibt  sich: 

(2)  4;r(J  =  — i-r«      e«. 

a 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  daß,  wenn  a  >>  1  ist,  0  für  r  =  0 
unendlich  wird,  während  für  a  <  1  und  r  =  0  die  Dichtigkeit  ö 
verschwindet. 

Wenn  also  ein  Leiter  mit  einer  ausspringenden  Kante 
an  das  Dielektrikum  grenzt,  so  ist  die  elektrische  Dich- 
tigkeit in  der  Kante  unendlich.  Bildet  aber  der  Leiter  in 
der  Kante  einen  einspringenden  Winkel  gegen  das  Dielek- 
trikum, 80  ist  die  Dichtigkeit  in  der  Kante  gleich  Null. 

§146. 
Elektrizitätsverteilung  auf  einem  Prisma. 

Wir  wollen  nun  als  Beispiel  den  Fall  betrachten,  wo  die 
Kurve  s  in  der  ;8?- Ebene  ein  geradliniges  Polygon  ist.  Nach  §  144 
kommt  die  elektrostatische  Aufgabe  darauf  zurück,  den  Flächen- 
räum  außerhalb  dieses  Polygons  auf  das  Innere  einer  Kreisfläche 
abzubilden,  so  daß  der  Mittelpunkt  des  Kreises  dem  unendlich 
fernen  Punkte  in  der  ^e?- Ebene  entspricht. 

23* 
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Sechzehnter  Abschnitt. 


§  U6. 


In  der  Fig.  58  ist  der  Übersichtlichkeit  halber  das  Polygon 
als  Dreieck  (ABC)  angenommen.  Nehmen  wir  an,  die  Aufgabe 
sei  gelöst,  es  sei  also  z  als  Funktion  von  w  im  Innern  des  Kreises 
bestimmt,  und  die  Kreisbögen  a6,  6c,  ca  mögen  den  Polygon- 
seiten AB^  BCy  CA  entsprechen. 

Wir  nehmen  nun  zu  jedem  Punkte  w  im  Innern  des  Kreises 
den  zugehörigen  Pol  Wi  außerhalb  und  lassen  diesem  den  Punkt  j^^ 
entsprechen,  der  der  Spiegelpunkt  von  ^  ist  in  bezug  auf  eine  der 
Polygonseiten,  etwa  AB. 

Dann  ist  die  Beziehung  von  ^i  zu  Wi  gleichfalls  eine  kon- 
forme Abbildung  (§  53),  und  es  ist  also  jetzt  ^  als  Funktion  von  w 

Fig.  58. 


in  der  ganzen  t(?-Ebene  bestimmt.  Diese  Funktion  ist  an  dem 
Bogen  ba  stetig,  dagegen  an  den  anderen  Teilen  des  Kreises, 
sm  ac  und  6  c,  unstetig.  Denn  die  Strecken  ac  und  aCi  fallen  auf 
dem  Kreise  zusammen,  während  die  entsprechenden  J.  (7,  ACi  in 
der  ;8f- Ebene  getrennt  sind. 

Um  nun  die  Unstetigkeit  an  diesen  Linien  genauer  zu  be- 
stimmen, haben  wir  eine  Relation  aufzusuchen  zwischen  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  0,  ß^  auf  den  geraden  Strecken  AC^  AC^. 
Diese  ergibt  sich  folgendermaßen.  Wir  bezeichnen  mit  A  zugleich 
den  Wert,  den  die  Variable  ß  im  Punkte  A  hat,  mit  -9"  den  Winkel, 
den  AC  mit  der  o;- Achse  bildet,  mit  (p  den  Winkel  BAC^  und 
mit  r  den  Abstand  A0^  der  gleich  A^^^  ist.    Dann  haben  wir 

0  —  A  =  re*^,        ^i  —  A  =  re'^^+^'P\ 
und  folglich 

(1)  i^i  =  A-^{g  —  A)e^i<P. 

Hierin  sind  q)  und  A  gegebene  Größen,  die  sich  nicht  ändern^ 
wenn  sich  der  Punkt  0  längs  A  C  bewegt.  Wir  können  daher  die 
Gleichung  (1)  nach  w  differentiieren,  wenn  wir  dabei  den  Punkt  w 
längs  der  Kreisperipherie  fortschreiten  lassen,  und  so  ergibt  sich: 
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d.  h.,  ea  ist  die  Funktion 

d   1       dz 
3—  log  -;y— 

beim  Übergange  über  den  Bogen  ac  in  der  Ebene  w  stetig.  Die- 
selbe Betrachtung  läßt  sich  aber  in  bezug  auf  die  anderen  Polygon- 
seiten anwenden,  mit  geringer  Modifikation  auch  auf  solche,  die 
mit  der  spiegelnden  Seite  AB  parallel  sind,  und  es  folgt  also: 

Die  Funktion 

-T—  log;j~-  =  0(w) 

dw     °  dw  ^  ^ 

ist  eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  und  stetige 
Funktion  Ton  k;,  die  nur  in  einzelnen,  noch  näher 
zu  bestimmenden  Punkten  unendlich  werden  kann. 

§147. 
Bestimmung  der  Funktion  0(w). 

Es  ist  nun  zunächst  erforderlich,  die  ünstetigkeiten  der  Funk- 
tion 0  (w)  ZU  untersuchen.  Hierbei  sind  als  singulare  Punkte  zu 
beachten  die  Bilder  der  Eckpunkte  J.,  jB,  C,  . . .,  die  Punkte  w  =  0 
und  w  =  CO.  Die  übrigen  Punkte  bezeichnen  wir  als  reguläre 
Punkte,  und  in  diesen  kann  O  nicht  unendlich  werden.  Denn 
ist  Wo  ein  solcher  Punkt,  und  Zq  der  zugehörige  Wert  Ton  ;ef,  so 
haben  wir  eine  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  konvergente 
Entwickelung 

Z  —  Zo  =  Ci(w  —  Wq)  -j-  Ci{w  —  ICo)^  H 

^  =  Ci  -f  2c2{w  —Wo)-\ 

mit  von  Null  verschiedenem  c^  (vgl.  §  51),  und  daraus  ergibt  sich 
eine  Entwickelung 

log  j^  =  Co  4-  e^iw  —  Wo)  H , 

worin  eo  =  logCi  endlich  ist.  Demnach  haben  wir  für  einen 
solchen  Punkt  eine  Entwickelung 

(1)  0  =  ei  +  2  Ca  (u;  —  Wo)  H , 

also  ist  O  endlich  im  Punkte  Wo»  Um  femer  die  Bilder  der  Eck- 
punkte des  Polygons  zu  betrachten,  bezeichnen  wir  mit 
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ccjtj     pTt^    yyc^     ... 

die  an  den  Punkten  Ä^  B^  (7,...  gelegenen  Innenwinkel  des 
Polygons  (nach  der  Bezeichnung  in  der  Fig.  58  ist  an  =:::  q>)^  so 
daß,  während  in  der  to- Ebene  im  positiven  Sinne  ein  Halbkreis 
um  den  Punkt  a  beschrieben  wird,  der  entsprechende  Punkt  der 
j2f- Ebene  einen  Bogen  von  der  Größe  (2  —  a)fc  durchläuft.  Dann 
haben  wir  nach  §  51  (16)  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  eine 
Entwickelung  von  der  Form 

0  —  Ä  =  {w  —  a)3-« [cq  -\-  Ci{w  —  a)  -{-  c^ {w  —  «)*  +  •••]? 
worin  Co  von  Null  verschieden  ist.    Daraus  folgt 

dz 

1^  =  (2  -  a)c,{w  -  ay—  +  (3  -  a)c,{w  -  ay—  +  ..., 

log  ^  =  (1  —  a)  log(io  —  a)  +  eo  +  6i(t(;  —  a)  H , 

und  folglich 

und  Entsprechendes  gilt  von  den  übrigen  Punkten  jB,  C,  . . . 

Dem  Punkte  w;  =  0  entspricht  der  Wert  ^e^  =  oo ,  und  zwar 
so,  daß  einem  Kreislaufe  um  den  Nullpunkt  ein  einfacher  Kreis- 
lauf in  der  ;8f- Ebene  entspricht.  Folglich  gilt  in  der  Umgebung 
des  Nullpunktes  eine  Entwickelung  der  Form 

^  =  -^  +  Co  +  Ciw;  H , 

dz        —  c_i    ,  ,    -  , 

mit  von  Null  verschiedenem  c_i;  daraus 

^^^d^^  —  ~  21ogu;  +  «0  +  ßi«?  H , 

(3)  2    . 

Es  bleibt  noch  der  Punkt  ti;  =  oo  zu  betrachten,  dem  gleich- 
falls der  Wert  ;ef  =  oo  entspricht  Für  diesen  hat  man,  da  einem 
einfachen  Kreislaufe  mit  hinlänglich  großem  Radius  in  der  tc;- Ebene 
ein  einfacher  Kreislauf  in  der  j? -Ebene  entspricht: 

dz  Ci        2c2 

dw  ~~    "^       w^       liö^  ' 
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d.  h.,  es  muß  w^0  im  Unendlichen  noch  verschwinden. 
Aus  diesen  Bedingungen  ergibt  sich  aber,  daß  die  DiiSEerenz 

_  .  .    ,     2         1  — a        1  —ß        1  — y 
^^'k;       w  —  a       w  —  0       w  —  c 

in  der  ganzen  u;- Ebene  endlich  bleibt  und  im  Unendlichen  ver- 
schwindet,  und  daß  sie  also  nach  dem  Satze  §  51,  IL  identisch 
Null  ist. 

Hiemach  erhalten  wir  für  z  die  Differentialgleichung 

%„.       dt,       dz  2,1— a,l— /J.l— y, 

^^     dw     ^  dw  w    '    w  —  a    '    w  —  b    '    m;  —  c    ' 

und  aus  (4)  ergeben  sich  nt)ch  zwei  Bedingungen,  die  besagen, 
daß  bei  der  Entwickelung  der  rechten  Seite  nach  fallenden 
Potenzen  von  to  die  Koeffizienten  von  w^^  und  w~~^  ausfallen 
müssen: 

(6)  2  (!-«)  =  2.        ^a(l-a)  =  0; 

von  diesen  Bedingungen  ist  die  erste  von  selbst  erfüllt,  da  in 
einem  Polygon  von  n  Seiten  die  Winkelsumme 

(7)  «2«  =  ("-2)« 

ist.    Die  zweite  zerfällt,  da  die  a,  &,  c,  ...  komplex  sind,  durch 
Trennung  des  reellen  und  imaginären  Teiles  in  zwei  Relationen. 
Aus  (5)  erhält  man  aber  durch  Integration,  wenn  c^  und  Cj 
die  Integrationskonstanten  sind: 


-y... 


(8)    c,z  +  c,  =  ^^{w-  ay-'iw  -  by-ß{w  -  cy 

Wenn  das  Polygon  in  der  jbt- Ebene  durch  die  Koordinaten 
seiner  n  Eckpunkte  gegeben  ist,  so  hat  der  Ausdruck  (8)  2  n  Be- 
dingungen zu  erfüllen.  Zu  ihrer  Befriedigung  hat  man  die  n  reellen 
Größen  a,  ^,  ...  die  n Größen  a,  6,  ...  mit  dem  absoluten  Werte  1 
und  die  beiden  komplexen  Konstanten  Ci,  c^,  also  2n  -f-  4  reelle 
Konstanten,  die  aber  noch  den  drei  Relationen  (6)  genügen  müssen. 
Also  ist  die  Anzahl  der  verfügbaren  Konstanten  um  1  größer  als 
die  Anzahl  der  zu  erfüllenden  Bedingungen.    Dies  ist  notwendig, 
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da  maD,  wenn  die  Aufgabe  auf  eine  Art  gelöst  ist,  den  Kreis  in 
der  w 'Ebene  noch  um  einen  beliebigen  Winkel  drehen  kann. 

Durch  eine  Veränderung  des  Koordinatensystems  in  der 
;8f- Ebene  und  durch  ähnliche  Vergrößerung  oder  Verkleinerung 
kann  man  den  Ausdruck  (8)  auf  die  Form  bringen 

(9)  ^  =  [1|  („,  _  a)i-«(«,  _  by-^iw  -  cy-r  ..., 

und  in  dieser  Form  gibt  er,  wenn  a,  5,  c,  . . .  irgendwelche  Größen 
mit  dem  absoluten  Werte  1,  und  a,  ß^y^,,,  irgend  Zahlen  zwischen 
0  und  2  sind,  die  den  Bedingungen  (6)  genügen,  immer  die  Ab- 
bildung des  Einheitskreises  in  der  u;- Ebene  auf  ein  geradliniges 
Polygon  in  der  <s^- Ebene  mit  den  Winkeln  a^r,  ßn^  y%^  ... 


^in 


Wenn  wir  für  a,  fe,  c,  .  .  .  die  vier  Punkte  +e~  * ,  und 
a  =  /3  =  )/...=:  1/2  annehmen ,  so  sind  die  Bedingungen  (6) 
befriedigt,  und  wir  erhalten  aus  (9) 

(10)  -=JVT+F*^, 

also  ein  elliptisches  Integral  (zweiter  Gattung).  Lassen  wir  w 
über  die  Kreisperipherie  gehen,  so  setzen  wir  mo  •=  e^^  und  er- 
halten   

dz  =  i^2  cos  2d'dd", 

es  ist  also  dz  reell  oder  rein  imaginär,  und  wir  haben   in  der 

^s'- Ebene  ein  Quadrat  mit  der  Seitenlänge 

f 


=  1  V2  cos  2d'dd'^). 


§  148. 
Influenz  zweier  zylindrischer  Leiter. 

Es  seien  jetzt  zwei  parallele  zylindrische  Leiter  von  beliebigen 
Querschnitten  gegeben,  auf  denen  die  konstanten  Potentialwerte 
Gl,  Ca  herrschen  sollen.    Dann  ist  das  Gebiet  S  in  der  ;8f- Ebene 


*)  H.  A.  S  c h w  a  rz ,  „Über  einige  Abbildungsaufgaben" ,  Grelles  Journal, 
Bd.  70  (1869).  E.  B.  Christoffel,  „Sul  problema  delle  temperature  stationarie", 
Annali  di  Matematica,  Ser.  2,  T.  I  (1867),  T.  IV  (1870). 
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von  zwei  Kurven  $i,  Sa,  den  Querschnittlinien  der  Zylinder,  inner- 
lich begrenzt  und  erstreckt  sich  ins  Unendliche. 

Das  Gebiet  S  ist  zweifach  zusammenhängend,  weil  es  durch 
einen  die  Kurven  Sj,  s^  verbindenden  Schnitt  nicht  in  getrennte 
Teile  zerfällt.  Das  elektrische  Potential  q)  ist  so  zu  bestimmen, 
daß  es  den  allgemeinen  Bedingungen  des  §143  genügt  und  an 
den  Kurven  Sj,  Sg  die  Werte  Cj,  Cg  annimmt. 

Im  allgemeinen  wird  die  Funktion  q)  im  Unendlichen  loga- 
rithmisch unendlich  [§  143  (10)].  Es  kann  hier  aber  auch  der 
Fall  vorkommen,  daß  sie  endlich  bleibt,  nämlich  dann,  wenn  beide 
Zylinder  gleiche  und  entgegengesetzte  Elektrizitätsmengen  ent- 
halten, also  m  =  0  ist. 

Auch  dieses  Problem  läßt  sich  auf  eine  Abbildungsaufgabe 
zurückführen,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden. 

I.  Wir  nehmen  an,  daß  Fig. 59. 

das    Gebiet     S    auf 
das  Innere   eines 
Kreisringes  K  kon- 
form    abgebildet 
sei,  so  daß  die  bei- 
den Grenzkreise  /rj, 
fca  den  Kurven  s, ,  Sg 
entsprechen  (Fig.  59). 
Die  Radien    der  begren- 
zenden Kreise  wollen   wir  so 
wählen,  daß  ihr  Produkt  =  1 
ist,   was  offenbar    durch  proportionale  Vergrößerung    oder  Ver- 
kleinerung zu  erreichen  ist,  wenn  es  nicht  schon  von  vornherein 
so  sein  sollte.    Wir  bezeichnen  demnach  den  Radius  des  inneren 
Kreises  mit  q\  den  des  äußeren  mit  3"^«,  so  daß  q  ein  positiver 
echter  Bruch  ist.    Dieser  Kreisring  liege  in  der  Ebene  einer 
komplexen  Variablen  w. 

Da  wir  den  Kreisring  noch  in  seiner  Ebene  drehen  können, 
so  steht  es  uns  frei,  dem  unendlich  fernen  Punkt  des  Gebietes  £! 
einen  Punkt  c  auf  dem  positiven  Teil  der  reellen  Achse  entsprechen 
zu  lassen.  Die  Wahl  von  q  und  c  wird  uns  aber  nicht  mehr  frei- 
stehen, sondern  von  den  Lagenverhältnissen  der  Kurven  3i,  s^  ab- 
hängen, wie  wir  später  an  Beispielen  sehen  werden. 

Wenn  dies  Abbildungsproblem  gelöst  ist,  so  ist  w  in  dem 
Gebiete  S  eine  stetige,  endliche  und  von  Null  verschiedene  Funk- 
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tion,   deren  absoluter  Wert  an  den  Kurven  s^,  $2  die  konstanten 
Werte  q^'*  und  g-*'«  annimmt.    Wenn  wir  also 

(1)  1  =  q)  -\-  t>  =  logw,    w  =  ev-^iy^ 

setzen,  so  ist  9  der  reelle  Teil  einer  Funktion  i  Ton  ^,  der  an  den 
Kurven  S|,  Sg  die  konstanten  Werte  ^/zlogq,  — V2logg  annimmt, 
und  hierdurch  ist  also  bereits  das  Problem  für  den  speziellen 
Fall  gelöst,  daß  <p  im  Gebiete  S  endlich  bleibt,  also  die  Ge- 
samtmenge der  mitgeteilten  Elektrizität  gleich  NuU  ist 
Im  allgemeinen  haben  wir  aber  noch  eine  zweite  Aufgabe 
zu  lösen: 

IL  Es  ist  eine  Funktion  ;|fi  =  ^j  -f-  it^,  des  komplexen 
Argumentes  z  in  dem  Gebiete  /S,  also  auch  des  kom- 
plexen Argumentes  to  innerhalb  des  Kreisringes  K 
so  zu  bestimmen,  daß 

a)  die  Funktion  Xi  in  dem  Punkte  c  logarithmisch 
unendlich  wird,  so  daß 

Xt  —  log(ii;  —  c) 

in  c  endlich  bleibt; 

b)  der  reelle  Teil  (p^  von  Xi  in  dem  Gebiete  K^  ab- 
gesehen von  dem  Punkte  c,  endlich,  stetig  und 
eindeutig  ist  und  an  den  Grenzen  ki^  k^  ver- 
schwindet 

Der  imaginäre  Teil  ^2  wird  infolge  der  Bedingung  a)  nicht 
eindeutig  sein  können. 

Da  der  Punkt  w  =  c  dem  Punkte  0  =  co  entspricht,  so  be- 
steht eine  Entwickelung  von  der  Form: 


also 


^1     I     ^a    I 


log(M;  —  c)  ==  —  logjsr  -f  e^  4-  £1  -^ , 


£1 

und  wenn  also  der  absolute  Wert  '^x^  -f"  V^  ^^^  ^  ^^  ^  bezeichnet 
wird,  so  ist  nach  a) 

(2)  q>,  +  logjB 
im  Punkte  0  =  00  endlich. 

Setzen  wir  daher 

(3)  a>  =  m  9?i  -f  :4  9  -f-  jB, 
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SO  ist,  wenn  A  und  B  willkürliche  Konstanten  bedeuten,  O  der 
reelle  Teil  einer  Funktion  komplexen  Argumentes  z^  die  nach  a) 
und  b)  die  Eigenschaften  hat: 

1.  0  -|-  mlogE  ist  im  Unendlichen  endlich  [§144  (10)]. 

2.  An  den  Grenzkurven  Sj,  Sg  ist 

0=C,=       i^logg  +  B, 

0  =  C,  =  -i^logg  +  5, 

und  die  Konstanten  A  und  B  können  so  bestimmt  werden, 
daß  C-i  und  Cj  beliebig  gegebene  Werte  erhalten. 

Damit  ist  also  unser  elektrostatisches  Problem  auf  die  Lösung 
der  beiden  funktionentheoretischen  Probleme  I.,  IL  zurückgeführt. 
Von  diesen  ist  das  zweite  von  der  Natur  der  Kurven  Si,  Sg  unab- 
hängig und  kann,  wie  wir  sehen  werden,  allgemein  gelöst  werden. 
Das  erste  aber  hängt  von  der  Gestalt  dieser  Kurven  ab  und  kann 
nur  in  speziellen  Fällen  gelöst  werden. 

Wir  wenden  uns  zunächst  der  Behandlung  des  zweiten  Pro- 
blemes  zu. 

§149. 
Bestimmung  der  Funktion  %x{w). 

Um  die  Funktion  jjj  zu  bestimmen,  setzen  wir 

(1)  Zi  W  =  log /"(w). 

Dann  ist  f{w)  eine  Funktion,  die  in  dem  Kreisringe  K  den  Be- 
dingungen genügen  muß: 

a)  Die  Funktion  f{w)  wird  in  dem  Punkte  c  gleich 
Null,  und  zwar  so,  daß  der  Quotient  f(w)/(w  —  c) 
endlich  und  von  Null  verschieden  bleibt;  abgesehen 
von  dem  Punkte  c  ist  der  absolute  Wert  von  f(w) 
in  dem  Gebiete  K  endlich,  stetig,  eindeutig  und 
von  Null  verschieden. 

b)  Der  absolute  Wert  von  f{w)  ist  an  den  beiden 
Peripherien  hi,  k^  gleich  1. 

Um  eine  solche  Funktion  f(w)  zu  finden,  konstruieren  wir  zu 
einem  beliebigen  Punkte  w,  den  wir  vorläufig  innerhalb  K  an- 
nehmen wollen,  die  Pole  in  bezug  auf  die  beiden  Kreise  Ä^,  Äa, 
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und  nehmen  zu  diesen  Punkten  die  Spiegelbilder  in  bezug  auf  die 
reelle  Achse  Wi  und  w^i  (Fig.  60).    Es  ist  dann 

(2)  wwi  =  q^      ww-i  =  q^\ 

und  w  ist  an  h^  konjugiert  imaginär  mit  w^  an  2^  mit  W-i. 

Hierdurch  wird  das  ganze  Gebiet  K  auf  zwei  angrenzende 
Gebiete  K^^  K^i  konform  abgebildet,  und  die  innere  Begrenzung 
von  Kl  ist  ein  Kreis  mit  dem  Radius  g"*^«,  die  äußere  Begrenzung 
von  K-i  ein  Kreis  mit  dem  Radius  q-'^ 

Auf  dem  Kreise  k^  ist  %  mit  w  konjugiert  imaginär,  und 
ebenso  ist  W-i  auf  ^2  mit  w  konjugiert  imaginär. 

Die  Funktion  f(w)  muß  nun,  wie  aus  der  Symmetrie  folgt, 
eine  reelle  Funktion  sein,  d.  h.  eine  Funktion,   die  für  kon- 

Fig.  60. 


.<"' 

^^ 

"■^'-^ 

"-V 

^^-^  \ 

\ 

\ 

\ 

/    \ 

/ 
/ 
/ 
/ 

.q-y. 

> 

\ 

\ 

/ 

/ 

\ 

\ 

/                          > 

\ 

\ 

'    ■ 

■s\ 

ft^--.  ^ 

\ 

\ 

[ 

Kij^ 

1 

/ 

\        \ 

K 

/ 

/ 

\                        \ 

/ 

/ 

\                                   ^ 

y 

/ 

\ 

\ 

_^ 

/ 

XW_j 

/ 

\ 
\ 

V 

ka 

/ 

/ 

\     ^-» 

M 

/ 
/ 
/ 

\ 

• 

/ 

,' 

\.. 

- 

,'^ 

jugiert  imaginäre  Werte  des  Argumentes  selbst  konjugierte  Werte 
erhält  (und  folglich  für  reelle  Argumentwerte  reell  wird).  Dem- 
nach verlangt  die  Forderung  b),  daß  f{w)f{Wi)  an  Äi,  und 
f{vo)f{w—\)  an  &j  gleich  1  wird: 

(3)  f(y,)f(^r^  =  i,         anfe,, 

Diese  Gleichungen  müssen  aber,  da  sie  an  Linien  erfüllt  sein 
sollen,  identisch  stattfinden. 
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Die  Funktion  f  {w)  soll  nun  in  c  verschwinden.  Folglich 
wird  sie  nach  (3)  und  (4)  unendlich  in  den  Punkten  qc'^y 
g-iß-i^  und  wieder  Null  in  den  Punkten  q^  c^  g~^c^  und  indem 
wir  so  weiter  schließen,  folgt 

f(w)  =  0    in  den  Punkten  c,    q^^c,    q-^c  ..., 

flw)  =  CO    „      „  „         qr-\    q^^cr-\    q^^cr-\..., 

eine  Funktion,  die  diese  Nullpunkte  und  ünendlichkeitspunkte 
hat,  läßt  sich  aber  leicht  durch  ein  unendliches  Produkt  bilden, 
nämlich 

(5)  FW  =  (l  -^)  ^^ . 

TI(>-  f-'c«)  (i  -  ?•—  — ) 

und  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Theorie  der  unendlichen 
Produkte  konvergiert  dieser  Ausdruck ,  da  q  als  echter  Bruch 
vorausgesetzt  war,  für  jeden  endlichen,  von  Null  verschiedenen 
Wert  w. 

Nun  aber  genügt  F{w)  noch  nicht  vollständig  den  Bedin- 
gungen (3)  und  (4),  sondern  es  ist,  wie  eine  sehr  einfache 
Rechnung  zeigt: 

(6)  i'W  !■©  =  .,      F(„)f(±)  =  ^. 

Setzen  wir  aber 

(7)  f(w)  =  ccwß  F{w), 

so  können  wir  die  beiden  Konstanten  a,  ß  so  bestimmen,  daß  (3) 
und  (4)  befriedigt  werden.    Denn  es  ergibt  sich  aus  (6)  und  (7): 

und  es  muß  also 

l=a2$^,     1  =  cc^c-^q-^-ß     ' 
sein.    Daraus  ergibt  sich: 

(8)  1         logg 

^~        2        log^' 

worin  das  Vorzeichen  von  a  beliebig  gewählt  werden  kann. 
Nehmen  wir  das  negative,  so  ergibt  sich: 
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(9)  t  («.)  = 


q^ vo  ^**« « 


m-fh) 


Jf(l-3*->«;c)(l-3«'-i^y 


wodurch  alle  Bedingungen  unserer  Aufgabe  befriedigt  sind. 

Die  unendlichen  Produkte,  die  hier  auftreten,  sind  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bekannt,  und  wir  wollen  sie 
noch  in  die  dort  gebräuchliche  Bezeichnung  übertragen.  Es 
gründet  sich  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  auf  vier 
sogenannte  •Ö'-Funktionen,  die  in  folgender  Weise  durch  unend- 
liche Produkte  dargestellt  sind: 

^,^(t;)=(2n(i-3^^-^e^^»'')(i-a^^-^«-^^*''), 

^  ^  ^1 0  (t^)  =  Qi^'  (e^»^  +  e-^^^)  n  (1  +  g^^'e»''»«)  (1  +  f^  e-^^ »«), 

worin  Q  ein  gemeinschaftlicher,  von  v  unabhängiger  Faktor  ist, 
der  durch  g  so  dargestellt  wird: 

(2=0(1-3^0. 

In  allen  diesen  Produkten  durchläuft  v  die  Reihe  der  natür- 
lichen Zahlen  1,  2,  3,  ...  bis  unendlich. 

Auf  diese  Funktion  wird  nun  der  Ausdruck  (9)  zurück- 
geführt, wenn  wir  setzen 

(11)  ti;  =  e^^»",        c  =  e«''»«, 


—  %nia 


(12)  f(yo)  =  iw    J««^ 


-^iiC^  —  d) 


Der  Ausdruck  vereinfacht  sich  wesentlich  in  dem  besonderen 
Falle,  wo  c  =  1,  also  a  =  0  ist.    Dann  wird 

(■'>  «")  =  'fei- 

Diese  Funktion  ist  doppelt  periodisch  und  läßt  sich  durch 
die  elliptische  Funktion  sinus  amplitudinis  ausdrücken  wie  folgt: 

f{w)  =  iYöcsn(2Kv), 
wenn 


g"— >' 


^ = n  (1  -  «'*)'  (1  +  3""')' 
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gesetzt  ist,  was  für  die  Leser,  die  mit  der  Theorie  dieser  Funk- 
tionen vertraut  sind,  hier  angeführt  sei^).. 

Die  hier  betrachtete  Funktion  f{w)  hat  für  das  Ringgebiet 
und  das  logarithmische  Potential  eine  ähnliche  Bedeutung,  wie 
die  Green  sehe  Funktion  für  das  Newton  sehe  Potential. 

§  löO. 
Konforme  Abbildung  auf  den  Kreisring. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  in  §  148  charakterisierte 
Abbildungsaufgabe  I.  zu  lösen,  was  nur  in  besonders  einfachen 
Fällen  möglich  ist. 

Sehr  leicht  ist  die  Lösung  für  den  Fall,  wo  die  Grenz- 
kurven  s^,  s^  des  Gebietes  S  zwei  Kreise  sind,  die  einander  aus- 

Fig.  61. 


schließen,  auf  Grund  des  Satzes  (§  54),  daß  bei  der  konformen 
Abbildung  durch  gebrochene  lineare  Funktionen  allen  Kreisen  der 
einen  Ebene  auch  ÜLreise  der  anderen  entsprechen.  Legen  wir 
die  Mittelpunkte  der  Kreise  Sj,  s^  auf  die  reelle  Achse  in  der 
igr- Ebene  und  bezeichnen  die  Abszissen  der  Schnittpunkte  der 
Kreise  mit  dieser  Achse  der  Reihe  nach  mit  a,  /3,  y^  d,  so  haben 
wir  w  als  lineare  gebrochene  Funktion  von  ;er  so  zu  bestimmen, 
daß  sich  die  Werte 

«  =  «,  A        y,  * 

gegenseitig  entsprechen. 

Wenn  also  die  vier  Werte  a,  ß^  y,  d,  d.  h.  die  Kreise  Si,  Sj, 
gegeben  sind,  so  ist  q  nicht  mehr  willkürlich,  sondern  durch  die 
gegebenen  Größen  bestimmt    Man  erhält 

l  —  q  1  -4-  q^^*  w y  —  ß  z  —  a 


(1) 


l  -{-  q  l  —  g*'«  w       y  —  a  z  —  ß'^ 


*)  Vgl.  H.  Weber,  Algebra,  Bd.  III,  §  24  und  42  (Braunschweig  1908). 
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^'  VI  +  2/  ~  (y  -  «)  («  - 


3Y  _  (y  -  <3)  (g  -  «) 

und    daraus    ergibt    sich    ein    Wert    von   ^,    der   ein   positiver 
echter  Bruch  ist. 

Schwieriger,  aber  auch  interessanter,  ist  das  folgende  Bei- 
spiel, au  dem  Helmholtz  zuerst  den  Nutzen  der  Abbildungs- 
theorie   für  diese   Art  elektrostatischer  Probleme    nachgewiesen 

hat  1). 

Das  Gebiet  S  sei  begrenzt  durch  zwei  parallele  gerad- 
linige Schnitte,  deren  Endpunkte  die  Ecken  eines  Recht- 
ecks bilden.  Das  Gebiet  S  erfüllt  also  die  ganze  ^-Ebene,  hat 
aber  an  diesen  beiden  Schnitten  Unstetigkeiten ,  und  die  Ränder 
der  Schnitte  sollen  den  beiden  Grenzkreisen  des  Ringgebietes  in 
der  tc;- Ebene  entsprechen. 

Physikalisch  handelt  es  sich  hierbei  um  die  Verteilung  der 
statischen  Elektrizität  auf  zwei  unendlich  langen  ebenen  Streifen, 
die  sich,  etwa  wie  die  Platten  eines  Kondensators,  gegenüber- 
stehen. 

Die  Schnitte  in  dem  Gebiete  S  mögen  parallel  mit  der 
y- Achse  angenommen  werden,  und  ihren  Endpunkten  mögen  die 
Werte  g  =  :\^a  +  ßi  entsprechen. 

Denken  wir  uns  die  Hälfte  des  Gebietes  S,  in  dem  x  einen 
positiven  Wert  hat,  auf  den  Kreisring  abgebildet,  dessen  innerer 
Kreis  den  Radius  1,  und  dessen  äußerer  den  Radius  g-V?  hat, 
so  wird  die  andere  Hälfte  auf  dem  Kreisringe  1,  g*/«  abgebildet, 
wenn  man  dem  Punkte  —  z  den  Wert  l/w  entsprechen  läßt 
(Fig.  62).     Setzen  wir  also 

(3)  0  =  (p  {w\ 

so  wird 

und  die  Funktion  ^(w)  muß  also  die  Eigenschaft  haben: 
(5)  9  (^-j  =  -  9  (w). 

*)  Über  diskontinuierliche  Flüssigkeitsbewegungen.  Monatsbericht  der 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin  vom  13.  April  1868.  Gesammelte 
Abhandlungen,  Bd.  I,  8.  157.  Die  Endforaiel  ist  übrigens  bei  Helmholtz 
nicht  richtig  angegeben. 
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Wir  können,  wie  aus  der  Symmetrie  unserer  Figuren  folgt, 
die  Abbildung  so  annehmen,  daß  konjugiert  imaginären  Werten 
von  w  auch  konjugiert  imaginäre  Werte  von  0  entsprechen, 
d.  h.  so,  daß  (p{tv)  eine  reelle  Funktion  ist.  Eine  Folge  davon 
ist  dann  [nach  (5)],  daß  die  Punkte  w  =  +  l  den  Punkten 
jgf  =  0,  00  entsprechen.  Wir  wollen  festsetzen,  was  freisteht, 
w  -=  -\-  l  sei  das  Bild  von  0  =  00. 

In  zwei  symmetrisch  gelegenen  Punkten  ;er,  0'  des  Schnittes 
ab  haben  wir  die  Werte 

0  z=  a  -\-  yi^         0'  =  a  —  yi  =  2cc  —  0^ 

und  die  entsprechenden  Werte  von  w  sind  w  und  l/qw^  weil  auf 
dem  Kreis  mit  dem  Radius  g~*'«  diese  beiden  Werte  konjugiert 
imaginär  sind.  ^.    ^^ 


d. 
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Es  hat  also  die  Funktion  (p{w)  auf  der  Kreisperipherie  g~*/« 
die  Eigenschaft: 

und  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  müssen  nun  wieder  identisch, 
d.  h.  für  alle  Werte  von  w  befriedigt  sein. 

Außerdem  muß  (p(w)  eine  reelle  Funktion  von  w  sein,  die 
in  dem  Kreisringe  K  nur  in  dem  Punkte  w  =  l  unendlich,  sonst 
überall  endlich  und  stetig  ist. 

Aus  (6)  ergibt  sich  dann  mit  Hilfe  von  (5),  wenn  man  w 
durch  l/w  ersetzt, 

(^^  9'(f)  =  -2«-9>(«;). 

Ferner  ergibt  sich  noch  aus  (5)  und  (6): 

(8)  (p{qw)  =:  —  2a  -\-  q) (w). 

Wenn  nun  umgekehrt  9  (w)  diesen  Forderungen  gemäß 
bestimmt  ist,   so  zeigt  die  Relation  (6),  daß,  wenn  w  und  l/qw 

Bie  mann- Web  er,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    5.  Aufl.  04 
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konjugiert  imaginär  sind,  d.  h.  an  der  äußeren  Kreisperipherie, 
der  reelle  Teil  von  z  =  <3p(u?)  konstant  =;  a  ist,  und  daß  der 
imaginäre  Teil  von  z^  während  w  auf  der  Kreisperipherie  herum- 
geht, sich  zwischen  zwei  endlichen  Grenzen  —  ^  und  ^  bewegt. 
In  den  Endpunkten  der  Schnitte,  d.  h.  da,  wo  der  Wert  von  z 
umkehrt ,  ist  der  Differentialquotient  9'  (yo)  =  0.  Dadurch  wird 
ein  Zusammenhang  zwischen  /3  und  q  hergestellt. 

Denken  wir  uns  durch  (5)  und  (6)  die  Funktion  ^)^yo)  in 
der  ganzen  i(;-Ebene  bestimmt,  so  erhalten  wir  eine  Funktion,  die 
in  allen  Punkten  w  ■=  (£  für  v  =  0,  i  1,  ±  2,  ...  unendlich  wird. 
Demnach  führen  wir  eine  Funktion  0  {yo)  ein,  die  wir  durch  das 
unendliche  Produkt 


00 


(9)       %{yo)  =  (w''^  —  w-''^)  U  (1  —  5'  ^)  (1  —  2'  ^~0 

»=1 

definieren.  Diese  Funktion  geht,  von  einem  konstanten  Faktor 
abgesehen,  in  die  Funktion  ^u{v)  (§  149)  über,  wenn  q  durch 
g2  und  w  durch  e^"*^  ersetzt  wird.  Es  hat  aber  diese  Funktion 
&  (iv),  wie  sich  aus  (9)  leicht  ergibt,  die  Eigenschaft 

0  (w)  =  —  ®  (ur-^), 

und  wenn  wir  also 

(11)  (p(w)  =  2a  — -rf — ^^^  =  2aw  ..;  ( 

^    ^  ^^  ^  dlogw  0{w) 

setzen,  so  genügt  diese  Funktion  allen  Bedingungen,  durch  die 
q){vo)  bestimmt  war. 

Führt  man  die  Entwickelung  (9)  in  (11)  ein,  so  erhält  man 
9(m?)  durch  eine  unendliche  Reihe  dargestellt: 


^  ^    ^  1  —  W  "^^  1  — 


w 


5"  w 


'^  i(;-i 


Wir  unterlassen  es  hier,  auf  die  Einführung  der  elliptischen 
Funktionen  in  diese  Resultate  näher  einzugehen,  bei  der  sich 
auch  eine  explizite  Darstellung  der  Relation  zwischen  q  und  ß 
ergeben  würde. 
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§151. 

Eigenschaften  des  Potentials. 

Wir  haben  in  §  105  unter  einem  Potential  in  einem  Raum  r 
eine  Funktion  V  verstanden ,  die  mit  ihren  ersten  und  zweiten 
Derivierten  in  r  stetig  ist  und  der  Differentialgleichung 

(1)  z/F==0 

genügt,  und  die,  falls  r  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  im  Unend- 
lichen so  verschwindet,  wie  es  dort  angegeben  ist.  J  ist  hier 
abkürzend  für  den  Differentialausdruck  div  grad  V  oder 

gebraucht.  Haben  wir  eine  geschlossene  Oberfläche  0,  so  können 
wir  einen  inneren  und  äußeren  Raum  r,-  und  r«  unterscheiden, 
deren  letzterer  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  und  wir  haben  dem- 
nach innere  und  äußere  Potentiale  F»  und  F«  zu  unterscheiden. 

1.  Durch  die  Oberflächenwerte  Fi  und  F«  ist  so- 
wohl das  innere  wie  das  äußere  Potential  ein- 
deutig bestimmt. 

Denn  nehmen  wir  an,  wir  hätten  zwei  innere  oder  zwei 
äußere  Potentiale  F',  V  mit  denselben  Oberflächenwerten,  so  ist 
V  =  V*  —  V"  ein  Potential  mit  den  Oberflächenwerten  Null 
und  wenn  wir  den  Gauss  sehen  Integralsatz  auf  den  Vektor 
div  {V  grad  F)  in  r,  oder  r«  anwenden,  so  ergibt  sich  [für  r« 
mit  Rücksicht  auf  §  105^  (3)]: 

24* 
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Demnach  muß  V  konstant,  und  da  es  an  der  Oberfläche   ver- 
schwindet, überhaupt  gleich  Null  sein. 

Wir    betrachten    ein    Element    do    der    Oberfläche    0    und 
ziehen  aus  irgend  einem  Punkt  Strahlen  r  nach  der  Umrandung 


Fig.  63. 


von  do.  Diese  Strahlen  bringen  wir  zum 
Schnitt  mit  der  um  p  als  Mittelpunkt  be- 
schriebenen Eiuheitskugel  und  nennen  das 
hierdurch  ausgeschnittene  Stück  dco  der 
Kugel  die  scheinbare  Größe  von  do  für  den 
Punkt  p.  Wir  wollen  dco  positiv  oder  ne- 
gativ rechnen,  je  nachdem  der  Winkel,  den 
die  als  positiv  angenommene  Normale  mit  der 
von  do  nach  p  gezogene  Richtung  r  bildet, 
spitz  oder  stumpf  ist.    Es  ist  dann 

dr  ..       . 

_  =  _  cos  (n,  rl 


r2  -:: —  =  COS  (w,  r), 


(2) 

dn 

(3)  r^dcj  =  cos  (n,  r)  do. 

Wir  wollen  bei  einer  geschlossenen  Oberfläche  0  die  Nor- 
male von  außen  nach  innen  positiv  rechnen.  Von  einem 
inneren  Punkt  gesehen,  bedeckt  die  Oberfläche  die  ganze  Kugel 
ein-  oder  mehrfach,  und  wo  sie  mehrfach  bedeckt,  ist  die  Anzahl 
der  Bedeckungen  ungerade  und  das  Vorzeichen  von  rfco  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ.  Daher  ist  für  einen  inneren 
Punkt  das  über  die  ganze  Fläche  0  genommene  Integral 


(4) 


}"•  = 


=  4jr. 


Ist  p  ein  äußerer  Punkt,  so  heben  sich  je  zwei  Elemente  dco 
auf  und  es  ist 

(5)  fdaj==0. 

a 

Liegt  p  in  der  Oberfläche  selbst,  so  ist  I  do  =  sr. 

Nun  haben  wir  für  einen   inneren  Punkt  p  nach  §102  (11): 
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Wenden  wir  diese  Formel  auf  eine  um  p  beschriebene  Kugel  mit 
dem  Radius  r  an,  so  ist  zu  setzen: 


r 1 

8n  ~  rä' 

und  es  folgt 


|Ido  =  0,    [§102(1)] 


4wr«F, 


=  lVdo, 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

{V  —  Vf)do  =  0. 


Hieraus  folgt,  daß  V  —  Vp  weder  auf  der  ganzen  Kugel 
positiv,  noch  auch  auf  der  ganzen  Kugel  negativ  sein  kann,  wie 
klein  auch  r  genommen  sei;  V — V^  muß  also  in  der  Um- 
gebung von  p  das  Zeichen  wechseln.  Die  Kugel,  die  wir  hier  be- 
trachtet haben,  kann  ganz  innerhalb  des  inneren  oder  des  äußeren 
Raumes  liegen,  darf  nur  die  Oberfläche  0  nicht  schneiden,  und 
F  kann  also  innerhalb  eines  dieser  Räume  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  haben. 

Hieraus  folgt  für  den  Raum  r» 

2.  Der  größte  und  der  kleinste  Wert,  den  ein 
inneres  Potential  Vi  haben  kann,  liegt  an  der 
Oberfläche  0  des  Raumes  r»-. 

§152. 

Mittelwerte  1). 

Ist  f  eine  an  der  Oberfläche  0  gegebene  Ortsfunktion  und 
p  ein  innerer  oder  äußerer  Punkt,  so  heißt  das  über  die  Fläche  0 
erstreckte  Integral 


^)  Angust  Beer,  Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die  Lehre  vom 
Magnetismus  und  die  Elektrodynamik,  Braunschweig,  Priedr.  Vieweg  &  Sohn, 
1865.  Nach  des  Verfassers  Tod  herausgegeben  von  Plücker  (S.  61  f.).  — 
(C.  Neumann,  über  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels.  I.  Abhandlgn. 
der  sächsischen  Gesellschaf t  d.  Wiss.  1887.  Encyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften ,  Bd.  n ,  Heft  4 ,  Artikel  Potentialtheorie.)  —  Einen  ähnlichen 
Weg  hat  ohne  Zweifel  Dirichlet  eingeschlagen,  wie  sich  aus  folgender 
Stelle  eines  Briefes  von  Jacobi  an  Fr.  Neumann  aus  dem  Jahre  1864  er- 
gibt, den  Königsberger  in  seiner  Jacobi-Biographie  mitteilt.  „Dirichlet 
sagte  mir  neulich,  er  habe  zu  seiner  Freude  ein  Problem  gelöst,  mit  dem  er 
sich  lange  beschäftigt,    die  Verbreitung  der  Elektrizität  auf  einem   recht- 
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.  1 
0  - 


/*— ^  do  =  -j—     f  dGi 
'   dn  4:7t j  ' 


(1)  y^± 

4:7t 

«/ 

der  Mittelwert  der  Funktion  f  im  Punkt  p^  und  |?  ist  das 
Zentrum  dieses  Mittelwertes.     . 

Diese  Funktion  V  hängt  außer  von  der  Funktion  f  von  den 
Koordinaten  des  Punktes  |?  ab  und  kann  nach  §106  als  Newton- 
sches  Potential  einer  mit  dßr  Dichtigkeit  //43r  über  0  aus- 
gebreitete Doppelschicht  betrachtet  werden.  Sie  genügt  daher 
der  Differentialgleichung  z/F  =  0.  Geht  der  Punkt  p  an  einer 
Stelle  q  durch  die  Oberfläche  hindurch,  so  erfährt  V  eine  sprung- 
weise Änderung  nach  §  105  (7).    Es  ist  also 

(2)  n,  -  F,„  =  /•„ 

wenn  Fg,,  Vqa  die  Werte  der  Funktion  F  an  der  Innen-  und 
Außenseite  im  Punkt  q  bedeuten» 

Liegt  das  Zentrum  q  des  Mittelwertes  Fg  in  der  Oberfläche 
selbst,  so  ist  das  Integral  (1)  nicht  über  die  VoUkugel  C9  zu 
erstrecken,  sondern  nur  über  einen  Bruchteil,  der,  wenn  die 
Fläche  bei  q  stetig  gekrümmt  ist,  in  die  Halbkugel  übergeht 
Eine  leichte  geometrische  Anschauung  (die  man  sich  an  einer 
Kugel  und  an  einem  Kegel  klar  machen  möge)  ergibt  dann: 

.3N  n<  =  n  +  (1  -  0)  /« 

wenn  S  den  Teil  der  Einheitskugel  bedeutet,  der  von  dem  Punkt  q 
aus  gesehen,  von  den  diesem  Punkt  q  benachbarten  Teilen  des 
Raumes  r  verdeckt  wird. 

Ist  die  Fläche  0  an  der  Stelle  q  stetig  gekrümmt,  so  wird 

&  :=  -  und  man  erhält 

^,.  =  n  +  J/i 
(4) 

V     —  F    -  f 

Vq  ist  durch  ein  Flächenintegral  gegeben  und  (3),  (4)  dienen 
also  zur  Bestimmung  von  Fg,-,  Vqa* 

winkligen  ParaUelepipedum ;  die  Form  der  Entwickelung  schreitet  nach 
einfachen,  doppelten,  dreifachen  usw.  Intep^ralen  fort."  Augenfällig  erinnert 
diese  Bemerkung  an  die  neuerdings  viel  behandelten  Methoden  der  Integral- 
gleichungen, in  dieren  Gebiet  das  fragliche  Problem  offenbar  gehört. 
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Wir  bilden  eine  Reihe  von  Mittelwerten  auf  der  Oberfläche  0, 
indem  wir  setzen 

(5)  f  =  ^lfd-,  f'  =  ^\f^'"^  r=5^jr^«.,... 

Diese  Integrale  haben  sich  an  einer  stetig  gekrümmten  Stelle 
auf  die  Halbkugel  zu  erstrecken,  so  daß,  wenn  f  eine  Konstante 
ist,  alle  Funktionen  /^,  f\  f'\  ...  derselben  Konstanten  «gleich 
werden.  Wenn  /"stetig  ist,  so  sind  auch  f^  f\  f'\  ...  stetige  Orts- 
funktiouen. 

Wir  machen  zunächst  die  Voraussetzung,  daß  die  Fläche  0 
konvex  sei,  d.  h.  daß  jede  Verbindungslinie  von  zweien  ihrer 
Punkte  keinen  anderen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein  hat.  Dies 
hat  zur  Folge,  daß  alle  in  den  Formeln  (5)  vorkommenden 
Elemente  dto  positiv  sind. 

3.  Daraus  läßt  sich  beweisen,  daß  die  nach  (5) 
definierte  Funktion  f^^  sich  mit  unendlich  wach- 
sendem V  einem  konstanten  Wert  C  nähert. 

Es  sei  nämlich  G  der  größte  und  K  der  kleinste  Wert  der 
Funktion  f  auf  0  (obere  und  untere  Grenze).  Wir  teilen  0  in 
zwei  Teile  a  und  /3,  so  daß 

auf«:     /•>!((?  +  £), 

wobei  wir  Punkte,  in  denen  f  =  -  {G  -f  ^  ist,  nach  Belieben 
zu  a  oder  zu  ß  rechnen  können.     Dann  ist 

(6)  j  dco  4- 1  dco  =  2;r 

für  jeden  Punkt  p,  in  dem  0  stetig  gekrümmt  ist,  und 

27t f  >  ^  fdoj  +  i  (G  +  K)  [ d(ö, 

(7)  «  /^ 

27tf  <^{G-{-lC){do-^  G[d(o, 


8 


weil  das  erste  Mal  f  in  der  Definitionsgleichung  (5)  durch  die  zu 
kleinen  Werte  K  und  -  {G  A-  K)  das  zweite  Mal  durch  die  zu 
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großen  Werte  -^  {G  -\-  K)  und  G  ersetzt  ist,  und  nach  der  Vor- 
aussetzung l(2c},  I  dc9  positiv  sind. 

a  ff 

Ist  also  6r'  der  größte,  JT'  der  kleinste  Wert  von  /*,  so  ist 
nach  (7) 

2n;E'>E{dcj-^^{G  +  K){d(D 

(8)  "  ^ 

2jr  G'  <  1  (6^  +  Z)  [ doj  +  6?  j  doj, 

a.  li 

und  hieraus  durch  Subtraktion  mit  Rücksicht  auf  (6) 

(9)  G^  ^E<^iG-K). 

Durch  nochmalige  Anwendung  desselben  Schlusses  folgt  weiter: 

ö"  -  K"  <^{G'-  m)  <  1  ((?  -  z) 

und  allgemein 

G(v)  _  J5:(.)  <  1.  (ö  _  ^). 

Es  nähert  sich  also  die  Differenz  G<*^  —  K^'^  mit  unendlich 
wachsendem  v  der  Grenze  Null,  also  f^^^  einer  konstanten  Grenze, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

Bildet  man  nun  nach  (1)  die  Reihe  der  Mittelwerte  für  einen 
beliebigen  Punkt  p: 

und  beachtet,  daß  Lim  /*(">  =  C  ist,  so  folgt: 

Lim   V^^  =  C  für  einen  inneren  Punkt 

^    ^  Lim   F(*)  =  0  für  einen  äußeren  Punkt. 

V  =  00 

Hiernach  können  wir  uns  bei  dem  Beweis  des  Satzes  3.  wenig- 
stens in  gewissem  Umfang  von  der  Voraussetzung  freimachen, 
daß  die  Fläche  0  konvex  sei.  Der  Satz  gilt  nämlich  dann,  wenn 
der  Raum  r  sich  durch  Zwischenwände  in  mehrere  Teile  r^,  tg, 
mit  den  konvexen  Oberflächen  0^,  Og  zerlegen  läßt. 

Gibt  man  der  Funktion  f  an  den  Zwischenwänden  beliebige 
Werte,  so  läßt  sich  das  Integral  f^"^  in  der  Weise  zerlegen: 


G7 
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0  Ol  Og 

weil  sich  die  über  die  Zwischenwände  genommenen  Bestandteile 
der  Integrale  rechts  gegenseitig  aufheben.  Ein  Punkt  q  der 
Fläche  Ol  ist  aber  in  bezug  auf  Og  ein  äußerer,  und  folglich  ist 

der  Grenzwert  von  j /'(")(? o  =  0.        Ist  also  |  f^"^  d  cd  =z  2  n  C, 

so  ergibt  sich  für  das  über  0  genommene  Integral  derselbe 
Grenzwert. 

§153. 
Gleichgewicht  der  Elektrizität  auf  einem  Leiter. 
Wir  beziehen  jetzt  die  Funktionen 

auf  einen  beliebigen  veränderlichen  Punkt  im  Inneren  von  r. 
Die  Werte,  die  diese  Funktionen  an  der  Innenseite  der  Ober- 
fläche 0  annehmen,  wollen  wir  mit  Vi^  Fi,  FJ'  bezeichnen. 

Dann  ist  nach  §152  (4)  (wo  jetzt  der  Index  q  weggelassen 

werden  und  nach  §  152  (5)  und  (10)  Vq  =  -^f  gesetzt  werden  kann) : 

(2)  y'i = ^  (r  +  /•") 

y'i = \  if"  +  f") 


Daraus    ergibt    sich    wieder    für    einen    beliebigen    inneren 
Punkt  p  nach  (1): 

(3)  ^JF;da,  =  i(F'+F") 

i^JF;'da)  =  i(F"  +  F"') 


378  Siebzehnter  Abschnitt.  §  153. 

Die  Funktionen   F,  F',  V"  sind  hier  innere  Potentiale,  und 
wir  erhalten  also  aus  der  Green  sehen  Formel  [§151  (6)]: 

(4)  F=-^fF,dü)--Lfi|i^do, 
'^  4:7t J  inj  r  dn 

und  nach  (3) 

2nj  r  dn 

worin  9  V/dn  der  innere  Oberflächenwert  ist. 
Auf  diese  Weise  ergibt  sich: 

V-V    =-'{l'^äo,  ■ 

27t  j  r  dn 

(5)  F'  -F"  =_i.fi^'do, 
^  ^  27t  j  r    dn 

1    n   oF" 
27t  j  r    dn 


und   da  sich    F(*>  mit  unendlich  wachsendem  v  der  konstanten 
Grenze  C  nähert,  so  folgt  durch  Addition  aller  der  Formeln  (5) 

(6)  F=C-^fi(|r+|^  +  ^'  +  -)^o. 
^  27t j  r  \dn    ^     dn    ^     dn     *        ) 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  es  sei  F^  das  innere  Potential 
von  irgend  welchen  gegebenen  Massen,  die  teils  außerhalb,  teils 

auf  der  Fläche  0  mit  Flächendichtigkeit  verteilt  sind,   und  -^f 

sei  der  Wert,  den  F<>  auf  der  Innenseite  von  0  bei  stetiger  An- 
näherung annimmt.    Dann  ist  wieder  nach  der  Formel  (4) 

(7)  Fo  =  —    fd(o  —  -;—    —  ^— 
^  ^  S7t j  4:7t j   r     dn 

"~  2  43rJ    r     dn        • 

und  aus  (6)  folgt,  wenn  man  den  hieraus  folgenden  Wert  von  V 
einsetzt: 

2  ^  4jrJ   r  Va«  ^  OM  ^  ön  ^      / 

Setzen  wir  also 

la.  1   Z»^"    ,    8F   ,    gF'  \ 
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SO  wird 

(9)  lc=F*+|^ 
und  nach  §  102  (1): 

(10)  L  do  =  0. 

Denken  wir  uns  also  über  die  Oberfläche  0  Elektrizität  mit 
der  Flächendichtigkeit  p  ausgebreitet,  so  gibt  diese  mit  V^  zu- 
sammen ein  konstantes  Potential  und  steht  also  im  Gleich- 
gewicht. 

Also  haben  wir: 

3.  Es  ist  Q  die  Dichtigkeit  der  Elektrizität,  die 
durch  die  gegebenen  äußeren  Massen  auf  dem 
Leiter  r  induziert  wird,  deren  Gesamtmenge  nach 
(10)  gleich  Null  ist. 

Die  Funktion  Fo  und  also  auch  dV^/dn  sind  hier  als  ge- 
geben zu  betrachten.  Dann  kann  man  die  Funktionen  F,  F'  F" . . . 
aus  (1)  durch  wiederholte  Integration  bestimmen  und  erhält  q 
nach  (8)  durch  eine  unendliche  Reihe.  Daß  diese  unendliche 
Reihe,  durch  die  das  Integral  in  (9)  ausgedrückt  ist,  konvergiert, 
folgt  aus  dieser  Formel.  Es  ist  aber  dadurch  nicht  ausgeschlossen, 
daß  Q  selbst  in  Punkten  oder  Linien  unendlich  wird.  Das  muß 
an  Kanten  oder  an  Ecken  eintreten. 

Die  Formel  (10)  zeigt,  daß  außer  der  durch  die  gegebenen 
Kräfte  induzierten  Elektrizität  dem  Leiter  keine  Elektrizität  mit- 
geteilt sein  kann,  wenn  die  Formel  (9)  das  Gleichgewicht  geben 
soll.  Um  aber  auch  den  Fall  des  Gleichgewichts  zu  behandeln, 
wenn  dem  Leiter  eine  gewisse  Elektrizitätsmenge  e  mitgeteilt  ist, 
und  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  kann  man  so  verfahren: 

Man  nehme  zunächst  die  Menge  e  nach  einem  willkürlich 
anzunehmenden  Gesetz  mit  der  Dichte  6q  (z.  B.  6q  =  const) 
über  0  verteilt  an,  und  suche  die  hierdurch  auf  0  induzierte 
Dichtigkeit    Dann  hat  man  zu  setzen 

(11)  Vo=j'-^, 


(12)  e=j 

und  (9)  ergibt: 


öado 


(13)  2-  ^'  =  j 


i  c={  Ö£+_£M?. 
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Daraus  folgt,  daß  <Jo  4-  p  die  Verteilung  einer  auf  0  für 
sich  im  Gleichgewicht  stehenden  Elektrizitätsmenge  e  ist,  und 
damit  ist  auch  dieser  Teil  des  Problems  gelöst. 

Das  Ergebnis  dieser  Betrachtung  läßt  sich  in  folgender  Weise 
übersichtlicher  darstellen. 

Setzt  man 
SO  folgt  aus  (7): 

und  aus  (5)  ergibt  «ich  die  folgende  Kette  von  Darstellungen  der 


■•=! 


OndO 


.       .     ,     1   d^*  1  T^       [<ido 

*^  — *^  +4«  8«'  2  '^  — J     r    ' 
(14) 

^      ^  4«  8n'  2  J     r    ' 


Hiernach   kann  0'*^   aufgefaßt   werden  als    eine  elektrische 
Verteilung,  der  das  Potential 


entspricht,  und  da  F^")  mit  unendlich  wachsendem  v  einen  kon- 
stanten Grenzwert  hat,  so  ist 

(15)  <y«  +  9  =  Lim  6<y\ 

die  dem  Gleichgewicht  entsprechende  Verteilung,  wie  auch  aus 
(14)  nach  (8)  und  (13)  folgt. 

Die  nach  (14)  rekurrend  zu  berechnenden  <J,  6\  ö", ...  geben 
also  sukzessive  Korrektionen  des  einmal  willkürlich  angenommenen 
ö<>,  die  um  so  besser  werden,  je  weiter  die  Rechnung  fortgesetzt 
wird. 
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§  154. 
Beispiel. 

August  Beer,  dem  wir  die  im  vorigen  Paragraphen  ent- 
wickelte Methode  verdanken,  wendet  sie  auf  ein  homogenes  elek- 
trisches Feld  an. 

Ein  solches  elektrisches  Feld  erhalten  wir,  wenn  wir  für  V 
eine  lineare  Funktion  der  Koordinaten  x^  j/,  js  setzen,  und  es  genügt, 
V  =  X  anzunehmen,  weil  sich  daraus  der  allgemeine  Fall  zu- 
sammen setzen  läßt.  Wir  führen  in  ein  solches  Feld  zunächst 
einen  beliebigen  Körper  r  ein,  und  nehmen  einen  inneren  Punkt  p 
mit  den  Koordinaten  x^  y,  js.  Bezeichnet  r  den  Radiusvektor 
eines  beliebigen  Punktes,  von  p  gerechnet,  so  ist,  wenn  dm  das 
Flächenelement  der  Einheitskugel  ist, 

dt  =  r^drdci) 

das  Volumelement,  und  wenn  d^  den  Winkel  von  r  gegen  die 
X-Achse  bedeutet,  so  ist 

X  =  j—  cos-ö"  =  I  j  cos-ö-dodr  =    rcos-d-doj 

die  a;-Komponente,  der  Anziehung  des  mit  der  Massendichte  1 
erfüllten  Körpers  r  auf  den  Punkt  p.  Hierin  ist  die  Integration 
über  die  ganze  Einheitskugel  zu  erstrecken,  und  r  bezieht  sich 
im  letzten  Integral  auf  die  Punkte  der  Oberfläche  von  r. 

Ist  I  die  iT-Ordinate  des  Elementes  do  der  Oberfläche,  so 
ist  /",  d.  h.  der  Wert  des  Potentials  V  an  der  Oberfläche,  =  | 
zu  setzen,  und  es  ist  |  —  x  =^  rcos-ö",  folglich  nach  §  153  (1) 


4:7tV=\{x-}-rcosd')do 


oder 

(1)  ^=-+^^- 

Bei   einem   Ellipsoid   ist    aber  die   ic- Komponente   der   An- 
ziehung auf  einen  inneren  Punkt  nach  §113  mit  x  proportional. 

Wir  setzen 

X  =  —  4^06^;, 

worin  a  eine  von  den  Achsen  des  Ellipsoids  abhängige  Konstante 
ist,  nämlich: 
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'''  "^'i(«-+')}/(i+i)('+p)('+?y 

Demnach  wird  nach  (1) 

(3)  r={l—a)x, 

und  F^*)  =  (1  —  «)"  X  nähert  sich  der  Grenze  Null.    Die  Dichtig- 
keit der  induzierten  Elektrizität  ist  nach  §  153  (8): 

Q  =  ^  C08(«a;)[l  +(1-«)  +  (!_«)«  +  ...]  =  ^^^, 

wenn  cos  (na;)  der  Cosinus  des  Winkels  der  Normalen  gegen  die 
ic- Achse  ist. 
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Magrnetlsmus. 


§  155. 
Das  magnetische  Gleichgewicht. 

Nach  der  Hypothese  von  Maxwell  tritt  im  Äther  und  in 
anderen  Körpern  neben  der  elektrischen  Spannung  eine  magne- 
tische Spannung  auf,  die  genau  denselben  Gesetzen  folgt,  wie  die 
elektrische  Spannung.  Um  die  eine  Theorie  aus  der  anderen 
abzuleiten,  ist  nur  eine  Veränderung  in  der  Bezeichnung  nötig. 

Wir  nehmen  einen  magnetischen  Kraftvektor  9)1  und 
einen  Verschiebungsvektor  "^  an,  zwischen  denen  diö  Relation 
besteht: 

(1)  4Ä^  =  ^9n, 

worin  fi  eine  der  Dielektrizitätskonstanten  entsprechende  magne- 
tische Konstante  ist,  die  für  das  Vakuum  gleich  1  angenommen 
wird.  Sie  heißt  die  Diamagnetisierungskonstante  oder  auch 
die  Permeabilität  und  ist  ihrer  Natur  nach  eine  positive  Zahl. 
Der  Vektor  ^  wird  auch  die  magnetische  Polarisation  ge- 
nannt. 

Die  Betrachtungen  des  fünfzehnten  Abschnittes  über  Elek- 
trizität lassen  sich  dann  auf  die  magnetischen  Erscheinungen 
übertragen,  wenn  durchweg 

6,    %    s 
durch 

ersetzt  wird.  Es  sind  jedoch  folgende  wesentliche  Unterschiede 
vorhanden. 

Die  für  die  magnetischen  Erscheinungen  wichtigsten  Körper, 
Eisen  und  Stahl,  folgen  diesen  Gesetzen  nicht    Bei   diesen  ist. 
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wie  die  Erscheinungen  des  remanenten  und  permanenten  Magne- 
tismus (die  sogenannte  Hysteresis)  zeigen,  die  Polarisation  der 
magnetischen  Kraft  keineswegs  proportional.  Die  Polarisation 
folgt  der  magnetischen  Kraft  nur  mit  einer  gewissen  Verzögerung 
oder  Trägheit,  und  es  bleibt  ein  Teil  von  ihr  zurück,  auch  wenn 
die  magnetische  Kraft  aufgehört  hat  zu  wirken.  Dieser  Umstand 
setzt  der  mathematischen  Behandlung  der  magnetischen  Erschei- 
nungen große  Schwierigkeiten  entgegen  und  zwingt  uns,  die  Be- 
trachtung auf  zwei  ideale  Grenzfälle  zu  beschränken,  die  dem  in  der 
Gleichung  (1)  ausgesprochenen  Gesetze  gehorchen,  und  denen 
sich  die  wahren  Vorgänge  in  höherem  oder  geringerem  Grade 
annähern.  Diese  beiden  Fälle  bezeichnen  wir  als  den  dfes  voll- 
kommen weichen  Eisens  und  des  vollkommen  harten 
Stahls,  aus  dem  die  permanenten  Magnete  bestehen. 

Außerdem  sind  es  noch  folgende  Unterschiede,  durch  die 
sich  die  Theorie  der  magnetischen  Erscheinungen  von  der  der 
elektrischen  unterscheidet: 

1.  Bei  den  Magnetisierungskonstanten  fi  kommen  weit  größere 
Unterschiede  vor  als  bei  den  Dielektrizitätskonstanten. 
Während  6  bei  allen  Körpern,  soweit  bekannt,  größer 
als  1  ist,  zerfallen  die  Körper  in  bezug  auf  die  Magne- 
tisierungskonstante /i  in  zwei  Klassen,  die  diamagneti- 
schen, bei  denen  ^  kleiner  als  1  ist,  und  die  paramagne- 
tischen, bei  denen  ^  größer  als  1  ist.  Im  harten  Stahl 
wird  /i  nahe  gleich  1  angenommen,  während  /i  im  weichen 
Eisen  einen  sehr  großen  Wert  hat. 

2.  Es  gibt  keine  Leiter  des  Magnetismus  in  dem  Sinne, 
wie  es  Leiter  der  Elektrizität  gibt. 

3.  Nennt  man,  wie  bei  der  Elektrizität,  die  Größe  div^^ 
den  wahren  Magnetismus,  so  ist  wahrer  Magnetismus 
nur  in  den  permanenten  Magneten,  also  im  harten  Stahl 
vorhanden. 

Es  ist  also  überall,  mit  Ausnahme  der  permanenten 
Magnete 

(2)  div  ^  ==  0. 

In  einem  permanenten  Magnete  ist 

(3)  div  ^  =  m, 

die  Dichtigkeit  des  wahren  Magnetismus,  eine  gegebene 
Funktion   des   Ortes,    von   der  noch   angenommen   wird, 
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daß  die  in  einem  solchen  Körper  vorhandene  Gesamt- 
menge verschwinde,  daß  also  das  über  das  Volumen  eines 
permanenten  Magneten  genommene  Integral 


(4)  I 


mdt  =  0 


sei. 
4.  Auch   an   Flächen    tritt   wahrer  Magnetismus   nicht  auf, 
d.  h.  die  Normalkomponente  P„  ist   an  jeder  Fläche  zu 
beiden  Seiten  gleich  i). 
Nach  diesen  Voraussetzungen  ist  die  in  dem  Volumelement 
dz  enthaltene  Menge  magnetischer  Energie  (§133) 

(5)  dT=  ^FMdr  =  1  {P,M,  +  PyMy-^  P,M,)dt, 

oder  auch 

(6)  =  JL  (jtf  I  _{_  MI  +  MI)  dt, 

und  die  Aufgabe,  das  magnetische  Gleichgewicht  in  einem  Felde 
zu  bestimmen,  in  dem  keine  mechanischen  Bewegungen  statt- 
finden, ist  mathematisch  gar  nicht  verschieden  von  dem  elek- 
trostatischen Problem  unter  der  Voraussetzung,  daß  in  einem 
elektrischen  Felde  von  veränderlicher  Dielektrizitätskonstante  ein- 
zelne mit  wahrer  Elektrizität  geladene  Nichtleiter  eingebettet 
sind.  Es  fallen  nur  hier  die  besonderen  Bedingungen  weg,  die 
auf  der  Gegenwart  von  Leitern  im  Felde  beruhen;  dagegen  tritt 
die  Verschiedenheit  von  /i  hier  weit  mehr  in  den  Vordergrund. 

Die  Bedingungen,  die  sich  hier  ergeben,  sind  demnach  wie 
im  §  134  die  folgenden. 

Die  magnetische  Kraft  hat  überall  ein  Potential  tp, 

dx  ^  dy  dz 

II.    Die  Funktion  9  ist  im  ganzen  Felde   stetig  und  genügt 
der  Differentialgleichung 

^  ^  ^  dx    ,      "^  dy    ,  dz 

dx  dy       ^       dz 


*)  Vgl.   H.  Hertz:    „Über   die    Grund gleichungen   der   Elektrodynamik 
für  ruhende  Köi'per",  a.  a.  0. 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  25 
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worin  tn  überall  außerhalb  der  permanenten  Magnete 
verschwindet,  in  den  permanenten  Magneten  eine  der 
Bedingung  (4)  genügende  gegebene  Ortsfunktion  ist. 

III.  An  einer  Fläche,  in  der  zwei  verschiedene  Werte  von  ft 
zusammenstoßen,  ist  P»  stetig,  also 

IV.  Befinden  sich  im  Unendlichen  keine  magnetischen  Mengen, 
so  verschwindet  q)  im  Unendlichen,  wie  die  — 2te  Potenz 
der  Entfernung. 

Durch  diese  Bedingungen  ist  die  Funktion  9,  wie 
schon  bei  der  Elektrostatik  gezeigt  ist,  eindeutig  be- 
stimmt. ^ 

§156. 

Permanente  Magnete. 

Wenn  in  dem  ganzen  Felde  ft  =7  1  ist,  was  wir  anzunehmen 
haben,  wenn  nur  permanente  Magnete  im  leeren  Räume  oder  in 
der  Luft  in  Betracht  kommen,  so  geht  §  155  (7)  in  die  Glei- 
chung 

(1)  J  q>  =  —  ^nm 

über,  deren  allgemeines  Integral  wir  bereits  im  elften  Abschnitt, 
§105  (8)  dargestellt  haben.    Es  ergibt  sich  danach: 

(2)  '^""J"T"' 

worin  r  den  Abstand  des  Punktes  x^  y,  z  von  dem  Element  dz 
bedeutet,  und  die  Integration  nur  über  den  Teil  des  Raumes 
zu  erstrecken  ist,  in  dem  m  von  Null  verschieden  ist,  d.h.  über 
die  permanenten  Magnete  des  Feldes 

Für  die  gesamte  Energie  des  Feldes  finden  wir  nach  §  155  (6) 
den  Ausdruck: 

Nach  der  Formel 


(ny = 


^^  dx  d^w 

—  (p 


dx  ^  dx^  ' 

und  nach  §155,  I.  können  wir  hierfür  auch  setzen: 
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(4)  T=-i^jdiv<]paRdr-i^J9Z/(pdr. 

Da  der  Vektor  q>^  nicht  an  Flächen  unstetig  ist,  und  nach 
§155,  I.  im  Unendlichen  stärker  als  die  —  2te  Potenz  der 
Entfernung  verschwindet,  so  ist  nach  dem  Gauss  sehen  Satze 
das  erste  Integral  in  dieser  Formel  gleich  Null  (§  1Ö8),  und 
es  folgt,  wenn  ^<p  nach  (1)  =  —  4;rm  gesetzt  wird: 


(5)  ^=11'*' 


mdt. 


m^m'^dx^dz^ 


Dieser  Ausdruck  wird  auch  das  Potential  des  Systems 
auf  sich  selbst  genannt. 

Eine  Änderung  in  der  gegenseitigen  Lage  der  Teile  des 
Systems  wird  einen  gewissen  Arbeitsaufwand  erfordern,  der,  wenn 
in  jedem  Augenblicke  die  Bedingungen  des  magnetischen  Gleich- 
gewichtes als  erfüllt  angesehen  werden  können,  durch  den  Zu- 
wachs, den  die  Größe  T  erfährt,  gemessen  wird  (§  127). 

Nehmen  wir  an,  daß  zwei  permanente  Magnete  ifeTi,  M^  vor- 
handen seien,  so  zerfällt  der  Ausdruck  T  in  drei  Teile: 

worin  nach  (5)  und  (2) 

y  _  CCm^m\dx^dx\ 

T.  =  [[ 

J  J  '22 

/yx  j   _(^m^m^dt^dx^ 

JJ  ^12 

gesetzt  werden  kann.  Hierin  sind  Tj,  T^  die  Potentiale  der 
Magnete  Jfi,  M^  auf  sich  selbst,  während  Tja  das  Potential 
der  beiden  Magnete  aufeinander  genannt  wird. 

Die  Bedeutung  dieser  doppelten  Integrationen  ergibt  sich 
von  selbst.  Zur  Erläuterung  sei  aber  noch  bemerkt,  daß  z.B., 
um  Ti  zu  bilden,  irgend  zwei  Elemente  dr^,  dx\  des  Magneten 
Ml  mit  den  zugehörigen  Dichtigkeiten  mj,  m\  multipliziert  und 
das  Produkt  m^m'^dx^dx'^  durch  die  Entfernung  r^  von  dr^,  dT\ 
zu  dividieren  ist.  Jedes  solche  Produkt  kommt  dann  nach  (2) 
und  (5)  zweimal  in  T  vor,  und  die  Summe  aller  dieser  ist  Ti, 
wenn  in  den  Integralen  (6)  jedes  solche  Produkt  nur  einmal  ge- 
nommen und  deshalb  der  Faktor  V2  weggefallen  ist. 

05* 


mdz 
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Wenn  jetzt  die  Magnete  Jl/i,  -Mg  gegeneinander  bewegt  werden, 
ohne  daß  ihre  Gestalt  und  Magnetisierung  geändert  wird,  so 
bleiben  Ti  und  Tg  ungeändert,  und  der  Zuwachs  von  T^  allein 
gibt  die  Arbeitsgröße,  die  bei  dieser  Veränderung  aufgewandt 
wird.  Dies  ist  die  Grundlage  für  die  Berechnung  der  gegen- 
seitigen Einwirkung  zweier  permanenter  Magnete. 

§157. 

Die  magnetischen  Momente. 

Das  über  das  Volumen  eines  permanenten  Magneten  aus* 
gedehnte  Integral 

(1)  9  =  j 

das  in  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  vorkommt,  heißt 
das  Potential  dieses  Magneten.  Es  ist  eine  von  diesem  Magneten 
und  seiner  Lage  allein  abhängige  Funktion  des  Ortes,  die  im  Un- 
endlichen verschwindet. 

Bezeichnen  wir  mit  x^^  y^,  g^  die  Koordinaten  eines  Punktes 
im  Inneren  des  Magneten  und  mit  x^  t/,  ^  die  Koordinaten  eines 
entfernten  Punktes  und  setzen 

iJ2  =  a;2  -f  t/2  _|_  ^2^ 

r^  =  {x-  x,y  +  (y  —  y^y  -{- {is  -  z,y, 

so  folgt  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  rrj,  i/i,  jSi^  wenn 
wir  nach  dem  zweiten  Gliede  abbrechen: 

^^^  V  —  B~^  W^  ' 

und  wenn  wir  also 

(3)  a  =  Lrimdr,     ß  =  \y^mdt,     y  ^=\js^mdx 
setzen,  so  folgt  aus  (1)  mit  Rücksicht  auf  die  Relation 

(4)  |mrfr  =  0, 

für  (p  die  Darstellung 

(b^  w  —  «^  +  ^y  +  yz 

welche  gültig  ist,  wenn  man  Glieder  von  der  Ordnung  l/ü^ 
gegen  die  Ordnung  l/JJ^  yernachlässigen  kann. 
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Die  Summen  a,  /),  y  heißen  die  magnetischen  Momente 
bezüglich  der  Koordinatenachsen.  Sie  ändern  Qich  nicht,  wenn 
der  Koordinatenanfangspunkt  unter  Beibehaltung  der  Richtung 
der  Koordinatenachsen  verlegt  wird,  und  transformieren  sich  bei 
einer  Drehung  des  Koordinatensystems  ebenso  wie  die  Koordinaten 
eines  Punktes.    Setzen  wir  also 

(6)  l  =  Vö?"+~?M-T^ 

und  definieren  eine  Richtung  A  durch 

(7)  l  cos  (A,  a;)  =  a,    l  cos  (A,  y)  =  /J,    l  cos  (A,  js)  =  y, 

so  sind  l  und  die  Richtung  X  von  der  Lage  des  Koordinatensystems 
unabhängige,  dem  gegebenen  Magneten  eigentümliche  Konstanten; 
A  heißt  die  Achse  und  l  das  Moment  (oder  auch  das  Haupt- 
moment) des  Magneten.   Isti/  eine  beliebige  andere  Richtung  und 

(8)  n  =  l  cos  (A,  v) , 

so  heißt  n  das  Moment  in  bezug  auf  die  Richtung  v.  Lassen 
wir  den  Punkt  x^  y^  z  in  der  Richtung  v  ins  Unendliche  gehen 
und  bezeichnen  seine  Entfernung  von  einem  festen  Anfangs- 
punkte mit  ü,  so  ergibt  sich  aus  (5)  eine  allgemeine  Definition 
des  magnetischen  Momentes  in  bezug  auf  die  Richtung  i/,  nämlich 
n  =  lim  ü^  qp. 

Nehmen  wir  zwei  permanente  Magnete  M^  und  M^  in  einem 
sonst  unmagnetischen  Felde  an,  und  zwar  in  so  großer  Ent- 
fernung, daß  für  einen  Punkt  von  M^  der  Ausdruck  (5)  für  das 
Potential  von  M^  gilt,  und  umgekehrt,  so  erhalten  wir  für  das 
Potential  der  beiden  Magnete  aufeinander  nach  §  156  (7) 


.=11 


^2 

und  wenn  wir  unter  g)i  das  Potential  des  ersten  Magneten,  ge- 
nommen für  einen  Punkt  des  zweiten  verstehen,  nach  (1) 

Legen  wir  den  Koordinatenursprung  in  einen  Punkt  von  M^ 
und  bezeichnen  mit  x^^  y^^  z^  die  Koordinaten  eines  festen  und 

mit  X2-\-  i^'i  ^2  "h  ^21  ^2  +  ^2  di©  eines  veränderlichen  Punktes 
in  Mg,  mitiJ  die  Entfernung  des  Koordinatenursprungs  von  diesem 
veränderlichen  Punkt  in  Jkfa,  so  ist 

/^o^       m  _  «1  (^2  +  f 2)  +  ßi (y2  +  ^2)  +  yi (^i  +  ^2) 
K^^)       9i  — ;g8 » 
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und  wenn  R^^  die  Entfernung  des  Punktes  ifj,  j/ai  ^2  ^öm  Koor- 
dinatenanfangspunkt, d.  h.  (genähert)  die  Entfernung  der  beiden 
Magnete  ü/i,  M^  ist,  so  ist 

B>  =  ((X,  +  ^,y  +  (y,  +  ri,y  +  (;8r,  +  e,)»y'' 

und  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen 

J_  _  _L/i     I      2 (:ra  ga  +  !/2  '^a  +  ^a £a)\~'^« 


~^u\ 


1 


3  (a^2  ^2  +  ^2  ^2  +  ^a  £2) 

-"'12 


) 


Setzt  man  dies  in  (9)  und  (10)  ein,  so  folgt: 


j^^(«i(^a  +  «2)4-^i(ya  +  ^a)  +  yi(^2  +  5a))(l- 


R^ 

-"13 


) 


1 


Nun   ist  I  malgdra  =  «21   1  ^i??d^2  =  /'a?  I  w^Ja^^a  =  ^a? 
m,  ä  r2  =  0,  und  indem  man  wieder  die  Glieder  von  der  Ord- 
nung ?2/-ß?2---  vernachlässigt,  so  ergibt  sich: 

rp    _  «1  «2  +  ßi  ßi  +  ?!  ya 
-^la  —  5s 

-"'12 

3(«i  a?a  4-  /3i  y^  +  y,  ^a)(«a^a  +  feya  +  ^a^a) 

-"12 
und  hieraus  endlich  nach  (7),  wenn  jB  wieder  für  R12  gesetzt  wird: 

(11)  T,,  =  ?^  (^cos  (k,  k,)  -  3  cos  (k^ß)  cos  {k,  R)y 

^ig-6*-  Um   eine   Anwendung   von   diesem   Resultat 

zu  machen,  nehmen  wir  an,  die  beiden  magne- 
tischen Achsen  liegen  in  einer  Ebene  und  be- 
zeichnen (Ai,  Aa),  (Aj  2J),  (Ag  R)  mit  0,  9,  ^ 

Dann    ist    0  =  9?  —  1^,    und   aus  (11)   er- 
gibt sich: 

(12)     T12  =  -^nj^  (  sin  9  sin^ —  2  cos  9  cosi^V 

Denken  wir  uns  die  beiden  Magnete  um  ihre 
Mittelpunkte  in  ihrer  Ebene  drehbar,  so  erhalten 


0 

V 
^-■••1 
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wir  die  möglichen  Gleichgewichtslagen,  wenn  wir  T^a  zu  einem 
Minimum  machen.  Dies  erfordert  sin  9  cüsi^  =  0,  cos  9?  8in^  =  0, 
und  es  ergeben  sich  vier  wesentlich  verschiedene  Fälle: 

1.  (jp  r=  0,     ^  =  0;  sin  9  sini/;  —  2  cos  9?  cosi/^  =  —  2, 

2.  9?  =  ;r,    ^  =  0;  sin  (jp  sin  ^  —  2  cos  cp  cos  1/;  =  -|-  2, 

71  7t 

3.  9  =r  - ,  ^  =  - ;        sin  9>  sin  i/?  —  2  cos  (p  cos  1^  =  -|-  1, 

27t  JT 

4.  9)  =  -jr-,  1^  =  — ;         sin  9  sin  ?^  —  2  cos  9?  cos  ^  =  —  1, 

von  denen  aber  nur  der  erste,  in  dem  sich  die  Achsen  parallel 
und  so  stellen,  daß  ungleichnamige  Pole  einander  zugekehrt 
sind,  einem  stabilen  Gleichgewicht  entsprechen. 

In  den  beiden  Fällen  3.  und  4.  stehen  die  Achsen  parallel 
und  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Magnete  senkrecht.  Bei 
3.  sind  die  Achsen  gleichgerichtet,  bei  4.  entgegengesetzt  9. 

§  158. 
Magnetische  Induktion.    Kugel. 

Wenn  in  ein  magnetisches  Feld  von  der  Permeabilität  |u  =  1 
ein  Körper  von  anderer  Permeabilität  ft  gebracht  wird,  etwa 
ein  Körper  aus  weichem  Eisen,  in  dem  nach  unserer  Annahme 
ft  einen  sehr  g^roßen  Wert  hat  (etwa  2000) ,  so  wird  in  diesem 
Körper  magnetische  Polarisation  hervorgerufen,  und  dieser  in- 
duzierte Magnetismus  wird  durch  die  allgemeinen  Vorschriften 
des  §  155  bestimmt. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  die  magnetische  Kraft  in  dem 
ursprünglichen  Felde  konstant  sei  und  die  Komponenten  A^  B,  C 
habe,  ein  Zustand,  der  angenähert  durch  den  Erdmagnetismus 
verwirklicht  ist.  Durch  die  Einführung  des  Körpers,  den  wir 
den  induzierten  Körper  nennen,  wird  dann  der  magnetische 
Zustand  verändert,  aber  merklich  nur  in  einer  Entfernung,  die 
nicht  zu  groß  ist  im  Vergleich  zu  den  Dimensionen  des  indu- 
zierten Körpers,  und  das  magnetische  Potential  wird  durch  die 
folgenden  Bedingungen  bestimmt: 


^)  Auf  den  in  der  vorigen  Auflage  enthaltenen  Fehler  in  dem  Ausdruck 
für  Tjj  hat  mich  Herr  Lncien  de  la  Eive  in  Genf  aufmerksam  gemacht, 
dem  ich  auch  das  obige  Beispiel  verdanke. 
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(1)  ^<p  =  0 

im  ganzen  Felde, 

(2)  ||  =  _^,    !?  =  _£,    |5?  =  _c 

^  "^  dx  dy  dz 

im  Unendlichen. 

Dazu  kommen  noch  die  Bedingungen  für  die  Grenze  des 
induzierten  Körpers.  Bezeichnen  wir  mit  (pi  und  g?«  die  Funktion 
(p  im  Inneren  und  außerhalb  dieses  Körpers,  mit  n  eine  der 
beiden  Normalrichtungen  an  der  Grenzfläche,  so  ist  an  dieser 
Fläche 

(3)  (pi  =  (pc 


'ai 


»  "  S  =  '*•[§'"  (8)1. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  der  induzierte  Körper  habe  die 
Gestalt  einer  Kugel.  Wir  wählen  dann  die  Richtung  der  indu- 
zierenden Kraft  zur  rr- Achse,  den  Kugelmittelpunkt  zum  Koor- 
dinatenapfangspunkt,  und  führen  Polarkoordinaten  r,  ^  ein.  Dann 
nimmt  die  Differentialgleichung  ^9  =  0  [nach  §44(11)]  die 
Form  an: 

(f,\  ?!!!?   1 \ ^  -.  0 

^^  dr^    ^  rsind'         dd^        ^ 

Setzen  wir  hierin  versuchsweise 

(6)  (p  =  ticosd" 

und  nehmen  an,  u  sei  allein  von  r  abhängig,  so  erhält  man: 

/P7V  d^ru.      2 

eine  Gleichung,  die  die  beiden  partikularen  Integrale  r  und  r~^ 
hat.  Bezeichnen  wir  mit  A^  Ci,  Cg  Konstanten,  so  folgt  hieraus 
mit  Rücksicht  darauf,  daß  q)i  für  r  =  0  endlich  bleiben  muß: 

(8)  9«  =  (^-Är  +  ^)  cos^  =  -.Ax-\.^, 

(9)  (pi  =  C^r  cosd"  =  C2X, 

und  die  Konstante  Ä  ist  nach  (2)  die  induzierende  Kraft.  Zur 
Bestimmung  von  Ci  und  Cg  erhält  man  aus.  (3)  und  (4)  zwei 
Gleichungen,  nämlich,  wenn  c  der  Kugelradius  ist: 
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woraus 

Die  induzierte  magnetische  Kraft  ist  also  im  Inneren  der 
Kugel  konstant. 

§159. 
Magnetische  Induktion.    EUipsoid. 

Das  Resultat,  das  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Kugel 
gewonnen  haben,  legt  die  Vermutung  nahe,  daß  das  Verhalten 
bei  einem  Ellipsoid  ähnlich  sein  möge. 

Wir  yerallgemeinern ,  um  dies  zu  prüfen,  die  Formeln  §158 
(8),  (9),  indem  wir  bemerken,  daß  der  durch  (8)  gegebene  Aus- 
druck q)a  in  seinem  zweiten  Gliede  x/r^  die  a;-Komponente  der 
Anziehung  enthält,  die  die  mit  homogener  Masse  erfüllte  Kugel 
nach  dem  Newton  sehen  Gravitationsgesetze  ausüben  würde 
(§§107,  112).     Dies  verallgemeinem  wir  nun,  indem  wir  setzen 

(1)         g,^  =  ^  Ax  —  By  —  Cz  -^  ocX  -{-  ßT  -^  yZ, 

worin  X,  F,  Z  die  Komponenten  der  Anziehung  des  mit  homo- 
gener Masse  erfüllten  EUipsoids  auf  einen  äußeren  Punkt  be- 
deuten, und  o(,  /S,  }/;  a^,  /3i,  y^  zu  bestimmende  Konstanten  sind. 

Durch  diese  Annahme  sind  die  Bedingungen  (1),  (2)  des 
vorigen  Paragraphen  befriedrigt,  und  aus  (8)  und  (4)  müssen  die 
sechs  Konstanten  o,  a^, . . .  bestimmt  werden. 

Wir  nehmen  die  Hauptachsen  des  EUipsoids  zu  Koordinaten- 
achsen und  setzen  seine  Gleichung  in  die  Form: 

Es  ist  dann  an  der  Oberfläche 
wenn  zur  Abkürzung 

W  ''  =  ?.  +  t  +  7. 

gesetzt  ist.  Nun  ist  nach  §113  (4),  wenn  dort  tiq  =  1  gesetzt 
wird,  das  Potential  eines  homogenen  EUipsoids: 
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OD 


worin  l   eine  Funktion  von  a:,  y,  js?  ist,   die  für  die  Punkte  der 
Oberfläche  verschwindet,  und  D  die  Bedeutung  hat: 

^=|/(>+l=)(-+^)0+i> 

Hieraus  ergibt  sich: 

dV 

worin   Xq  eine  Funktion  von  x^  y,  z  ist,  die  für  einen  Punkt  der 
Oberfläche  in  eine  Konstante 


00 


W  ^«^'Ic^ 


ds 


0 

Übergeht.    Es  ist  ferner,  immer  für  einen  Punkt  der  Oberfläche 
[§113(11)], 

8X_  2^3A 
St/         a2  (öl/ 

8X       2icaA 


und  folglich 


8X  ^    dx    .    2x  dl 

=  —  ^0  öt:  + 


F-erner  ist  nach  (4)  und  §113  (14) 

^^        o 
^  dn 

und  folglich 

(8)  p|f=£(4-Xo). 

Entsprechende  Formeln  gelten  für   Y  und  Z,  wenn  wir 


00  00 


(9)  r„  _  2  j^-p-plp,    ^«  -  2  J  (^.,  _^\^  j) 


0 

setzen. 
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Hiernach  erhalten  wir  nach  (1)  und  (2)  für  die  Punkte  der 
Oberfläche: 

9«  =  -  (^  +  aX,)x  -(B-\-ß  Y,)y  -  (C  +  y^o)^, 

und  ferner  nach  (8): 

9  ^  =-  -  [^  +  «Ä  -  4)]  |,  -  [B  +^(ro  -  4)]  f, 

^  8n  a2    "^    J2    "^    c2  ' 

und  daraus  ergeben  sich  nach  §  158  (3),  (4)  die  ßechs  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  Konstanten  a,  /3,  y,  a^,  /3i,  y^: 

J[  -(-  a-Xo  +  «1  =  ^1     -^  "h  «(^0  —  4)  +  ft«!  =  0, 

(10)        jB  +  /3ro  +  ft  =  0,     J5+/3(ro-4)  +  ^/3,  =  0, 

C  +  y  Zo  +  y,  =  0,      C  +  y  (Z'o  -  4)  +  fty,  =  0. 

Es  ist  also  auch  hier  die  induzierte  magnetische  Kraft  und 
daher  auch  die  Polarisation  im  Innern  des  EUipsoids  nach  Rich- 
tung und  Größe  konstant. 

§  160. 

Ein  permanenter  Magnet  im  magnetischen  Felde. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  beliebiges  magnetisches  Feld  mit 
der  Magnetisierungskonstanten  ft  =:  1 ,  in  dem  das  magnetische 
Potential  0  herrscht,  das  der  Differentialgleichung  z^C>  =  0  ge- 
nügen soll,  so  daß  die  Komponenten  der  magnetischen  Kraft 

^0  8<&  d0 

^  ^  bx^  dy  dz 

sind.  In  dieses  Feld  werde  nun  an  irgend  einer  Stelle  ein  per- 
manenter Magnet  M  gebracht,  den  wir  der  Kürze  wegen  die 
Buösole  nennen  wollen.  Durch  das  Einbringen  dieses  Körpers 
wird  das  gegebene  Magnetfeld  verändert,  und  es  ergibt  sich, 
wenn  r  die  Entfernung  eines  Punktes  x^  y^  z  des  Feldes  von 
einem  Punkte  in  M  ist,  und 

(2)  <P=\'^dr 

gesetzt  wird,  für  das  Potential  in  dem  veränderten  Felde 

(3) .  X  =  *  +  «p; 
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denn  durch  diese  Funktion  sind  alle  Bedingungen  des  mague> 
\iscben  Gleichgewichtes  befriedigt  Es  ist  dabei  vorausgesetzt, 
daß  überall  (i  =  l  ist,  daß  sich  also  z.  B.  keine  Massen  von 
weichem  Eisen  im  Felde  befinden;  angenähert  wird  aber  der 
Ausdruck  (3)  auch  für  diesen  Fall  noch  gelten,  wenn  wir  an- 
nehmen, daß  die  Bussole  so  kleiü  und  in  solcher  Entfernung  von 
diesen  Körpern  sei,  daß  sie  keinen  merklichen  Einfluß  auf  die 
magnetische  Induktion  hat. 

Wir  schließen  nun  die  Bussole  durch  eine  Fläche  0  ein, 
die  außer  ihr  keinen  permanenten  Magneten  enthält,  und  be- 
rechnen die  magnetische  Energie,  die  in  dem  von  dieser  Fläche 
umschlossenen  Teile  des  Feldes  enthalten  ist.  Hierfür  erhalten 
wir  in  der  Bezeichnung  des  §155  und  nach  §156  (6): 

(4)  T=-±JAiyxmdr-^\xJxdr. 

Auf  das  erste  dieser  Integrale  wenden  wir  den  Gauss  sehen 
Satz  an  und  erhalten  dafür,  d&  xW  nicht  an  Flächen  unstetig 
ist,  nach  §  155,  I. 

worin  n  die  an  der  Oberfläche  0  nach  außen  gezogene  Normale 
bedeutet  und  die  Integration  über  alle  Elemente  do  dieser  Fläche 
zu  erstrecken  ist. 

In  dem  zweiten  Integrale  der  Formel  (4)  ist  nach  §  156  (1) 

und  wir  erhalten  danach 

worin  das  Integral  nach  ä  r  nur  über  den  Magneten  M  zu  er- 
strecken ist 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  jetzt  die  Oberfläche  0 
als  Eugelfläche  mit  dem  Radius  ü  an,  deren  Mittelpunkt  irgendwo 
in  der  Bussole  liegen  mag.  Wir  nehmen  aber  ferner  die 
Bussole  als  unendlich  klein  an;  genauer  ausgedrückt,  wir  setzen 
voraus,  daß  an  der  Oberfläche  dieser  Kugel  und  darüber  hinaus 
eine  Bewegung  der  Bussole  keinen  merklichen  Einfluß  mehr  auf 
das  Feld  hat,  und  daß  dabei  doch  die  Kugel  als  so  klein  an- 
genommen werden  kann,  daß  in  ihrem  Innern  die  Komponenten 
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X^  Y^  Z  der  magnetischen  Kraft  des  Feldes  als  konstant  ange- 
sehen werden  können.    Dann  können  wir  im  Innern  der  Kugel 

(6)  o  =  ^  Xx  —  Yy  —  Zz, 

und  an  ihrer  Oberfläche 

setzen,  wenn  a,  ß^  y  die  magnetischen  Momente  der  Bussole  sind 
[§  157  (5)].  Bezeichnen  wir  mit  do  ein  Element  der  Einheitskugel 
und  mit  |,  i},  %  seine  Koordinaten,  so  ist  für  das  Element  do\ 

X  =^  i?|,     y  =  Äiy,     ;ef  =  JJg,     do  =  iJ^do, 

und  man  findet  leicht  durch  Integration  mittels  Polarkoordinaten 
oder  auf  anderem  Wege 

(8)  [|2dc  =  L2dai  =  i£2dc  =  ^, 

(9)  [i^gdcj  =Je|do  =  j|iyd(ij=  0. 
Ea  ist  ferner  an  der  Fläche  0 

«|  +  /?i?  +  y£'  8g)  _        2(«|  +  ^^?+yS) 

und   daraus   ergibt   sich,  wenn   man   Glieder  der  Ordnung  BT 
unberücksichtigt  läßt  [§157  (3)]: 

Umix  =  [ffmdx  —  (Xa  -f-  F/J  -f  Zy), 


I 


+  ^  (X«  +  r^  +  Zy). 


3 

Bezeichnen  wir  mit  l  das  Hauptmoment  der  Bussole  und 
zugleich  die  Richtung  seiner  Achse,  femer  mit  L  die  Größe  und 
Richtung  der  magnetischen  Kraft  X,  Y,  Z,  so  ist  also 


=\v 


mdx  -A-  -H^L^  —  -  Li  cos  (L,  l\ 

D  O 


Hierin  ist  das  erste  Integral  das  Potential  des  Magneten  M 
auf  sich  selbst,  und  daher  unabhängig  von  der  Lage  dieses  Mag- 
neten.    Der  Teil,    der    allein  von   der  Lage  abhängig  ist,    und 


398  Achtzehnter  Abschnitt.  §  160. 

dessen  Vergrößerung  also  den  zu  einer  Lagenänderung  erforder- 
lichen Arbeitsaufwand  mißt,  ist  daher 

(10)  Tia=:  — i  LJcos(L,0. 

Ist  z.  B.  L  die  erdmagnetische  Kraft,  und  nehmen  wir  an,  der 
Magnet  sei  um  eine  durch  seinen  Schwerpunkt  gehende  vertikale 
Achse  drehbar,  während  die  magnetische  Achse  in  der  Horizontal- 
ebene bleibt,  so  ist,  wenn  i  die  magnetische  Inklination,  %•  den  Winkel 
bedeutet,  den  die  Achse  des  Magneten  mit  dem  magnetischen 
Meridian  bildet: 

Tu  =  —  -  LI  cos  i  cos  ^, 

oder,  wenn 

if  =  L  cos  i 

die  horizontale  Komponente  des  Erdmagnetismus  ist: 

Ti3  =  — ^ÄZcos^. 

Wenn  nun  der  Magnet  in  Schwingungen  versetzt  wird,  so 
ergibt  sich  aus  dem  Satze  von  der  lebendigen  Kraft,  da  hierbei 
gegen  die  Schwerkraft  keine  Arbeit  zu  leisten  ist,  wenn-^  die 
Zeit  und  K  das  Trägheitsmoment  des  Magneten  bedeutet: 

und  durch  Differentiation 

Der  Magnet  schwingt  also  wie  ein  einfaches  Pendel,  dessen 
Länge  s  =^  gK/lHl  ist,  wenn  g  die  beschleunigende  Kraft  der 
Schwere  bedeutet. 

Nach  §155  (5)  ist  hier  die  Einheit  der  magnetischen  Kraft 
dadurch  bestimmt,  daß  sie  in  der  Volumeinheit  die  Einheit  der 
Arbeit  hervorbringt.     Sie  hat  nach  jener  Formel  die  Dimension 

[M]^=  [m'^r'^'*t~^].     Dies  ist   das  absolute  Gausssche  Maß 
des  MagnetisriÜus  1). 


^)  Grau  SS,  „Intensitas  vis  magneticae  terrestris  ad  mensüram  absolutam 
revocata".     "Werke,  Bd.  V. 
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§  161. 
Magnetische  Doppelflächen. 

Wir  wollen  jetzt  noch  einen  Fall  betrachten,  der  zwar  nicht 
unmittelbar  realisierbar,  aber  wegen  seiner  Beziehung  zu  der 
Theorie  der  elektrischen  Ströme  von  großer  Bedeutung  ist. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  in  einer  dünnen  Schicht  von  der 
Dicke  w,  die  sich  über  ein  Oberflächenstück  0  hinlagert,  per- 
manenter Magnetismus  von  der  Dichte  m  ausgebreitet,  und  zwar 
so,  daß  nicht  nur  die  Gesamtmenge  des  wahren  Magnetismus 
verschwindet,  sondern  daß  auch  in  jedem  einzelnen,  über  einem 
Flächenelement  do  stehenden  Prisma  ndo  die  Menge  des  wahren 
Magnetismus  Null  sei.  Ist  dann  E  die  Entfernung  eines  ßäum- 
punktes  p  von  einem  Punkt  q  dieses  permanenten  Magneten,  so 
ist  das  Potential  des  Magneten  im  Punkte  p: 


(i)  9  =  \\ 


n 

mdodv 


B 


worin  v  den  Abstand  eines  variablen  Punktes  auf  der  Normalen 
in  do,  in  einer  beliebigen  Richtung  positiv  gerechnet,  bedeutet. 

Bei  feststehendem  do  ist  B  eine  Funktion  von  v,  und  wir 
können,  wenn  wir  n  unendlich  Uein  und  p  in  endlicher  Ent- 
fernung von  0  annehmen,  nach  dem  Taylor  sehen  Lehrsatz 

1  1  r 

B  ~r  '^  Jv  *' 

setzen,   wenn  r  die  Entfernung  des  Punktes  p  vom  Element  do 
ist.     Dies   gibt,  in   (1)   eingesetzt,  da   nach   der  Voraussetzung 


»1 


do\mdv  verschwindet: 


ei 

T 

do  ^—  mvdv. 
dv 


(2) 

(p  = 

Wenn  wir  nun 
(3)  ^  =  I  i^vdv 

setzen,  so  ist  rjdo  das  nach  der  Richtung  v  geschätzte  Moment 
des  über  do  stehenden  Elementarmagneten,  und  wir  erhalten: 
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9  = 


'    dv 


Hierin  ist  rj  eine  Funktion  des  Ortes  auf  der  Fläche  0,  und 
der  Ausdruck  (4)  ist  das  Newtonsche  Potential  einer  Doppel- 
belegung mit  der  Massendichte  ri  (§  106). 

Wir  nennen  eine  solche  Fläche  0  eine  magnetische 
Doppelfläche.  An  ihr  ist  die  Funktion  q>  nicht  mehr  stetig, 
sondern  es  ist,  wenn  wir  die  Werte  von  <p  auf  beiden  Seiten  der 
Fläche  durch  qp+  und  (p—  unterscheiden,  nach  §110  (14): 

(5)  9+  —  (p—  =  43ny. 

Wenn  daher  in  einem  irgendwie  beschaffenen  magnetischen 
Felde  solche  Doppelflächen  vorkommen,  so  müssen  die  Grenz- 
bedingungen, die  zur  Bestimmung  des  Gleichgewichtszustandes 
dienen,  dahin  erweitert  werden,  daß  die  Funktion  <p  nicht  mehr 
stetig  ist,  sondern  an  diesen  Flächen  der  Bedingung  (5)  genügt. 


Neunzehnter  Abschnitt. 

Blektrokinetlk. 


§  162. 

Elektrische  und  magnetische  Ströme. 

Wir  haben  im  fünfzehnten  Abschnitt  gesehen,  daß  der  elek- 
trische Zustand  eines  nichtleitenden  Feldes  bestimmt  ist  durch 
den  elektrischen  Kraftvektor  6,  dem  die  elektrische  Verschiebung 
3)  nach  der  Formel 

(1)  5)=^6 

entspricht.  Wenn  sich  der  elektrische  Zustand  mit  der  Zeit  ver- 
ändert, so*wird  zu  dem  Kraftvektor  ein  neuer  Kraftvektor  hinzu- 
treten, den  wir  mit 

bezeichnen  können,  und  dieser  wird  eine  Verschiebung  hervor- 
bringen, die  nach  (1)  durch  den  Vektor 

(2)  ®dt  =  ^^3  dt 

^  "^  ^n  dt 

dargestellt  werden  kann. 

Den  Vektor  ©  nennen  wir  den  elektrischen  Strom,  der 
im  Felde  stattfindet,  und  sein  absoluter  Wert  S  heißt  die  Strom- 
dichte. 

Ebenso  bezeichnen  wir,  wenn  in  einem  magnetischen  Felde 
der  Kraftvektor  5R  veränderlich  ist,  den  Vektor 

(3)  ®  =  r-^^ 

^  ^  4:7t    dt 

als  den  magnetischen  Strom.  Wenn  es  erforderlich  ist,  unter- 
scheiden wir  den  elektrischen  und  den  magnetischen  Strom  durch 
die  Bezeichnung  ©«,  ©"*. 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.   I.    6.  Aufl.  26 
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Anden  verhält  sich  aber  die  Sache  bei  den  Leitern  der 
Elektrizität.  Für  den  Gleichgewichtszustand  haben  wir  an- 
genommen, daß  in  einem  Leiter  elektrische  Kraft  und  elektrische 
Verschiebung  gleich  Null  sein  müssen«  Dieser  Zustand  ist  aber 
nicht  notwendig  mit  der  Natur  des  Leiters  yerbunden,  sondern 
er  ist  nur  dem  elektrischen  Gleichgewicht  eigentümliclL  Die 
Elektrokinetik  geht  yon  folgender  Vorstellung  aus.  Wenn  eine 
elektrische  Kraft  im  Leiter  yorhanden  ist,  die  eine  ihr  propor- 
tionale Verschiebung  heryorgerufen  hat,  so  hat  die  elektrische 
Kraft  die  Tendenz,  im  Laufe  der  Zeit  dahin  zu  schwinden. 
Der  Spannungszustand  löst  sich  allmählich,  und  zwar  um  so 
schneller,  je  besser  das  Leitungsyermögen  des  Körpers  ist^). 

Bei  einem  isotropen  Körper  nehmen  wir  an,  daß  eine  vor- 
handene elektrische  Kraft  ohne  Zufuhr  von  neuer  Kraft  in  dem 
2^itelement  dt  einen  Verlust  erleide,  der  der  Größe  der  Kraft 
selbst  und  der  Zeit  dt  proportional  ist,  ohne  daß  sich  die  Rich- 
tung der  Kraft  verändert «). 

Bezeichnen  wir  also  mit  S  den  Kraftvektor,  mit  S  eine  dem 
Leiter  eigentümliche  Konstante,  die  (bei  inhomogenen  Körpern) 
auch  eine  Funktion  des  Ortes  sein  kann,  so  ist  ohne  Zufuhr  von 
neuer  Kraft  im  Verlaufe  der  Zeit  dt 

(4)  ein6(l  — 0dO 

übergegangen.     Wird  aber  eine  weitere  Kraft  &dt  hinzugefügt, 

so  wird 

g  in  g  (l  —  &dt)  +  &dt 

übergehen,  und  um  die  elektrische  Kraft  konstant  zu  erhalten, 
müßte  6'  =^  06  sein.    Verändert  sich  aber  6  mit  der  Zeit,  so  ist 

(5)  .|®  =  g'_0g. 

Die  Kraft  &dt  ruft  nun  eine  gewisse  elektrische  Verschie- 
bung ^dt  hervor,  und  es  ist  nach  der  fundamentalen  Annahme  (1) 


*)  Um  ein  Bild  des  Vorganges  zu  haben,  denke  man  sich  etwa  eine 
elastische  Feder  um  ein  gewisses  Stück  zusammengedrückt,  und  dann  die 
elastische  Kraft  allmählich  erlahmen.  Um  die  Spannung  wieder  herzustellen, 
muß  ein  weiteres  Zusammendrücken  der  Feder  erfolgen. 

*)  Bei  krystallinischen  Substanzen  kann  das  Verhältnis  anders  sein, 
man  miiüte  im  allgemeinen  den  Verlust  an  Kraft  gleich  einer  linearen 
homogenen  Funktion  der  drei  Kraftkomponenten  setzen.  Die  Leitungsfähig- 
keit würde  sich  dann  in  verschiedenen  Sichtungen  verschieden  ergeben. 


§  162.  Elektrische  und  magnetische  Ströme.  4Q3 


(6) 

- 

©  — 

int 

Setzen  wir 

also  noch 

(7) 

X  = 

' 

80  ergibt  sich 

aus  (5) 

und 

(6): 

(8) 

©  = 

• 

£ 

4;r 

dt  "•" 

Ag. 

Dieser  Vektor  ©  ist  es,  der  für  den  Fall  eines  Leiters  als  der 
elektrische  Strom  bezeichnet  wird;  er  ist  aus  zwei  Teilen  zu- 
sammengesetzt, von  denen  der  eine 

(9)  3  =  Ag 

der  Leitungsstrom  genannt  wird,  während  zum  Unterschied 
hiervon  ©  der  wahre  Strom  heißt.  Wenn  die  elektrische  Kraft 
@  stationär  ist,  so  ist  der  Leitungsstrom  allein  Yorhanden. 

Der  absolute  Wert  J  von  3  heißt  die  Dichte  des  Leitungs- 
stromes. Der  Faktor  A  wird  die  Leitfähigkeit  der  Substanz 
genannt.  Sie  kann  eine  Funktion  des  Ortes  sein  und  hat  die 
Dimension  einer  reziproken  Zeit.  Sie  kann  auch  noch  von 
anderen  Umständen,  z.  B.  von  der  Temperatur,  abhängig  sein. 
Die  Konstante  ®  ist  gleichfalls  eine  reziproke  Zeit  und  ihr 
reziproker  Wert  1/0  heißt  die  Belaxationszeit 

Die  Formel  (9)  enthält  das  Ohmsche  Gesetz,  welches  be- 
sagt, daß  die  Stromdichte  der  elektrischen  Kraft  und  der  Leit- 
fähigkeit proportional  ist. 

Ist  @  die  zur  Zeit  t  vorhandene  elektrische  Kraft,  so  ist 
nach  §133  die  im  Element  dt  enthaltene  Energiemenge 

(10)  dT=  ^  E'^dt, 

Von  dieser  Energie  geht  aber  nach  (4)  in  dem  Zeitelement 
dt  ein  gewisser  Teil  dQdt  verloren,  und,  da  man  die  zweite 
Potenz  von  dt  vernachlässigen  darf,  so  ist 

(11)  dQ==-^  SE^dx  =  kE^dx. 
^     ^  4jr 

Diese  Energiemenge  ist  aber  nur  für  die  elektrischen  Er- 
scheinungen verloren  und  muß  sich  nach  dem  Prinzip  von  der 
Erhaltung  der  Energie  in  einer  anderen  Form  wiederfinden.  In 
metallischen  Leitern  nimmt  sie  die  Form  von  Wärme  an  (Joule- 
sche  Wärme).     Nach  (11)  und  (9)  ist 

26* 
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« 

wenn  w  =  l/k  der  reziproke  Wert  der  Leitfähigkeit  oder  der 
spezifische  Widerstand  der  Substanz  ist.  Die  Formel  (12) 
enthält  das  Joulesche  Gesetz,  nach  dem  die  in  der  Volum- 
einheit in  der  Zeiteinheit  durch  den  elektrischen  Strom 
erzeugte  Wärme  mit  dem  Quadrat  der  Stromdichte  und 
mit  dem  spezifischen  Widerstände  proportional  ist. 

Wenn  sich  die  elektrische  Kraft  mit  der  Zeit  verändert,  so 
ist  die  auf  die  Zeiteinheit  berechnete  Zunahme  der  elektrischen 
Energie  in  dem  Volumelement  dt 

(")     '"  -  U^-W  +  ^''-W  +  ^-  w)  "■  tä  "H8)l 

und  daraus  ergibt  sich  nach  (8)  und  (11): 

(14)  ^-^J^dQ=^  (S.E,  +  SyEy  +  S,E;)dt. 

Der  Stromvektor  ©  stellt  also  eine  elektrische 
Verschiebung    dar,    entsprechend    einer  Arbeits- 
größe   der  elektrischen   Kraft,   die   der  Zunahme 
der   elektrischen   Energie,  vermehrt  um   die  ver- 
lorene Energie,  gleichwertig  ist. 
Für  den  Magnetismus  sind  Erscheinungen,  die  der  Leitung 
der  Elektrizität  entsprechen,  nicht  bekannt,  und  hierin  besteht 
wieder  eines  der  Unterscheidungsmerkmale  zwischen  Elektrizität 
und  Magnetismus. 

§  163. 

Die  Maxwellschen  Grundgleichungen  des  Elektro- 
magnetismus. 

Ist  nun,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  ©  der  wahre  Strom 
in  einem  elektrischen  Felde,  so  nehmen  wir  jetzt  eine  berandete 
Fläche  0  mit  der  in  einer  beliebigen  der  beiden  Richtungen 
positiv  gerechneten  Normalen  v,  und  bilden  das  Integral 


(1)  j=^S,do 


über  diese  Fläche.     Das  Integral  heißt  die  Stärke  oder  Menge 
des  durch  die  Fläche  0  fließenden  elektrischen  Stromes. 

Nehmen  wir  z.  B.  einen  sogenannten  linearen  Leiter,  d.  h. 
einen  Leiter   in  Form  eines  Drahtes,  dessen  Querdimensionen  als 
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unendlich  klein  gegen  die  Längendimensionen  betrachtet  werden 
können,  so  ist,  wenn  v  in  der  Achse  dieses  Drahtes  gemessen 
wird,  und  q  den  Querschnitt  bedeutet: 

(2)  j  =  qSr, 

die  Intensität  des  in  diesem  Drahte  fließenden  wahren  Stromes. 

Auf  diese  Formel  kommt^man,  wenn  man  in  (1)  das  Flächen- 
stück 0  unendlich  klein  annimmt  und  mit  q  zusammenfallen 
läßt,  und  m  diesem  Sinne  gilt  sie  an  jeder  Stelle  des  elek- 
trischen Feldes,  welche  Lage  auch  das  Flächenelement  q  haben 
mag. 

Die  Begriffsbildung,  die  allen  diesen  Betrachtungen  zugrunde 
liegt,  hat  den  Zweck  und  setzt  also  die  Möglichkeit  voraus,  die 
Erscheinungen,  die  durch  die  Beobachtungen  der  Physiker  seit 
ange  bekannt  sind,  darzustellen.  Wir  machen  also  auch  die 
Annahme,  daß  der  Ausdruck  (2)  den  Vorgängen  entspricht,  wie 
sie  in  einem  von  einem  elektrischen  Strome  durchflossenen  Leiter 
stattfinden,  wenn  j  die  Bedeutung  hat,  die  man  schon  früher 
der  Stromstärke  in  einem  solchen  Leiter  beilegte.  Die  elek- 
trischen Ströme  haben  aber,  wie  längst  bekannt  ist,  magnetische 
Wirkungen,  und  durch  diese  läßt  sich  sogar  die  Stromstärke 
messen.  Die  Erfahrung  zeigt  nun,  daß  in  der  Nähe  eines  linearen 
Leiters  ein  der  Stromstärke  proportionales  magnetisches  Kraft- 
feld entsteht,  in  dem  die  Kraftrichtung  in  einer  auf  der  Strom- 
richtung senkrechten  Ebene  liegt  und  so  gerichtet  ist,  daß  ein 
Fortschreiten  in  der  Stromrichtung,  verbunden  mit  einer  gleich- 
zeitigen Drehung  in  der  Richtung  der  magnetischen  Kraft,  eine 
Rechtsschraubung  ergibt  (Amperesche  Regel).  Wenn  wir  daher 
den  Rand  s  der  Begrenzung  von  q  in  dem  Sinne  durchlaufen, 
daß  ein  positives  dv  und  ein  positives  ds  eine  Rechtsschraubung 
ergeben   und   mit  5JJ  den   magnetischen   Kraftvektor  bezeichnen, 

so  ist  das  Integral  lJ/,ds  eine  mit  j  proportionale  Größe,   und 

wir  setzen  also 

(3)  ^7tqSy  =  c\Msds, 

worin  c  eine  Konstante  ist     Setzen  wir  noch  für  den  Augenblick 

curl3n  =  6, 
so  ist  nach  dem  Stokes sehen  Satze  (§  95,  IL) 
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J!f,rfs  =  \Cydo, 


und  es  ergibt  sich  also,  wenn  wir  q  als  unendlich  klein  an- 
nehmen, aus  der  Vergleichung  mit  (3): 

oder  die  erste  Maxwellsche  Gleichung 

I.  ccurl5Jl  =  4;r@*  =  £  ^  +  4.7t X&,  • 

et 

wenn  S*  der  wahre  elektrische  Strom  ist 

Hierzu  kommt  noch  eine  zweite  ähnliche  Gleichung,  durch 
die  der  magnetische  Strom  aus  dem  elektrischen  Eraftvektor  ab- 
geleitet wird.  Zu  dieser  zweiten  Gleichung  kann  man  durch 
ähnliche  physikalische  Erwägungen  gelangen,  die  sich  auf  das 
Faradaysche  Gesetz  für  die  Induktion  eines  elektrischen  Stromes 
durch  eine  Veränderung  im  Magnetfelde  stützen  i).  Wir  wollen 
uns  hier  auf  die  Reziprozität  stützen,  die  zwischen  Elektrizität 
und  Magnetismus  besteht,  und  demgemäß  diese  zweite  Gleichung 
nach  der  Analogie  der  Gleichung  I.,  zunächst  als  Hypothese,  bilden : 

H.  ccurlg  =  -  43r©'~  =  —  ^  ^, 

wenn  (5  den  elektrischen  Kraftyektor,  und  ©*"  den  magnetischen 
Strom  bedeutet.  Daß  die  Konstante  c  in  den  beiden  Formeln 
I.  und  n.  dieselbe  sein  muß,  und  daß  auf  der  rechten  Seite  von 
n.  das  negative  Zeichen  stehen  muß,  läßt  sich,  wie  wir  gleich 
zeigen  werden,  aus  dem  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Energie 
ableiten. 

Bezogen  auf  ein   direktes  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
/6%j       lassen   sich  die  Formeln  I.  und  U.   auf  Grund  der  im  §J*5ir'ge- 
gebenen  Ausdrücke  für  &  und  ©*"  explizite  so  darstellen: 

fdM,         dMy\  ^^^cc     ,..j^    _.^e 


c 


...  (dM^       dMz\  dEy    ,    .    ,^  .     o. 


^)  Heaviside,  Electrical  papers,  Vol.  I,  Art.  30. 
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(ZE,       dEy\  dM^  .^ 


V  dy  de 

(ZE^  _  dE.\ dMy  _ 

dt    ~ 


im 


vm 


AiTlSy^ 


Hö^.      <^i//  ^  dt  -      ^""^'^ 

und  diese  Gleichungen  haben  die  beiden  anderen  zur  Folge 
(6)  div  S^  =  0,         divÄT  =  0. 

Unter  der  elektromagnetischen  Energie  des  Feldes  ver- 
stehen wir  die  Summe  aus  der  elektrischen  und  der  magnetischen 
Energie  und  es  ist  also  an  der  Stelle  des  Volumenelementes  dt 
die  auf  die  Volumeneinheit  berechnete  Energiemenge 

Dieser  Ausdruck  gilt  aber,  wenn  für  Energiegrößen  das 
übliche  Maß  [mPt"^]  angewandt  wird,  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  für  Elektrizität  und  Magnetismus  das  elektrosta- 
tische und  Gausssche  Maßsystem  angewandt  wird,  und  dem- 
nach haben  E  und  M  die  Dimensionen  [mV«  J-V«  ^-i].  Die. 
Dimension  von  c  ist  hiernach  [?^~^],  d.  h,  c  ist  eine  Geschwindig- 
keit, und  die  Beobachtungen  haben  das  merkwürdige  Resultat 
ergeben,  daß  c  gleich  der  Lichtgeschwindigkeit  im  leeren 
Räume  ist  (3 .  lO^^  cm/sec.)  i). 

§  164. 

Der  Poyntingsche  Energievektor. 

Nach  (7)  des  vorigen  Paragraphen  ist  die  in  irgend  einem 
Raumteile  r  zur  Zeit  t  enthaltene  elektromagnetische  Energie 
dargestellt  durch  das  über  diesen  Raumteil  erstreckte  Integral 

(1)     T  =  j[^  (i?^  +  ES  +  £?)  -\- ^  (M -\- My' -\- M})]  dz. 

Die  Zunahme  der  elektromagnetischen  Energie  in  dem 
Zeitelement  dt  ist  daher,  auf  die  Zeiteinheit  berechnet 


*)  Wenn  man  cE  durch .E  ersetzt,  so  wird  in  den  Formeln  (II)  c  =  1, 
während   in  (I)  c*  an  Stelle  von  c  zu  setzen  ist.     Dann   erhält  das   neue  E 

die  Dimension  [m  ^^  l  ^'  f"~^].    Dies  ist  das    elektromagnetische   Maß    für   die 
elektrische  Kraft. 
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Drücken  wir  hierin  die  Differentialquotienten  dEJdt^... 
dMx/dt^...  nach  §163  (4),  (5)  durch  die  Komponenten  des 
elektrischen  und  magnetischen  Stromes  aus,  so  folgt: 

(3)  ^=|(^a:  S:  +  ^v  St  +  E,St)  dt  -  ^XE^dt 

und  nach  §162  (11)  ist  das  Integral 


Q  =  {kE^dt, 


die  auf  die  Zeiteinheit  berechnete  im  Zeitelement  dt  nach  dem 
Jouleschen  Gesetz  erzeugte  Wärmemenge.  Hiemach  ist  der 
Ausdruck 

{{E^S",  +  EyS'y  +  E^St  +  M^ST  +  MyS^  +  M,8T)  dt 

der  Energiezuwachs,  den  der  Raumteil  r  im  Zeitelement  df  er- 
fahren hat  (berechnet  auf  die  Zeiteinheit). 

Wenn  wir  hierin  für  die  S**,  S*"  die  Ausdrücke  aus  den  Max- 
wellschen  Gleichungen  [§  163  (4),  (5)]  einführen,  so  nimmt  der 
Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  die  Form  an: 

^^  43r  L  'dx  "^  dy 

d[EyM^     —ExMy)-\ 

und  wir  führen  jetzt  einen  Vektor  ^  ein,  den  wir  den  Energie- 
vektor nennen  wollen,  dessen  Komponenten  sind: 

H,     =EyM,     —    E,    My, 

(6)  Hy  =E,M,  —E^M,, 

Dann  erhält  man  aus  (4): 
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oder  nach  dem  Gauss  sehen  Integralsatz 

wenn  do  ein  Element  der  Grenzfläche  von  t  und  n  die  nach 
innen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Diese  Formel  rechtfertigt  die  Bezeichnung  von  ^  als  Energie- 

Vektor.     Wenn  wir  uns   nach   8  91    den  Vektor  -:— Ö   durch  die 

^  4:7t    ^ 

Strömung  einer  Substanz  veranschaulichen,  so  drückt  das  Integral 
-r-\Hndo   die   in   der  Zeiteinheit   durch   die   Oberfläche   von  t 

4:7t  j 

hindurchgegangene  Menge  dieser  Substanz  aus,  und  diese  ist  also 
nach  (8)  gleich  dem  Zi^wachs  an  Energie,  den  der  Raum  r  in 
der  gleichen  Zeit  erfahren  hat^).  Darum  heißt  ^  auch  der 
Energieatrom.  Wir  erörtern  hier  nicht  die  noch  bestrittene  Frage, 
inwieweit  man  dieser  Vorstellung  eine  physikalische  Bedeutung  bei- 
legen kann,  mit  anderen  Worten,  inwieweit  man  die  Energie  als 
eine  Substanz  betrachten  darf.  Die  Gleichung  (8)  soll  hier  nur  als 
eine  mathematische  Folgerung  aus  den  Maxwellschen Gleichungen 
betrachtet  werden,  die  uns  sehr  wichtige  Schlüsse  über  die  Integra- 
tion dieser  Gleichungen  gestattet. 

Ehe  wir  dazu  übergehen,  diese  Schlüsse  zu  ziehen,  leiten  wir 
aus  (6)  die  Gleichungen  ab: 

Ex   Hjc     -{-    EyHy      ~\-     Ez   Hg     =    0 

(10)  H  =  YhTVWT^z  =  EM  sin  (6, 2)1), 

wenn  (@,  5Ji)  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  der  beiden 
Kraftvektoren  @  und  5JJ  bedeutet. 

Hieraus  schließen  wir,  daß  der  Energievektor 
senkrecht  steht  auf  dem  elektrischen  und  dem 
magnetischen  Kraftvektor,  und  zwar  so,  daß  ^,6,2R 
ein  Rechtssystem  bilden,  und  daß  die  Inten- 
sität H  des   Energievektors   gleich   dem   Produkt 


*)  J.  H.  Poynting,  Phil.  Transaotions  1884,  H,  8.343. 
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der  Intensitäten  von  @  und  von  3K  und  dem  Sinus 
des  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkels  ist^). 

Bei  der  Anwendung  des  Gaussschen  Satzes  in  der  Formel  (8) 
ist  vorausgesetzt,  daß  der  Energievektor  im  ganzen  Gebiete 
endlich  und  stetig  ist;  kommen  Punkte,  Linien  oder  Flächen  vor, 
in  denen  diese  Voraussetzung  verletzt  ist,  so  muSi  man  diese  zu- 
nächst durch  Hüllen  von  dem  Gebiete  r  ausschließen,  und  wenn 
man  dann  bei  unendlicher  Annäherung  einer  solchen  Hülle  an 
den  Unstetigkeitsort  in  (8)  einen  endlichen  Beitrag  erhält,  so 
hat  man  diese  Stellen  als  (positive  oder  negative)  Energiequellen 
zu  betrachten.  Hat  man  z.B.  in  dem  Gebiete  t  eine  Fläche,  in 
der  flaji  Sy^  Hg  unstetig  sind,  so  rechne  man  beide  Seiten  dieser 
Fläche  zur  Begrenzung,  und  wenn  sich  dann  die  Normalkomponente 
Hn  beim  Durchgange  durch  die  Fläche  unstetig  ändert,  so  ist  die 
Fläche  als  eine  Energiequelle  zu  betrachten. 

§  165. 

Das  Energieprinzip. 

Betrachten  wir  ein  unendliches  Feld,  in  dem  die  elektrischen 
und  magnetischen  Kräfte  im  Unendlichen  so  verschwinden,  wie 
wir  es  im  fünfzehnten  und  siebzehnten  Abschnitt  [§  126  (12), 
§155,  IV]  für  solche  Felder  angenommen  haben,  so  verschwindet  das 

Integral  I  Hndo^  wenn  wir  den  Raum  r  ins  Unendliche  ausdehnen 

und  die  Formel  §  164  (8)  gibt,  wenn  T  die  gesamte  Energie  des 
Feldes  ist,  in  Übereinstimmung  mit  dem  Satze  von  der  Erhaltung 
der  Energie 

(i)  ^+'2  =  0. 

Die  Gesamtenergie  des  Feldes  bleibt  also  in  der  Zeit  un- 
geändert. 

Es  läßt  sich  nun  leicht  zeigen,  daß  mit  dem  Prinzip  von  der 
Erhaltung  der  Energie  nur  die  Annahme  verträglich  ist,  daß 
der  Faktor  c  in  den  beiden  Systemen  §  163  (4),  (5)  denselben 
Wert  hat. 

Ersetzen  wir  nämlich  diesen  Faktor  in  dem  System  (5)  durch  c' 
und    bezeichnen    mit    Cx,    Cy^    Cg  die  Komponenten    des    Curls 

^)  Nach  §91  ist  der  Energie vektor  das  Vektorprodukt  aus  dem  elek- 
trischen und  magnetischen  Vektor. 
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der  magnetischen  Kraft,  so  erleidet  die  Betrachtung  des  vorigen 
Paragraphen  nur  eine  kleine  Änderung,  und  es  folgt  für  ein  un- 
endliches Feld: 

5?  +  ^  =  ^^  j(-E.  a  ^EyC„+  E.  C.)  dz. 

Nun  können  wir  uns  den  Anfangszustand  beliebig  gegeben 
denken,  und  wenn  wir  also  am  Anfang  (für  ^  =  0)  Ex  =  Cx^ 
Ey  =  (7y,  Et  =  Cg  setzen,  so  ist  f ür  ^  =  0 

dT 

dt 


+  «  =  '-^1^''^'^' 


ist  also  der  Gurl  der  magnetischen  Kräfte  am  Anfang  nicht  =  0 
und  wäre  cf  von  c  verschieden,  so  würde  gleich  zu  Anfang  ein 
Verlust  oder  ein  Gewinn  an  Energie  eintreten,  was  dem  Energie- 
prinzip widerspricht.  Es  ist  also  mit  diesem  Prinzip  nur  die  An- 
nahme c  =  c'  verträglich. 

§166. 

Wirkung  der  elektrischen  Kraft  auf  Elektrizitätsmengen. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  beliebiges  elektrisches  .  Kraftfeld, 
das  konstant  oder  mit  der  Zeit  veränderlich  sein  mag,  in  dem 
keine  zu  berücksichtigende  Bewegung  ponderabler  Massen 
stattfindet.  In  diesem  Felde  sei  in  einem  bestimmten  Augen- 
blicke eine  Verteilung  der  wahren  Elektrizität  mit  der  Dichte  q 
gegeben,  die  irgend  eine  Funktion  des  Ortes  sein  kann.  Der  Ein- 
fachheit halber  sehen  wir  hier  von  flächenhafter  Verteilung  der 
Elektrizität  ab. 

Wir  geben  nun  einem  Teil  des  Feldes  eine  infinitesimale 
Deformation,  indem  wir  den  Koordinaten  x^  y^  z  eines  Punktes 
die  Änderungen  da?,  dt/,  8z  erteilen,  von  der  wir  voraussetzen, 
daß  keine  räumliche  Dilation  stattgefunden  habe,  daß  also: 

^  ^  dx  ^   dy  ^   dz   ~ 

sei. 

Die  räumliche  Dichtigkeit  p  der  Elektrizität  verschieben  wir 

zugleich  mit  dem  Baumpunkte  x^  j/,  z^  dem  sie  angehört,  so  daß 

an  der  Stelle  rr,  j/,  z  nach  der  Verschiebung  die  Dichtigkeit: 
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(2)  P   T^   OX  ;r^   Oy    —   -^r-   OZ 

^  ^  ^       dx  8y  dz 

dgdx       dgdx        dgäz 

herrscht.  ~^~  "^  ^  ^^ 

Wir  können  uns  diesen  Vorgang  dadurch  veranschaulichen, 
daß  wir  uns  die  Elektrizität  als  eine  inkompressible  Substanz 
vorstellen,  die  aber  an  verschiedenen  Stellen  verschiedene  Dich- 
tigkeit hat,  und  daß  wir  dieser  Substanz  eine  infinitesimale  De- 
formation erteilen. 

Außerhalb  eines  begrenzten  Raumteiles  r  soll  die  Verschiebung 
dxy  Äy,  dz  Null  sein. 

Die  durch  die  Formel  (2)  ausgedrückte  Dichtigkeitsänderung 
können  wir  aber  auch  durch  einen  elektrischen  Verschiebungs- 
vektor 65)  hervorrufen,  und  zwar  auf  unendlich  viele  verschiedene 
Arten.     Dazu  muß  die  Bedingung  erfüllt  sein  (§133): 

dodx        doöy        doöz         ,.   ^-^ 

dx  dy  dz 

oder 

(^)       -Tx +  d^ + d-z =  ^- 

Diese  Gleichung  besagt  aber  nach  §  100,  daß  es  einen  Vektor  ?l 
geben  muß,  so  daß 

(4)  ,Z),  =  -p<J,  +  ^-^, 


dx         dy 

Durch  diese  Verschiebung    wird  im    elektrischen  Felde  ein 
Energiezuwachs  von  der  Größe 

(5)  6T={  (E^  SD,  +  Ey  SDy  +  E.  8D.)  dt 

hervorgerufen.  —  Es  ist  aber 

=  ^{E.Ay-EyA.)^^(E.A,-E.A,)  +  ^{EyA^-E,Ay), 
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und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  wir  annehmen,  daß  6  und  31  außer- 
halb des  Raumes  r  verschwinden,  nach  den  Gleichungen  §  163  (5): 


c]\  dt  -^'^^r^'^  dt  ^v'^'^- 


Wenn  die  magnetischen  Kräfte  mit  der  Zeit  unveränderlich 
sind,  80  bleibt  nur  der  erste  Teil  dieses  Ausdruckes  bestehen, 
und  er  besagt,  daß  zur  Verschiebung  der  Elektrizitätsmenge 
gdr  -=  e  in  der  Richtung  öx  ein  Arbeitsaufwand  von  der  Größe 

(6)  eEa^dx  =  eEcos{E,x)Sx 

erforderlich  ist,  und  es  ist  also  keine  elektrische  Arbeit  zu  leisten, 
wenn  die  Verschiebung  senkrecht  zur  Richtung  von  6  erfolgt. 
Die  Größe  dieser  Arbeit  ist  von  dem  Vektor  91  nicht  abhängig. 

Diese  Ergebnisse  können  wir  auch  so  aus- 
drücken, daß  der  elektrische  Kraftvektor  @ 
eine  Elektrizitätsmenge  e  in  seiner  Richtung 
mit  der  Intensität  eE  fortzubewegen  sucht. 

§167. 

Eindeutigkeit  der  Lösung  der  Maxwellschen 

Gleichungen. 

Die  Darstellung  des  Energiezuwachses,  die  wir  in  §  165  ge- 
geben haben,  lehrt  uns  ein  System  von  Bedingungen  kennen, 
durch  die  die  Vektoren  @  und  9JI  eindeutig  bestimmt  sind. 
Hierzu  dient  uns  die  Bemerkung,  daß  die  gesamte  elektromagne- 
tische Energie  eines  Systems  nur  dann  gleich  Null  sein  kann, 
wenn  die  Kraftkomponenten  E  und  M  überall  identisch  ver- 
schwinden. 

Wir  machen  zunächst  immer  die  Annahme,  daß,  wenn  sich 
das  Feld  ins  Unendliche  erstreckt,  dort  die  Bedingungen  der 
§§133,  155  erfüllt  seien.  Femer  schließen  wir  den  Fall  aus,  daß 
die  Komponenten  JE,  M  in  Punkten  oder  Linien  unendlich  werden. 
Da  wir  aber  den  Fall  nicht  ausschließen  dürfen,  daß  das  Fefld  aus 
verschiedenartigen  Stoffen  besteht,  so  müssen  wir  ünstetigkeiten 
an  Flächen  für  A,  £,  ti  zulassen. 

Für  diesen  Fall  machen  wir  die  Annahme: 
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1.  An  jeder  Fläche  im  Felde  r  ändern  sich  die 
tangentialen  Komponenten  der  Vektoren  @,  3Ji 
beim  Durchgange  stetig. 

Die  Normalkomponenten  £„,  Mn  müssen  nach  dieser  Vor- 
aussetzung an  einer  Fläche,  in  der  £,  A,  fi  unstetig  sind,  in  einer 
gewissen  Weise  unstetig,  werden,  die  durch  die  Maxwelischen 
Gleichungen  selbst  näher  bestimmt  ist. 

Aus  unserer  Annahme  folgt,  daß  die  Normalkomponente 
Hn  des  Energievektors  bei  Durchgang  durch  die  Fläche  stetig 
bleibt,  wie  man  sieht,  wenn  man  in  §  164  (6)  die  ^- Achse  mit  der 
Flächennormale  zusammenfallen  läßt,  und  es  ist  also  die  Formel 
§  164  (8)  anwendbar. 

Wenn  in  irgend  einem  Augenblick,  von  dem  aus  wir  die 
Zeit  zählen,  in  dem  also  ^  =  0  ist,  die  sechs  Komponenten  jS;,., 
Ey^  -E,,  M-x^  My^  Mg  beliebig  gegeben  sind,  so  werden  durch  die 
Maxwelischen  Gleichungen  [§  163  (4),  (5)J  die  Veränderungen 
dieser  Funktionen  in  der  Zeit  bestimmt,  wenn  noch  gewisse  Be- 
dingungen an  den  Grenzen  hinzukommen. 

Wir  nennen  das  System  der  Werte  E^  M  für  ^  =  0  den 
Anfangszustand,  und  beweisen  zunächst,  indem  wir  immer  die 
aligemeinen  Voraussetzungen,  die  wir  oben  formuliert  haben,  fest- 
halten: 

2.  In  einem  unbegrenzten  Felde  ist  durch  den  Au- 
fangszustand  der  weitere  Verlauf  der  Erschei- 
nung vollständig  bestimmt. 

Haben  wir  nämlich  zwei  Vektorenpaare  6,  9)1;  @',  901',  die 
demselben  Anfangszustande  entsprechen,  so  ergibt  sich  ein  dritter 
g"  =  g  _  6',  W  =  m  —  m\  der  dem  Anfangszustande  Null 
entspricht,  d.h.  dem  Zustande,  in  dem  alle  Komponenten  Null 
sind.  Für  diesen  ist  also  auch  der  Anfangswert  Tq  der  Energie 
gleich  Null  und  aus  §  165  (1)  ergibt  sich  durch  Integration  nach 

der  Zeit: 

t 


Da  aber  T  und  Q  niemals  negativ  sein  können,  so  folgt 
hieraus,  daß  6  —  &  und  W  —  'W  verschwinden,  also  (S,  Ü)t  mit 
6',  W  identisch  sein  müssen. 
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Wir  nehmen  femer  einen  durch  eine  geschlossene  Fläche 
begrenzten  Baum  und  in  diesem  einen  Anfangszustand  für  @ 
und  3JJ.  Für  diesen  läßt  sich  ebenso  leicht  der  folgende  Satz 
beweisen: 

3.  In  einem  endlichen  Felde  ist  die  Lösung  der 
Maxwellschen  Gleichungen  eindeutig  bestimmt, 
wenn  außer  dem  Anfangszustande  an  jedem  Punkte 
der  Oberfläche  die  Komponenten  yon  6  in  der 
Richtung  der  Tangentialebene  der  Oberfläche  für 
alle  Zeit  gegeben  sind. 

Denn  nehmen  wir  wieder  zwei  denselben  Bedingungen  ge- 
nügende Vektorenpaare  (5,  30?;  @',  9)1',  so  ergibt  sich  ein  drittes 
Vektorenpaar  g  —  6'  =  6",  W  —  W  =  W\  für  welches  der 
Anfangszustand  Null  ist,  und  bei  dem  der  Vektor  6"  an  der 
Oberfläche,  wenn  er  nicht  verschwindet,  überall  die  Bichtung  der 
Normalen  hat.  Der  Energievektor  ^",  der  ja  auf  6"  senkrecht 
stehen  muß,  wird  daher  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche  in  die 
Oberfläche  selbst  fallen  und  es  ist  folglich  an  der  ganzen  Ober- 
fläche ifn  =  0.  Demnach  gibt  die  Gleichung  §  164  (8)  für  die 
Energie  T"  des  ganzen  Systems: 

^  +  ^"  =  ' 

und  folglich,  da  T"  am  Anfang  verschwindet, 


T"  +  {Q"dt  =  0. 


Es  ist  also,  wie  vorher,  6",  9}J"  identisch  gleich  Null,  und 
daher  sind  die  beiden  Vektorenpaare  6,  9J};  6',  5B'  miteinander 
identisch. 

Man  kann  noch  bemerken,  daß  die  Lösung  ebenso  bestimmt 
ist,  wenn  statt  der  Komponenten  von  6  die  Komponenten  von  9W 
in  der  Bichtung  der  Oberfläche  gegeben  sind.  Man  kann  sogar 
noch  allgemeiner  sagen,  daß  die  Lösung  bestimmt  ist  durch  den 
Anfangszustand  und  durch  die  Komponenten  in  den  Oberflächen- 
richtungen irgend  eines  Vektors  a(5  +  /39DI,  wenn  a,  ß  Konstanten 
oder  auch  gegebene  Ortsfunktionen  an  der  Oberfläche  sind. 
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§  168. 
Elektromotorisch  wirksame  Flächen. 

Die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  sind  unter  der  in  1. 
ausgesprochenen  Voraussetzung  über  die  Stetigkeit  gewonnen. 
In  einem  für  die  Anwendungen  sehr  wichtigen  Falle  können  wir 
aber  diese  Annahme  nicht  aufrecht  erhalten,  nämlich  dann,  wenn 
im  Felde  Flächen  vorkommen,  in  denen  eine  Kontaktkraft  tätig 
ist,  wie  wir  sie  in  §  137  betrachtet  haben.  Solche  Flächen 
wollen  wir  elektromotorisch  wirksam  nennen. 

Ist  do  ein  Element  einer  solchen  Fläche  0,  in  dem  zwei 
Körper  A,  B  mit  der  Spannungsdifferenz  (^,  B)  zusammenstoßen, 
und  ist  Sn  die  Normalkomponente  des  elektrischen  Stromes  in 
der  Richtung  von  A  nach  5,  so  wird  durch  den  Strom  beim 
Durchgang  durch  die  Fläche  0  in  der  Zeiteinheit  eine  Arbeit 
geleistet  von  der  Größe: 

(1)  R  =  {A,B)[Sndo, 

Diese  Arbeitsleistung  geschieht  auf  Kosten  der  elektro- 
magnetischen Energie,  ebenso  wie  die  Erzeugung  der  Joule- 
schen  Wärme  §,  nur  mit  dem  Unterschiede,  daß,  während  Q 
stets  positiv  ist,  H  je  nach  dem  Vorzeichen  von  (4,  B)  positiv 
oder  negativ  sein  kann. 

Ist  z.  B.  A  Zink  und  B  Kupfer,  so  ist  (J.,  B)  und  also  bei 
positivem  S„  auch  JR  positiv. 

Die  verlorene  (oder  gewonnene)  Energie  iJ  muß  aber  gleich- 
falls in  anderer  Form  wieder  zutage  treten,  und  sie  nimmt  ent- 
weder die  Form  von  Wärme  an  (Peltier-Wärme)  oder  sie  wird 
in  chemische  Energie  verwandelt i). 

Sind  verschiedene  elektromotorisch  wirksame  Flächen  vor- 
handen, so  erhalten  wir  mehrere  Ausdrücke  jR,  jR',  ...  von  der 
Form  wie  (1),  und  wegen  der  Erhaltung  der  Energie  im  ganzen 
System  ist 

(2)  ^+<>  +  i?  +  Ä'  +  ...  =  0. 
Hierin  ist  nach  §  164  (7) 

*)  Hertz,  Gesammelte  Werke,  Bd.  II,  S.  232. 
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was  eine  einfache,  rein  mathematische  Konsequenz  der  Max- 
well sehen  Gleichungen  ist,  und  es  sind  noch  die  Ausdrücke 
jR,  JR'  ...  näher  zu  untersuchen. 

Ist  0  eine  geschlossene  Fläche,  so  ist  nach  dem  Gaussschen 
Integralsatze 

\Sndo  =  —     divS*dr, 

wenn  das  zweite  Integral  nach  dt  über  den  von  0  umschlossenen 
Raum  erstreckt  wird,  und  es  ergibt  sich  nach  §163  (6)  für 
diesen  Fall  R  =  0.  Geschlossene,  elektromotorisch  wirksame 
Flächen  kommen  also  bei  der  Berechnung  der  Energie  nicht 
weiter  in  Betracht. 

Es  sei  also  0  eine  berandete  Fläche  mit  der  Randkurve  s, 
auf  der  wir  das  Element  ds  &o  zählen,  daß  in  einem  Randpunkte 
dn,  ds  und  das  Innere  der  Fläche  0  ein  Rechtssystem  bilden, 
d.  h.  so,  daß  ein  in  der  Richtung  dn  aufrecht  stehender,  in  der 
Richtung  ds  fortschreitender  Wanderer  das  Innere  der  Fläche 
zur  Linken  hat.  Dann  ergibt  sich,  wenn  wir  mit  6*"  den  Curl 
der  magnetischen  Kraft  bezeichnen,  nach  §163,  I: 

und  nach  dem  Satze  von  Stokes  (§95,  II) 


\S„do=z^\M,ds, 


also 

(4)  R  =  iA,B)-^{M.ds, 

worin  das  Integral  über  die  Randkurve  s  von  0  zu  erstrecken 
ist.  Es  hängt  also  R  nicht  von  der  Gestalt  der  Fläche  0, 
sondern  nur  von  deren  Randkurve  ab. 

Hiernach  werden  wir  die  elektrischen  und  mag- 
netischen Kräfte  und  folglich  auch  den  Energie- 
vektor im  ganzen  Felde,  mit  Ausnahme  der  Rand- 
linien s  der  elektromotorisch  wirksamen  Flächen, 
stetig  annehmen. 
Um  das  Verhalten  dieser  Größen  in  der  Nähe  der  Kurven  s 
zu  erkennen,  denken  wir  uns  diese  Kurven  zunächst  durch  kanal- 
förmige   Flächen  y,  y',  ...   eingehüllt,   die   dadurch    erzeugt   sein 
mögen,  daß  eine  unendlich  kleine  geschlossene  Linie  x,  etwa  ein 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  27 


nommene 
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Kreis  oder  eine  Ellipse  längs  der  Kurve  s  so  Unbewegt  wird,  daß 
ihr  Mittelpunkt  immer  in  s  bleibt,  während  ihre  Ebene  auf  s 
senkrecht   steht.     Das   über   den   Innenraum    dieser   Kanäle    ge- 

Integral  Idiv^dr    muß    dann,    wenn  das  Integral  in 

der  Formel  (3)  überhaupt  einen  Sinn  haben  soll,  für  ein  unend- 
lich kleines  x  verschwinden,  und  wenn  wir  auf  den  Außenraum 
des  Feldes,  der  sich  ins  Unendliche  erstrecken  mag,  das  Gausssche 
Theorem  anwenden,  so  ergibt  sich  aus  (3),  wenn  wir  mit  v  die 
nach  außen  gerichtete  Normale  an  die  Kurve  x  bezeichnen 

und  aus  (2) 


iJ  4-  i{'  _^  ...  =  _  ^  [fl.dy, 


wenn  dy  die  Elemente  der  Kanalllächen  y,  y',  . . .  durchläuft. 
Diese  Gleichung  befriedigen  wir  durch  die  Annahme 

(•^)      ^  =  -  ^  j^-'^y'  ^'  =  -  Ä  j^-'^^''  •••' 

worin  die  Integrale  über  die  einzelnen  Kanalflächen  y,  y',  ...  zu 
erstrecken  sind.  Es  können  also  die  Kurven  s,  s',  . . .  als  die 
Quellen  für  die  Energiemengen  iJ,  E\  ...  angesehen  werden. 

Bezeichnet  dd^  ein  Element  der  Kurve  x,  so  können  wir 
dy  =  dd'  ds  setzen,  und  die  erste  der  Gleichungen  (5)  gibt 
nach  (4) 

{A,  B)  [Msds  =  —  [  [ Ä  d^ds, 

und  diese  Gleichung  befriedigen  wir,  indem  wir  setzen: 

(6)  {A,B)Ms  =  -[H,d^, 

worin  x  als  unendlich  klein  anzusehen  ist. 

Rechnen  wir  die  positive  Richtung  dO*  so,  daß  ein  Fort- 
schreiten längs  ds  und  gleichzeitige  Drehung  in  der  Richtung 
d^  eine  Rechtsschraube  ist,  so  können  wir  ein  direktes  Koor- 
dinatensystem x^  y,  z  so  legen,  daß  x^  y,  z  der  Reihe  nach  mit  v, 
d%'^  ds  zusammenfallen,  und  dann  ist  nach  S  164  (6) 

und  wenn  wir  die  magnetischen  Komponenten  und  die  Kraft  E, 
als  endlich  voraussetzen,  so  wird  für  ein  unendlich  kleines  x 
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Hy  =  MsEa, 
und  es  ergibt  sich  aus  (6): 

(7)  {Ä,B)  =  --{E^d». 

Wenn  wir  die  magnetischen  Kräfte  und  ihren  Curl  endlich  an- 
nehmen, und  wenn  wir  außerdem  d&'/dt  endlich  annehmen  (z.  B. 
bei  stationärem  Zustande),  so  zeigt  die  erste  der  Maxwellschen 
Gleichungen  (§168,  L),  daß  auch  die  elektrische  Kraft  @  in 
Leitern  nicht  unendlich  werden  kann;  da  aber  die  Gleichung  (7) 
ein  unendlich  werden  von  E^  verlangt,  so  kann  dies  nur  im  Di- 
elektrikum stattfinden. 

Nehmen  wir  z.  B.  für  A^  B  die  Kombination  Zink — Kupfer, 
so  ist  (4,  B)  positiv.  Die  Berührungsfläche  sei  in  der  Fig.  65 
durch  P,  P'  dargestellt;  P  und  P'  sind 
die  Spurpunkte  der  Linie  s  in  der  Ebene 
der  Zeichnung.  Nach  außen  mögen  beide 
Metalle  an  die  Luft  grenzen.  Die  Kurve 
s  geht  im  Punkte  P  nach  oben,  in  P' 
nach  unten.  Die  positive  Richtung  von  0- 
in  P  ist,  durch  den  Pfeil  angedeutet. 
Im  Dielektrikum  wird  E»  für  q  =  0  negativ  unendlich,  d.  h.  wir 
haben  im  Dielektrikum  eine  im  Punkt  P  unendlich  groß  wer- 
dende Kraft  in  der  Richtung  vom  Zink  zum  Kupfer  anzunehmen. 

Wir  erhalten  die  folgende  Ergänzung  zu  den  Sätzen  des 
§167: 

4.  Wenn  berandete,  elektromotorisch  wirksame 
Flächen  im  Felde  sind,  so  kann  die  elektrische 
Kraft  nicht  mehr  überall  stetig  sein,  sondern 
sie  wird  an  der  Randkurve  so  unendlich,  wie  es 
die  Gleichung  (7)  angibt.  Sind  für  jede  solche 
Fläche  die  Konstanten  {A^B)  gegeben,  so  ist  hier- 
durch und  durch  die  sonstigen  Bestimmungen 
der  Sätze  2.  und  3.  des  §16.7  der  elektromagne- 
tische Zustand  eindeutig  bestimmt. 

Der  letzte  Teil  dieses  Satzes  wird  ebenso  wie  in  §167  be- 
wiesen. 

Es  ergibt  sich  aus  diesen  Betrachtungen  noch  eine  für 
später  wichtige  Folgerung. 

27* 
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Wir  ziehen  eine  beliebige  in  sich  zurücklaufende  Linie  ö  im 
Inneren  des  Feldes  und  legen  durch  diese  eine  stetig  gekrümmte 
einfach  zusammenhängende  Fläche  ü.  Wir  wählen  eine  positive 
Normalenrichtung  v  auf  ü  und  eine  positive  Richtung  do  auf 
der  Grenzkurve  (J,  so  daß  dv,  dö  und  das  Innere  von  ü  ein 
Rechtssystem  bildet. 

Die  Fläche  Sl  wird  im  allgemeinen  von  einigen  der  Kurven  s 
durchdrungen  werden,  einem  solchen  Durchstoßpunkt  P  geben 
wir  das  Zeichen  -|-,  wenn  s  in  der  Richtung  des  positiven  dv 
durch  lö.  hindurchgeht,  sonst  das  Zeichen  — .  Die  Punkte  P 
schließen  wir  durch  kleine  Kreise,  die  als  die  Spuren  der  Kanal- 
flächen y,  /  . . .  angesehen  werden  können,  von  der  Fläche  Sl 
aus,  wodurch  sich  eine  Fläche  ü'  ergeben  mag.  Ist  nun  6*  der 
Curl  der  elektrischen  Kraft,  so  folgt  aus  dem  Theorem  von 
Stokes,  wenn  dcj  ein  Element  von  Sl'  ist: 

und  nach  der  zweiten  Maxwellschen  Gleichung: 
(8)  {Eadö  =  -^^AM^dto, 

worin  das  Integral  nach  dö  über  die  ganze  Begrenzung  von  ü' 
zu  erstrecken  ist.  Das  Integral  nach  d(o  kann  über  Sl  genommen 
werden,  da  wir  den  magnetischen  Vektor  als  stetig  voraussetzen. 
Ist  nun  P  einer  der  vorhin  charakterisierten  Durchstoß- 
punkte der  Linie  s  mit  ü,  und  hat  der  diesen  Punkt  aus- 
schließende Kreis  den  unendlich  kleinen  Radius  9,  so  kommt  in 
dem  Integral  auf  der  linken  Seite  von  (8)  ein  Bestandteil  vor, 
der  wegen  (7)  die  Gestalt  annimmt: 


+  {E^d^  =  ±{A,B), 


je  nachdem  der  Punkt  P  nach  der  oben  getroffenen  Bestimmung 
das  positive  oder  das  negative  Zeichen  hat.  Demnach  ergibt 
die  Formel  (8)  für  das  über  die  Begrenzung  von  Sl  erstreckte 
Integral : 

(9)  {Eadö  =  _  ^^  {M.dcj  +{A,B)  +  (A',B').., 

Wenn  eine  der  Kurven  s  die  Fläche  Sl  mehrmals  schneidet, 
so   werden   diese    Durchstoßpunkte    abwechselnd   das   Zeichen   + 
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haben,  und  die  entsprechenden  Bestandteile  in  (9)  werden  sich 
also  aufheben.    Hiemach  können  wir  an  Stelle  der  Kurven  s  die 
elektromotorisch  wirksamen  Flächen  0  in   die  Betrachtung  ein- 
führen.  Wenn  nämlich  in  der  Fig.  66  PP'  die  Spur       , ,.    gg 
einer  solchen  Fläche  in  der  Ebene  der  Zeichnung 
ist,   die  die   Raumteile   J.,  B   voneinander   trennt,  ^ 

und  (J  die  durch  den  Pfeil  angedeutete  Richtung 
hat,  so  geht  in  P  die  positive  Richtung  von  s  ^^ 
nach  oben,  wie  die  Richtung  dv,  und  P  hat  also  ^ 
das  Zeichen  -(-.  Die  positive  Richtung  von  <>  geht 
in  der  Richtung  dn  durch  die  Fläche  0  hindurch. 
Demnach  können  wir  dem  Satze  (9)  auch  den 
Ausdruck  geben: 

Es  ist 
(10)  -^Eadö  =  {A,B)  4-  iÄ\B')  +    ..  4-  ^^Jjlf„dG,, 

wenn  {Aj  B)^  {A\  B')  die  Spannungsdifferenzen 
an  den  Punkten  bedeuten,  wo  die  Kurve  6  die 
elektromotorisch  wirksamen  Flächen  in  der 
Richtung  von  A  nach  B  durchdringt. 


§  169. 

Ausgleichung  einer  elektrischen  Ladung. 

Die  Gleichungen  (4)  §  163  geben  für  ein  konstantes  l  und  £, 
wenn  man  sie  der  Reihe  nach  in  bezug  auf  x^y^  z  differentiiert 
und  dann  addiert: 

(1)  :j^^divg+Adivg  =  0, 

oder,  wenn  man  die  Dichtigkeit  der  wahren  Elektrizität  mit  q 
bezeichnet,  also  nach  §133(1),  (2) 

- —  div  @  =  o 
4jr  ^ 

setzt  und  für  A  die  Konstante  0  =r  Anl/e  einführt  [§162  (7)] 

(2)  ||  +  0p  =  O, 

woraus  durch  Integration 

(3)  p  =  e-««Po, 
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wenn  Qq  der  Anfangswert  von  q  ist.  Die  räumliche  Dichtigt 
der  Elektrizität  nimmt  also  mit  der  Zeit  ab ,  und  zwar  um  j 
schneller,  je  größer  die  Leitfähigkeit  der  Substanz  ist  und  näLt- ; 
sich  der  Grenze  Null.  Da  die  wahre  Elektrizität  nach  unsere 
Voraussetzung  nicht  zerstörbar  ist,  so  muß  jsie  also  bei  die^- 
Änderung  an  die  Grenze  zwischen  Leiter  und  Nichtleiter  wander. 

Um  dies  an  einem  einfachen  Beispiele  zu  erläutern,  nehic- 
wir  an,  es  sei  für  einen,  in  einem  Dielektrikum  schwebenden  ^r 
grenzten  Leiter  das  elektrostatische  Problem  gelöst.  Es  ist  ai.- 
nach  dieser  Annahme  im  äußeren  Kaume  eine  Funktion  (f  dn 
Ortes  bekannt,  die  der  Bedingung  ^g?  =  0  genügt,  im  Udcl.:- 
lichen  verschwindet,  und  an  der  Oberfläche  des  Leiters  den  iofi- 
stauten  Wert  A  annimmt. 

Wir  nehmen  zweitens  eine  willkürliche  Funktion  ^  im  /uuen 
des  Leiters  an,  von  der  wir  nur  voraussetzen  wollen,  daß  auci 
sie  an  der  Oberfläche  den  konstanten  Wert  A  erhält  Hi: 
nehmen  dann  folgenden  Anfangszustand  an. 

Die  magnetischen  Kräfte  seien  im  ganzen  Felde  zu  Aii6d? 
gleich  Null.    Es  sei  ferner 

im  Dielektrikum  £2  =  —  |^,    £o  ^  _  |^,     ^J  =  _  |^ 

im  Leiter  F«  —        ^*        F«  —        ^*        iro  _  _  ^. 

im  Leiter  i^,^  _  _  __,    i^,^  _  _  _,     ^^  _  _  ^^ 

Dann  sind  die  Gleichungen  §  163  (4)  und  (5)  befriedigt 
wenn  wir  über  den  weiteren  Verlauf  die  folgenden  knnahmen 
machen : 

1.  Die  magnetischen  Kräfte  bleiben  dauernd  Null. 

2.  Im   Dielektrikum,    wo  A  =0   ist,    sind    die    elektrischeB 
Kräfte  von  der  Zeit  unabhängig 

E   —  E^      E  —  E^      E  —  E^ 

3.  Im  Leiter  ist 

E,  =  e-^*E%,     Ey  =  e-**£^     E,  =  e^^^El 
Die  räumliche  Dichtigkeit  der  wahren  Elektrizität  ist  nach 
diesen  Annahmen   im  Dielektrikum   dauernd  =  0;  im  Leiter  ist 

(4)  Q  =  —  —-e-^*^t,     Qo  =  —  j-^if, 

und  die  Dichtigkeit  ö  an  der  Oberfläche  ist,  wenn  e  im  Dielek- 
trikum =  1  angenommen  und  die  Normale  n  positiv  in  den 
Leiter  hineingerechnet  wird 
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Die  Gesamtmenge  der  wahren  Elektrizität  ist 
(7)  c=J9dir-|-    (Jdö, 


also 

4jt 


e  •= —  e~* 


+  4 


rjrj  cn 
und  daher  nach  dem  Gauss  sehen  Integralsatz 

(8)  ,=    1    f|^do, 

^  4:71  j  dn 

also,  wie  es  sein  muß,  von  der  Zeit  unabhängig.  Für  ^  =  oo 
wird  Q  =  0  und  4nö  =  d(p/dnj  und  dies  ist  der  elektrostatische 
Zustand.  (Hier  wird  man  e  als  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 
nicht  mit  der  Elektrizitätsmenge  e  verwechseln.) 

Bei  dieser  Elektrizitätsbewegung  ist  der  elektrische  Strom 

dauernd  gleich  NuU^). 

^)  Der  auffallende  Umstand,  daß  hier  trotz  der  Bewegung  der  Elek- 
trizität kein  Magnetfeld  entsteht,  erklärt  sich  durch  die  spezielle  Annahme 
über  den  Anfangszustand,  nach  der  W^  =  0  ist,  also  im  Leiter 

Wollte  man  eine  andere  Annahme  machen,  z.  B. 

setzen,  so  würde  nach  den  Maxwell  sehen  Gleichungen  beim  Ausgleich  der 
Ladung  ein  Magnetfeld  entstehen. 


Zwanzigster  Abschnitt. 

Blektpolytlsclie  Leltung-- 


§170. 
Wirkung  der  elektrischen  Kraft  auf  die  Ionen. 

Eine  besondere  Form  nehmen  die  Gleichungen   für  die  elek- 
trischen Bewegungen  in  den  Lösungen  an,  die  den    elektrischen 
Strom  leiten,  indem  sie  durch  ihn  chemisch  zersetzt  werden.    Hk: 
ist  es  unmöglich,  die  elektrischen  Bewegungen  von  den  Bewegufl^eL 
durch  Diffusion  zu  trennen,  und  beide  müssen  also   gleichzeiti: 
berücksichtigt  werden.     Bei  der  Ableitung  dieser  Gleichungen.  diV 
zuerst  N ernst  gegeben  hat,  und  die  dann  von  Planck  noch  eio- 
gehender  begründet  und  diskutiert  sind,  stützen  wir  uns  auf  dit 
Anschauungen  von  van't  Hoff  und  Arrhenius  über  die  Natur 
der  Lösungen,  die  jetzt  in  der  Physik  allgemein  angenommen  sind 
Nach  diesen   herrschen   hier    dieselben  Gesetze,    die   bei    Gasen 
längst  bekannt  sind,  nämlich  die  Gesetze  von  Boyle-Mariotte. 
Gay-Lussac,  Avogadro i). 

Die  chemischen   Verbindungen,  die  durch  den  elektrischen 
Strom  zersetzt  werden,  bestehen   aus  einem    elektropositiven 
und   einem    elektronegativen   Bestandteile.     Diese  Substanzen 
sind  in  einem  Lösungsmittel,  etwa  in  Wasser,  gelöst.  Die  Bestand- 
teile heißen  die  Ionen,  die  elektropositiven  die  Kationen,  die 
negativen  die  Anionen.     So  ist  beispielsweise  in  einer  Lösung 
von  KCl  oder  NaCl  das  Metall,  Kalium  oder  Natrium,  das  Kation, 
Chlor  das  Anion.   In  einer  Lösung  von  Salzsäure  ist  der  Wasser- 
stoff das  Kation,  Chlor  das  Anion.     Die  Theorie  beschränkt  sich 


0  Nernst,   Zeitschr.  f.  physikalische  Cliemie,   Bd.  4  (1889).    Planck 
Annalen  der  Physik  und  Chemie,  neue  Folge,  Bd.  39  (1889).     F.  Kohlrausch, 
Sitzungsherich t  der  Berliner  Akademie  vom  19.  Novemher  1896,  und  Annalen 
der  Physik  und  Chemie,  Bd.  62  (1897). 
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nicht  auf  binäre  Verbindungen,  sondern  zieht  auch  solche  in 
Betracht,  die  mehrere  Bestandteile  enthalten,  wie  z.  B.  Schwefel- 
säure, H2SO4.     Diese  zerlegt  sich  nach  der  Formel: 

H2SO,  =  H  +  HSO4 

und  bei  weiterer  Dissoziation  zerlegt  sich 

HSO,    in    H4-SO4. 

Die  Leichtigkeit,  mit  der  die  Dissoziation  vor  sich  geht,  hängt 
von  der  Verdiinnung  und  von  der  Natur  des  Lösungsmittels  ab 
und  geht  ungefähr  mit  der  Dielektrizitätskonstante  parallel  1). 

Wenn  die  Lösung  hinlänglich  verdünnt  ist,  wie  wir  hier 
voraussetzen,  so  sind  die  Elektrolyte  vollständig  dissoziiert 
und  sind  dann  in  ihrer  Beweglichkeit  gegenseitig  voneinander 
unabhängig. 

Die  Konzentration  der  Ionen  in  einer  Lösung  wird  hier  nun 
zweckmäßig  nicht  nach  Prozenten,  sondern  nach  sogenannten 
Grammäquivalenten  oder  Gramraionen  gemessen. 

Unter  einem  Grammion  (Grammäquivalent),  einer  lonen- 
art,  deren  Äquivalentgewicht,  bezogen  auf  den  Wasserstoff  als 
Einheit  2),  gleich  A  ist,  versteht  man  eine  Menge  von  A  Gramm 
dieser  Substanz,  also  z.  B.  bei  der  Zersetzung  von  Schwefelsäure 
würde  ein  Grammion  von  SO4,  wenn  S  und  0  die  Atomgewichte 
von  Schwefel  und  Sauerstoff  sind,  gleich  V2SO4  =  48  sein. 

Befinden  sich  dann  in  der  Volumeneinheit  (im  Kubikzenti- 
meter) a  Grammionen,  so  heißt  a  die  Konzentration  der 
Lösung,  die  natürlich  auch  eine  Funktion  des  Ortes  sein  kann. 
Dann  würden  wir  genauer  sagen,  das  Volumenelement  dt  enthält 
oidr  Grammionen. 

Sind  in  einem  Liter  der  Lösung  m  Gramm  einer  lonenart  A 
vom  Äquivalentgewichte  A  gelöst,  so  enthält  also  das  Liter 
/Lc  =  m/A  Grammionen,  und  es  ist  a  =  \0~^m/A,  Eine  Lösung, 
in  der  ^  ^=  1  ist,  die  also  im  Liter  ein  Grammäquivalent  enthält, 
heißt  nach  Kohlrausch  eine  Normallösung. 

Befindet  sich  eine  solche  Lösung  in  einem  elektrischen  Felde, 
80  wirkt  die  elektrische  Kraft  E  erfahrungsgemäß  so,  als  ob  jedes 
Grammion  eine  ganz  bestimmte  Menge  rj  von  Elektrizität  mit  sich 


^)  Nernst,  Theoretische  Chemie.     3.  Aufl.,  S.  365,  Stuttgart  1900. 

*)  In  der  Chemie  wird  jetzt  gewöhnlich  das  Aquivalentgewicht  des 
Wasserstoffs  nicht  mehr  genau  =  1,  sondern  =  1,008  angenommen,  damit  das 
Atomgewicht  des  Sauerstoffs  genau  =16  werde. 
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führte   (§166),    und   zwar    die  Kationen   positive,    die   Anionen 

negative  Elektrizität,  d.  h.,  es  wirkt  auf  ein  Grammäquivalent  des 

Kations  die  Kraft   -]-  rjE^  auf  ein  Grammäquivalent  des  Anions 

die  Kraft  —  tjE.    Die  Konstante  rj  ist,  in  elektrostatischem  Maße 

ausgedrückt, 

1?  =  289 .  1012 1), 

und  so  viele  Elektrizitätseinheiten  wandern  also  mit  einem 
Grammion. 

Die  elektrolytische  Dissoziation  von  KCl  und  H2SO4  wird 
hiemach  in  der  Weise  bezeichnet: 

KCl  =  K  +  Cl 

H2SO,  =  H  -f  H  +  SO„ 

wo  durch  die  Zeichen  -\-^  —  und  die  Anzahl  dieser  Zeichen  an- 
gedeutet wird,  wieviele  dieser  Ionen  mit  der  Menge  rj  positiver 
oder  negativer  Elektrizität  wandern.  Nach  Helmholtz  kann 
man  sich  den  Vorgang  dadurch  veranschaulichen,  daß  man  der  Elek- 
trizität eine  atomistische  Struktur  zuschreibt,  deren  Atome  die  posi- 
tiven und  negativen  Elektronen  sind.  Es  ist  dann  beim  KCl  ein 
positives  Elektron  mit  einem  Kalium- Atom,  ein  negatives  Elektron 
mit  einem  Chlor -Atom  verbunden  und  beide  sind  einwertig. 
In  der  Schwefelsäure  sind  mit  SO4  zwei  negative  Elektronen  ver- 
bunden, und  SO4  ist  hier  zweiwertig. 

Die  Konzentration  einer  Lösung  wird  dann  bei  mehrwertigen 
Ionen  hesser  nach  Molekular-Grammionen  (Molionen)  als  nach 
Äquivalentgrammionen  gemessen,  d.  h.  nach  der  Anzahl  der  in  der 
Volumeneinheit  enthaltenen  Moleküle,  die  z.  B.  bei  der  Schwefel- 
säure nur  halb  so  groß  ist  wie  die  Anzahl  der  Elektronen.  Bei 
einwertigen  Ionen,  die  wir  der  Einfachheit  wegen  im  folgenden 
stets  voraussetzen  wollen,  fällt  dieser  Unterschied  weg  2). 


^)  In  elektromagnetischem  Maße  ist  rj  =  9650.  Eohlrausch  (Annalen 
der  Physik  und  Chemie,  neue  Folge,  Bd.  62,  1897)  mißt  die  Konzentration 
nach  elektrochemischen  Äquivalenten  in  der  Yolumeneinheit,  wohei  also  bei 
jedem  Ion  diejenige  Menge  gleich  Eins  ist,  mit  der  die  positive  oder  nega- 
tive Elektrizitätsmenge  Eins  wandert.  In  diesem  Sinne  ist  also  rja  die  Kon- 
zentration. 

*)  ^gl«  Nernst,  Theoretische  Chemie,  Kap.  YII. 
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§171. 

Der  osmotische  Druck. 

Außer  der  elektrischen  Kraft  wirkt  auf  die  Ionen  noch  der 
osmotische  Druck  p.  Dieser  ist  abhängig  von  der  Konzen- 
tration a  der  lonenai't,  aber  unabhängig  von  den  etwa  noch  sonst 
in  der  Lösung  enthaltenen  Ionen  anderer  Art.  Ist  v  das  Volumen 
eines  Grammions,  so  ist  hiernach 

(1)  pv  =  R, 

worin  R  der  absoluten  Temperatur  proportional,  aber  von  der 

chemischen  Natur    der   Ionen    unabhängig    ist.     Es    ist   für  die 

Temperatur  von  18o 

R  =  2,414.1010, 

wenn  auch  hier  das  Atomgewicht  des  Wasserstoffs  als  Ein- 
heit gilt.  Nun  ist,  wenn  a  die  Konzentration  in  dem  festgesetzten 
Sinne  bedeutet,  v  ^  1/a,  und  daher 

(2)  i)  =  ajRi). 

Der  osmotische  Druck  erzeugt  nun  eine  Kraft,  die  die  Ionen 
von  den  Stellen  höheren  Druckes  nach  denen  von  niedrigerem 
Drück  treibt,  und  die  dem  Druckgefälle  proportional  ist. 

Der  osmotische  Druck  wirkt  auf  die  Ionen  ebenso,  wie  der 
Druck  in  Gasen  wirkt,  d.h.,  wenn  do  irgend  ein  Flächenelement 
ist,  so  wirkt  gegen  dieses  Flächenelement  normal  eine  nur  von 
der  Stelle,  nicht  von  der  Orientierung  von  do  abhängige  Kraft 
pdo,  Grenzen  wir  irgend  ein  Volumen  x  durch  eine  geschlossene 
Fläche  0  ab  mit  den  Elementen  dx  und  do,  so  ist  nach  dem 
Gau  SS  sehen  Satze  (§95) 

(3)  lpcos(na;)do  =  —  I  ^dr, 

und  dies  ist  also  die  a:- Komponente  der  auf  die  gesamte  Oberfläche 
von  X  wirkenden  Druckkraft.  Denken  wir  uns  das  Volumen  x  als 
starr,  so  ist  dies  die  von  dem  osmotischen  Druck  herrührende,  auf 
die  in  diesem  Volumen  enthaltenen  Ionen  wirkende  Kraft. 

Wenden  wir  dies  auf  ein  einzelnes  Volumenelement  dx  an, 
so  wirkt  also  auf  dieses  in  der  ic- Richtung  die  Kraft 


*)  Ist  das  betrachtete  Ion  n  ^- wertig,  so  ist  bei  der  hier  angenommenen  Konzen- 
trationsmessung in  den  Formeln  dieses  Abschnittes  R  durch  i2/n„  zu  ersetzen. 
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und  da  nun  adr  Grammionen  im  Elemente  dt  enthalten  sind, 
so  wirkt  auf  ein  einzelnes  Grammion  die  osmotische  Kraft 

a  dx 

Nehmen  wir  hierzu  die  im  vorigen  Paragraphen  näher  be- 
stimmte elektrische  Kraft,  so  wirkt  also  im  elektrischen  Felde 
auf  ein  Grammion  in  der  rc- Richtung  die  Kraft 

worin  das  obere  Zeichen  für  die  Kationen,  das  untere  für  die 
Anionen  gilt.  Der  Ausdruck  (5)  ist  die  o;- Komponente  eines 
Vektors  ^,  der  nach  unserer  Vektorbezeichnung  mit 

(6)  ^^  =  —R  grad  loga  +  iyiS 

zu  bezeichnen  wäre. 

Eine  auf  die  Ionen  wirkende  Kraft 'bewirkt  nicht,  wie  in  der 
Mechanik  träger  Massen  angenommen  wird,  eine  Beschleunigung, 
sondeni  eine  Geschwindigkeit,  was  man  als  eine  Folge  des  Wider- 
standes des  Lösungsmittels  ansehen  kann.  Eine  auf  ein  Ion 
wirkende  Kraft  P  erteilt  daher  diesem  eine  Geschwindigkeit  in 
ihrer  Richtung,  die  mit  P  proportional  ist,  und  die  wir  gleich  a  P 
setzen.  Der  Koeffizient  a  ist  die  durch  die  Einheit  der  Kraft 
hervorgerufene  Geschwindigkeit  und  heißt  die  Beweglichkeit 
der  betreffenden  lonenart.'  Die  Beweglichkeit  a  hängt  nicht  bloß 
von  der  Natur  der  lonenart,  sondern  auch  von  ihrer  Konzentration 
und  sogar  von  der  Konzentration  der  etwa  noch  gleichzeitig  in 
der  Lösung  enthaltenen  anderen  lonenarten  in  einer  nicht  näher 
bekannten  Weise  ab.  Sie  nähert  sich  aber  bei  abnehmender 
Konzentration  der  Lösung  einer  festen  Grenze,  und  bei  sehr  ver- 
dünnten Lösungen  und  konstanter  Temperatur  kann  man  daher 
a  genähert  als  eine  Konstante  der  Substanz  ansehen.  Einst- 
weilen ist  es  aber  nicht  notwendig,  hierüber  eine  Annahme  zu 
machen. 

Hiernach  erhalten  wir  aus  dem  Kraftvektor  ^  einen  Ge- 
schwindigkeitsvektor a^,  der  die  Geschwindigkeit  einer  lonen- 
art Ä  von  der  Konzentration  a  und  der  Beweglichkeit  a  nach 
Größe  und  Richtung  bestimmt. 

Dieser  Geschwindigkeitsvektor  verändert  die  Konzentration 
nach  den  im  zehnten  Abschnitte  allgemein  auseinander  gesetzten 
Grundsätzen. 
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Es  ist  nämlich  die  in  ein  Volumen  x  einströmende  Menge 
der  lonenart  A^  auf  die  Zeiteinheit  berechnet,  gleich  dem  über 
die  Oberfläche  von  r  erstreckten  Integral 


I 


accPndo^ 


wenn  n  die  nach  innen  gerichtete  Nonnale  ist,  oder  nach  dem 
Gau  SS  sehen  Satze 


=  —    div(aa^)fl^r. 


Durch  diesen  Zufluß  wird  aber  die  Konzentration,  wenn  t 
die  Zeit  bedeutet,  in  der  Zeiteinheit  um  do^/dt  vermehrt,  und  es 
ist  daher  dieses  Integral  auch 

J  dt     ' 
woraus  sich  die  Gleichung 

(7)  ||  =  -div(a«?ß) 

ergibt,  und  eine  solche  Gleichung  erhält  man  für  jede  der  lonen- 
arten  i). 

§172. 

Der  elektrische  Strom. 

Um  die  Maxwellschen  Gleichungen  auf  den  Fall  der 
elektrolytischen  Leitung  anwenden  zu  können,  haben  wir  nur 
noch  festzustellen,  was  wir  unter  dem  elektrischen  Strome  zu 
verstehen  haben.     Dies  ergibt  sich  aber  aus  der  Definition  §162. 

Wenn  man,  was  der  Wirklichkeit  jedenfalls  sehr  nahe  ent- 
spricht, das  Lösungsmittel  wie  einen  Nichtleiter  behandelt,  so 
haben  wir  keinen  Verfall  von  elektrischer  Kraft,  wie  bei  den 
metallischen  Leitern,  anzunehmen.  Dagegen  wird  ein  Teil  der 
vorhandenen  elektrischen  Energie  zur  Überwindung  des  Wider- 
standes, den  das  Lösungsmittel  der  lonenverschiebung  entgegen- 
stellt, verbraucht,  und  auch  hier  in  Wärme  verwandelt.  Diesen 
Teil  können  wir  berechnen,  wenn  wir,  wie  schon  oben,  annehmen. 


^)  Die  Dimensionen  der  hier  vorkommenden  Größen  sind  folgende: 
d.  h.,  es  ist  a  eine  Zeit. 
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daß  die  Ionen  die  Träger  bestimmter  positiver  oder  negativer 
Elektrizitätsmengen  sind. 

In  §  166  haben  wir  die  Arbeitsgröße  bestimmt,  die  zur  Ver- 
schiebung einer  gewissen  Elektrizitätsmenge  im  elektrischen  Felde 
erforderlich  ist. 

Die  im  Volumenelement  dt  enthaltene,  ah  die  Ionen  a  ge- 
bundene Elektrizität  ist  ^lyadr,  und  diese  wird  in  der  Richtung 
des  Vektors  ^  um  die  Strecke  aPdt  verschoben.  Die  elektrische 
Kraft  E  leistet  also  hierbei  die  Arbeit 

(1)  ±riaccPI!cos{P,E)dtdt 

=  ±riaa(P^E,-\-PyEy^P,E,)dxdt 

Die  Arbeit  der  elektrischen  Kräfte  bei  der  Verschiebung 
aller  Ionen  erhalten  wir  hieraus,  wenn  wir  die  Summe  dieser  für 
die  verschiedenen  lonenarten  gebildeten  Ausdrücke  nehmen,  also, 

wenn  wir  diese  Summe  durch  das  Zeichen  ^  andeuten: 


{2)dQdt  =  ri(^Ej^±aaP^-^Ey^+aaPy+E,^±aaP,)dzdt 

Bedeutet  dT  die  elektrische  Energie  im  Volumenelement 
dr,  so  genügt  der  im  §162  (14)  eingeführte  Strom vektor  ©  der 
Gleichung : 

(3)  ^f+dQ  =  {E,S.-\-Ey8y  +  KS.)dt. 

Es  ist  aber  nach  §133  (8) 

dT=-^{EI-^ES-\-EI)dt, 
und  folglich 

man  genügt  also  nach  (2)  und  (4)  der  Gleichung  (3),  wenn  man 
setzt : 

worin  ^"  der  durch  §  171  bestimmte  Kraftvektor  für  die  lonenart 

A  ist  und  die  Summe  ^  über  sämtliche  vorhandenen  lonenarten 

zu  nehmen  ist.  Hierin  bedeutet  e  die  Dielektrizitätskonstante 
der  Lösung.  Diesen  Vektor  @  betrachten  wir  als  den  elektrischen 
Strom,  der  in   die   Maxwellschen   Gleichungen  einzusetzen   ist. 
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Da  nun  infolge  der  Max  well  sehen  Gleichungen  div©  immer 
gleich  Null  ist,  so  ergibt  sich  aus  (5),  wenn  wir 

(6)  9=4^«^^^^ 

setzen,  also  unter  q  die  Dichtigkeit  der  wahren  Elektrizität  ver- 
stehen, nach  §171  (7): 

Es  ist  also  Q  —  rj  ^  +  «  von  der  Zeit  unabhängig,  und  wenn 

der  Wert  dieser  Differenz  zu  irgend  einer  Zeit  gleich  Null  ist, 
so  bleibt  er  im  weiteren  Verlaufe  des  Vorganges  immer  gleich 
Null.     Dies  wollen  wir  annehmen,  und  setzen  demnach 

(8)  Q  =  n^±cc. 

Es   ist   also  dann   die  Dichtigkeit   der   wahren 
Elektrizität  gleich  dem  Überschusse  der  von  den 
Kationen  getragenen   positiven  Elektrizität  über 
die  negative  der  Anionen. 
Setzen  wir  die  Gleichung  (8)  mittels  (6)  in  die  Form 

so  zeigt  sie,  daß,  wenn  div@  nicht  einen  sehr  großen  Wert  hat, 

+  a  sehr  klein  ist,  weil  das  im  Nenner  stehende  rj  einen  sehr 

großen  Wert  hat  (289.1012).  Es  sind  also  immer  nahezu 
ebensoviele  positive  wie  negative  Grammionen  in  einem 
Volumen  enthalten. 

Wir  wollen  schließlich  die  Gleichungen,  die  wir  in  der  Vektor- 
bezeichnung aufgestellt  haben,  in  expliziter  Form  schreiben. 

Zunächst  ergibt  sich  aus  §171  (6),  (7)  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung: 

,^^.      da         d   /-n    da_         ^\   ,     d  ( -^    8a__         -rr  \ 


+  ^(^'^17+'''"*^')' 


und  eine  solche  Gleichung  besteht  für  jede  lonenart,  wenn  immer 
das  obere  Zeichen  für  die  positiven,  das  untere  für  die  negativen 
Ionen  statthat. 
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Ferner  zerlegt  sich  der  Stromyektor  ©  hier  nach  (5)  in  drei 
Bestandteile,  nämlich 

(11)  ©  =  :i^|f  +  »/l?y;Tagrad«  +  i/^(SVa«, 


4jr  dt 
und  es  ist,  wenn  wir 

(12)  A  =  i?2^aa 
setzen, 

(13)  3  =  A6 

der  Leitungsstrom.    Hierzu  tritt  aber  noch  ein  Strom 

(14)  S  =  i?iJ^ +agrado6, 

den  wir  den  Diffusionsstrom  nennen  können. 
Die  a?- Komponente  des  wahren  Stromes  ist 

Der  Koeffizient  A  heißt  auch  hier  die  Leitfähigkeit. 

Die  Summe  des  Leitungsstromes  und  des  DifEusionsstromes, 
also 

(16)  e  =  3  4-  g, 

können  wir  den  Ionen  ström  nennen.  Sein  Ausdruck  ist  nach 
§  171  (6) 

(17)  ^  =  V^±a«r, 

und  da  nun  a^"  die  Geschwindigkeit  der  lonenart  Ä^  und  rja 
die  in  der  Volumen  ein  heit  mit  dieser  lonenart  verbundene  Elek- 
trizitätsmenge ist,  so  können  wir  die  Stromdichte  des  lonen- 
stromes  definieren 

als  die  in  der  Richtung  des  Vektors  6  in  der 
Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  hindurch- 
gehende Menge  positiver  Elektrizität,  vermehrt 
um  die  in  entgegengesetzter  Richtung  fließende 
Menge  negativer  Elektrizität. 

Diese  Definition  der  Stromdichte,  die  sich  hier  aus  der  Theorie 
der  elektrolytischen  Leitung  ergibt,  bildet  in  der  älteren  Theorie, 
die  auf  der  Annahme  zweier  elektrischer  Fluida  beruht,  die  De- 
finition für  den  elektrischen  Strom  überhaupt,  auch  in  den  Leitern  i). 

^)  In  neuester  Zeit  hat  sich  die  Physik  in  der  sogenannten  Elektronen- 
theorie diesen  älteren  Anschauungen  wieder  genähert. 
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Nehmen  wir  die  Lösung  homogen,  also  die  Konzentrationen  a 
konstant  an,  so  werden  auch  die  davon  abhängigen  Beweglich- 
keiten a  konstant,  und  folglich  wird  auch  die  Leitfähigkeit  k 
konstant.  Der  Diffusionsstrom  fällt  ganz  weg  und  der  Ausdruck 
für  S  und  die  daraus  abgeleiteten  Maxwell  sehen  Gleichungen 
kommen  der  Form  nach  in  völlige  Übereinstimmung  mit  denen, 
die  wir  für  metallische  Leiter  aufgestellt  haben.  Das  ganze 
System  der  Differentialgleichungen  (10)  kommt  auf  die  eine 
Gleichung 

(18)  div6  =  0 

zurück. 

Die  Grenzbedingungen,  besonders  die  für  die  Elektroden 
gültigen,  sind  wesentlich  abhängig  von  den  chemischen  Vor- 
gängen, die  da  stattfinden,  und  einer  mathematischen  Formu- 
lierung im  allgemeinen  kaum  zugänglich. 
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Stationäre  elektrische  Ströme, 


§173. 

Stationäre  Zustände. 

In  §  167  haben  wir  nachgewiesen,  daß  die  Anfangswerte 
und  gewisse  Grenzbedingungen  die  Lösung  der  Maxwellschen 
Gleichungen  bestimmen.  Eine  davon  verschiedene  Frage,  deren 
Beantwortung  wir  uns  jetzt  zuwenden,  ist  aber  die: 

Wie  muß  der  Anfangszustand  beschaffen  sein 
damit  der  Zustand  stationär  sei,  daß  also  der 
elektrische  und  der  magnetische  Kraftvektor  von 
der  Zeit  unabhängig  werden? 

Ein  solcher  Zustand  wird  zwar  nicht  von  vornherein  her- 
stellbar sein,  wohl  aber  zeigt  die  Erfahrung,  daß  auch  nicht 
stationäre  Zustände  sich  einem  stationären  oder  wenigstens  fast 
stationären  Zustande  annähern,  so  daß  sie  oft  nach  sehr  kurzer 
Zeit  nicht  mehr  merklich  davon  unterschieden  sind.  Dagegen 
ist  aber  wieder  zu  bemerken,  daß  es  einen  absolut  stationären 
Zustand  im  strengsten  Sinne  des  Wortes  wohl  überhaupt  nicht 
geben  kann,  weil  durch  die  umgesetzte  elektromagnetische  Energie 
immer  langsame  thermische  oder  chemische  Veränderungen,  sei 
es  im  Felde  selbst,  sei  es  an  den  Grenzflächen,  vor  sich  gehen. 
Von  dem  Einflüsse  dieser  Veränderungen  auf  das  elektromagne- 
tische Feld  sehen  wir  aber  hier  ab. 

Die  erste  Bedingung  für  einen  stationären  Zustand  ist  die, 
daß,  wenn  6  und  5BI  der  elektrische  und  magnetische  Kraft- 
vektor ist, 

^  '  dt        '        dt 
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sein  soll,  und  daraus  ergibt  sich  nach  den  beiden  Maxwellschen 
Grundgleichungen  L  und  IL  (§163): 

(2)  curlg  =  0, 

(3)  c  curl5!Jl  =  43rAg, 

und  aus  (3)  folgt  dann 

(4).  diYAe==:0. 

Die  Gleichung  (2)  besagt,  daß  6  ein  Potential vektor  sein 
muß,  daß  also  ein  elektrisches  Potential  (p  existieren  muß,  so  daß 

wird. 

Die  Gleichung  (4)  ergibt  dann  für  die  Funktion  9  die 
Differentialgleichung : 

8a|5?        8a|5^        8a|5^ 

^'  dx     ^     dy     ^     dz    -"' 

oder  kürzer: 

I*.  div  A  grad  ^  =  0 , 

die  mit  Hilfe  des  Gauss  sehen   Theorems  auch  so  ausgedrückt 
werden  kann: 

1**.  {k^do  =  0, 

J      dn 

wenn  sich  die  Integration  über  die  Begrenzung  eines  Baumteiles 
erstreckt,  in  dem  A  und  d(p/dn  nicht  an  Flächen  unstetig  sind. 
Für  den  nichtleitenden  Teil  des  Feldes,  also  für  das  um- 
gebende Dielektrikum,  in  dem  A  =  0  ist,  besagt  die  Gleichung  I. 
nichts.  In  diesem  Teile  ist  aber  div  (5  die  Dichtigkeit  der  freien 
Elektrizität,  und  wenn  wir  also  annehmen,  daß  im  nichtleitenden 
Teile  des  Feldes  keine  in  Betracht  zu  ziehende  elektrische  Massen 
vorhanden  sind,  so  gilt  hier  die  Gleichung 

II.  A  9  =  0. 

Für  den  Fall,  daß  A  vom  Orte  unabhängig  ist,  geht  die  für 
die  Leiter  gültige  Formel  I.  in  dieselbe  Form  II.  über,  und  sie 
besagt  dann,  daß  bei  einem  stationären  Zustande  im  Inneren  der 
Leiter  keine  Elektrizität  vorhanden  ist. 

Hierzu  kommen  nun  noch  Grenzbedingungen  für  die  Flächen, 
in  denen  verschiedene  Substanzen  zusammenstoßen. 

28* 
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Wenn  elektromotorisch  wirksame  Flächen  vorhanden  sind,  so 
ist  noch  die  Bediogung  §  168  (10)  zu  berücksichtigen: 

(6)  -^E.ds  =  (Ä,  B)  +  {A\  BO  +  •••. 
oder  nach  (5) 

(7)  j^ds  =  (J,JS)  +  (^',  £')  +  •••, 

worin  das  Integral  über  irgend  eine  geschlossene  Kurve  s  zu 
nehmen  ist.  Nehmen  wh*  die  Kurve  s  so,  daß  sie  von  der 
Seite  B  nach  der  Seite  A  einer  der  Kontaktflächen  führt,  ohne 
diese  Fläche  zu  durchdringen,  und  nehmen  an,  daß  sich  q>  längs 
dieser  Kurve  stetig  ändere,  so  ergibt  sich  dieselbe  Bedingung 
wie  in  der  Elektrostatik: 

9a  —  g>fe  =  {A,  B). 
Die  Funktion  (p  ist  durch  (5)  nur  bis  auf  eine  additive  Kon- 
stante bestimmt,  und  diese  Konstante  wollen  wir  so  annehmen, 
daß  (p  im  Unendlichen   verschwindet  (vgl.  §  134).     Dann    haben 
wir  die  erste  Grenzbedingung: 

III.  Die  Funktion  tp  ist  überall,  mit  Ausnahme  der 
elektromotorisch  wirksamen  Flächen,  stetig  und 
im  Unendlichen  gleich  Null.  An  einer  Kontakt- 
fläche mit  der  Spannungsdifferenz  (JL,  B)  ist  qp 
unstetig,  und  es  ist 

(Pa  —  (Ph  =  {A^  B). 

Es  ist  hierbei  nicht  ausgeschlossen,  daß  mehrere  elektro- 
motorisch wirksame  Flächen  in  einer  Kante  zusammenstoßen. 

Wir  haben  endlich  noch  eine  Bedingung  für  solche  Flächen, 
in  denen  Köi'per  von  verschiedener  Leitungsfähigkeit  A^  und  k^ 
zusammenstoßen. 

Da  wir  immer  angenommen  haben,  daß  die  Komponente 
der  magnetischen  Kraft  in  der  Richtung  einer  Fläche  beim 
Durchgange  durch  die  Fläche  stetig  bleibt,  so  ist  die  Normal- 
komponente des  Curls  der  magnetischen  Kraft  gleichfalls  stetig. 
Demnach  ergibt  sich  aus  (3),  wenn  n  die  Normale  an  der  Be- 
rührungsfläche bedeutet : 

Hierbei    ist    es    gleichgültig,    ob    die    Berührungsfläche    elektro- 
motorisch wirksam  ist  oder  nicht. 


§  174.  Das  Problem  der  stationären  Ströme.  437 

Für  die  Grenze  zwischen  einem  Leiter  und  einem  Nichtleiter 
ergibt  sich  aus  IV.  die  Bedingung: 

V.  1^  =  0.  .         . 


§174. 
Das  Problem  der  stationären  Ströme. 

Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  inwieweit  durch  die  Be- 
dingungen I.  bis  V.  der  Zustand  des  Feldes  bestimmt  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  denken  wir  uns  irgend  ein  Leitersystem  im  un- 
endlichen Dielektrikum  eingebettet  und  beweisen  zunächst  den 
folgenden  Satz: 

Durch  die  Bedingungen  I.  bis  V.  (§173),  nämlich 

L   div  X  grad  g?  =  0 
im  Inneren  der  Leiter, 

III.    (pa  —  ffh  =  {A,  B) 
an  jeder  elektromotorisch  wirksamen  Fläche, 


■^-  ^  (ii).= '.  (H), 


2 

an  der  Grenze  zweier  verschiedener  Leiter  und 

V.  |5?  =  0 

an  der  Leiteroberfläche, 

ist  die  Funktion  (p  im  Inneren  des  Leitersystems 
vollständig  bestimmt  bis  auf  eine  additive  Kon- 
stante. 

Dies  wird  bewiesen  sein,  wenn  wir  zeigen  können,  daß  q> 
konstant  sein  muß,  falls  alle  (^,  JS)  ■=  0  sind.  Denn  haben  wir 
zwei  den  Bedingungen  L,  IIL,  IV.,  V.  genügende  Funktionen  9, 
so  wird  ihre  Differenz  denselben  Bedingimgen  mit  {A^  B)  =  0 
genügen. 

Dies  folgt  aber  einfach  durch  eine  schon  mehrfach  an- 
gewandte Schlußweise.    Es  ist  nämlich 

=  div  {X  q)  grad  (f)  —  q>  div  (A  grad  9), 
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und  folglich,  wenn  wir  über  den  Raum  der  Leiter  integrieren, 
mit  Anwendung  des  Gauss  sehen  Satzes  nach  I.  und  V. 

was  nur  möglich  ist,  wenn  tp  konstant  ist. 

Hierdurch  wird  nun  eine  bemerkenswerte  Teilung  des  Problems 
herbeigeführt  Wenn  nämlich  die  Funktion  tp  im  Inneren  des 
Leitersystems  bekannt  ist,  so  kennt  man  auch  den  Strom vektor 

(2)  ©  =  — Agrady. 

Um  dann  den  elektrischen  Zustand  im  umgebenden  Di- 
elektrikum zu  finden,  hat  man  die  Funktion  tp  im  Außenraume 
der  Bedingung  A(p  =  0  gemäß  so  zu  bestimmen,  daß  sie  im 
Unendlichen  verschwindet  und  an  der  Oberfläche  mit  dem  für 
das  Innere  gefundenen  Wert  übereinstimmt,  oder,  wenn  an  der 
Oberfläche  noch  elektromotorische  Kräfte  angenommen  werden, 
um  eine  gegebene  Größe  größer  ist 

Die  bei  dem  ersten  Teile  des  Problems  übrig  gebliebene 
additive  Konstante  bei  9,  die  auf  den  Strömungszustand  keinen 
Einfluß  hat,  bestimmt  sich  schließlich  aus  der  Menge  der  dem 
Leiter  mitgeteilten  Elektrizität  Dieser  Teil  der  Aufgabe  ist  also 
ein  Problem  der  Elektrostatik.  Ist  so  der  elektrische  Zustand  be- 
kannt, so  bestimmt  sich  endlich  der  magnetische  Zustand  des  Feldes 
aus  den  drei  ersten  Maxwell  sehen  Gleichungen,  §161  (4). 

§175. 

Das  Kirchhoffsche  Gesetz  der  Strombrechung. 

Der  Grenzbedingung  IV.,  die  an  der  Grenze  zweier  hetero- 
gener Leiter  stattfindet,  hat  Kirchhoff  einen  anschaulichen 
geometrischen  Ausdruck  gegeben,  der  in  seiner  Form  an  das 
Gesetz  der  Brechung  des  Lichtes  an  der  Grenze  zweier  durch- 
sichtigen Medien  erinnert.  Legen  wir,  um  die  Betrachtung  zu 
vereinfachen,  die  ^e- Achse  in  die  Normale  der  Trennungsfläche 
zweier  Leiter  von  verschiedenem  Leitvermögen  A^,  Ag,  so  sind 
die  Komponenten  Ssc^  Sy  des  Stromvektors  @  bei  dem  Übergang 
von  negativen  zu  positiven  Werten  von  z  stetig,  während  sich 
Sg  unstetig  ändert,  und  zwar  nach  der  Formel 

A,  S^'>  =  A,  Sf  >. 
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Legen  wir  die  y- Achse  senkrecht  auf  die  Richtung  von  ©, 

so  wird  S^J^  =  Sf  =  0  und  S^'^  =  ^^\    Nun  sind  Ä^  S.,  S,  die 

Komponenten  der  Strömung  ©  und  bestimmen  also  die  Richtung 
der  Stromlinie,  die  vom  ersten  Mittel  in  das  zweite  übergeht. 
Diese  Linie  erleidet  beim  Durchgange  durch  die  Fläche  einen 
Knick,  aber  beide  Teile  liegen  mit  der  Richtung  der  Normalen 
(der  ir- Achse)  in  einer  Ebene  wegen  der  vorausgesetzten  Stetig- 
keit der  Tangentialkomponenten.  Öind  S^^^  und  S(*>  die  Strömungen 
und  ii,  i'a  die  Winkel,  die  sie  mit  der  je^- Achse  bilden,  so  ist 

Ai  S^i)  cost'i  =  Aa  S^^^  cosi'a, 

iS^i)  sin  h  =  S<2)  sin  i^ , 
also 

tgt'i  _  tgia 

Bedienen  wir  uns  also  der  in  der  Optik  üblichen  Ausdrücke, 
so  können  wir  das  Gesetz  der  Strombrechung  so  ausdrücken: 

Der  einfallende  und  der  gebrochene  Strom 
liegen  mit  dem  Einfallslote  in  einer  Ebene, 
und  die  Tangenten  des  Einfallswinkels  und  des 
Brechungswinkels  stehen  in  konstantem  Ver- 
hältnis, nämlich  in  dem  der  Leitungsfähig- 
keiten. 

§176. 

Lineare  Leiter.     Stromverzweigung. 

In  vielen  Fällen  läßt  sich  das  Problem  der  stationären 
Strömung  noch  weiter  vereinfachen  durch  eine  Annahme,  die 
freilich  auch  nur  eine  Annäherung  .an  die  wahren  Verhältnisse 
darstellt.    Dazu  führt  die  Formel  §173,  I**: 


(1)  ^^Sndo  =  ^ 


in  der  die  Integration  sich  über  die  Oberfläche  eines  Teiles  z 
des  Leiters  erstreckt.  Dieser  Raum  x  sei  jetzt  begrenzt  durch 
zwei  Stücke  A^  B  zweier  Niveauflächen,  in  denen  (p  die 
konstanten  Werte  9«,  q>i  hat,  und  durch  ein  System  von  Strom- 
linien, die  von  den  Punkten  der  Peripherie  von  A  nach  den 
Punkten  der  Peripherie  von  B  verlaufen.  Es  sei  also  t  ein 
Stück  eines  Kanals,  in  dem  die  Strömung  verläuft.    Es  ist  dann 
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©  senkrecht  auf  J^  und  auf  JB,  und  an  der  von  den  Stromlinien 
gebildeten,  Mantelfläche  ist  S«  =  0. 

Es  ergibt  sich  also  aus  (1),  wenn  dA  und  dB  die  Elemente 
von  Ä  und  B  sind, 

(2)  {SndÄ={SndB=j, 

und  der  gemeinsame  Wert  j  dieser  beiden  Integrale  heißt  die 
Stromintensität  in  dem  betrachteten  Kanal.  Definiert  man 
die  Größe  W  durch  die  Gleichung 

(3)  jW  =  (fa  —   (fb, 

so  heißt  W  der  Widerstand  des  Raumteiles  r.  Für  die  in 
der  Zeiteinheit  im  Raumteile  r  erzeugte  Joule  sehe  Wärme  er- 
gibt sich  nach  §162  (11): 

und  nach  der  Formel  §  174  (1) 

(4)  Q  =  -jkq>y^do=j{Va-9»)=J'W. 

Die  Formel  (3)  ist  das  Ohm  sehe  und  (4)  das  Joule  sehe 
Gesetz  für  ein  endliches  Leiterstück. 

Haben  wir  einen  linearen  Leiter,  d.  h.  ein  Leiterstück 
nach  Art  eines  Drahtes,  dessen  Querdimensionen  als  unendlich 
klein  im  Vergleich  zu  den  Längendimensionen  zu  betrachten 
sind,  so  geben  uns  diese  Formeln  wichtige  Resultate.  Wir 
können  dann  genähert  die  Querschnitte  dieses  Drahtes  als  Niveau- 
flächen betrachten  und  die  Stromlinien  der  Achse  des  Drahtes 
parallel  verlaufend  annehmen.  Zählen  wir  die  Länge  s  auf  der 
Achse  des  Drahtes  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  aus,  so 
ist  9  im  Draht  eine  Funktion  von  s  und  es  ist 


(5) 

• 

also, 

wenn 

wir 

mit 

i 

den  Querschnitt 

des 

Drahtes 

bezeichnen, 

nach 

(2) 

(6) 

wo  dann  also  j  die  Stromstärke  in  dem  Draht  bedeutet. 

Nehmen  wir  q  und  A  von  s  unabhängig  an  und  bezeichnen 
mit  c  eine  Konstante,  so  wird 
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(7)  -P^^-P«' 

also    eine   lineare   Funktion    von   s.     Mach  (3)  ist,   wenn  Z  die 
Länge  des  Drahtes  zwischen  irgend  zwei  Punkten  bedeutet, 

(«>  ^=^' 

der  Widerstand  des  Drahtstückes  h 

Nehmen  wir  an,  daß  von  einem  irgendwie  beschaffenen  Leiter- 
teile mehrere  Leitungsdrähte  1,  2,  3,  ...  auslaufen,  während  der 
Leiteiiieil  sonst  durch  Nichtleiter  begrenzt 
ist,  so  legen  wir  in  jedem  dieser  Zulei- 
tungsdrähte  in  beliebiger  Entfernung  einen 
Querschnitt  und  wenden  die  Formel  (1)  auf 
den  so  begrenzten  Raumteil  an.  Sind  dann 
Ji^ji^hi  •••  die  Stromintensitäten  in  diesen 
Drähten,  positiv  gerechnet,  wenn  sie  in  den 
Leiterteil  hineingerichtet  sind,  so  ergibt  sich : 

(9)        ii+i2+i8  4-- ••  =  <>, 

und   diese   Formel    gilt  auch   dann,    wenn  ^* 

mehrere  Leitungsdrähte  in  einem  Knotenpunkte  zusammenlaufen. 

Eine  zweite  wichtige  Formel  erhalten  wir  durch  Anwendung 
von  §  173  (7): 

Wenn  wir  in  einem  irgendwie  verzweigten  System  linearer 
Leiter  einen  geschlossenen  Weg  durchlaufen,  der  nacheinander 
durch  die  Leiter  L^,  Lg?  -^s?  •  •  •  zum  Ausgangspunkte  zurück- 
führt, und  wenn  in  diesen  Leitern  die  Intensitäten  Ji^J2^J3^  •  •  • 
herrschen,  positiv  gerechnet  in  dem  Sinne,  wie  der  Umkreis  be- 
schrieben wird,  wenn  ferner  TFj,  MV 2^  TTg,  .  .  .  die  Widerstände 
der  Leiter  ij,  Lgi  -^s  [nach  der  Formel  (8)]  sind,  wenn  endlich 

(A,  h,  L3,  .  .  .)  =  {A,  B)  +  {A',  B')  +    .  .  . 
die  Summe  der  Spannungsdifferenzen  bedeutet,  die  sich  auf  dem 
Umkreis  ergeben,  so  ist  nach  §  163  (7): 

(10)  h  W,    +  J2W2   +  i3  W3    +   .  .  .  =   (A,  ^2,  is,   .  .  .)• 

Die  Größe  (ij,  ig»  -^s»  •  •  0  ist  die  elektromotorische 
Kraft  in  dem  durchlaufenen  Umkreise.  Diese  ist  eine  durch 
die  Natur  der  Leiter  gegebene  Größe,  und  ist  gleich  Null  zu 
setzen,  wenn  die  Drähte  nicht  elektromotorisch  wirksam  gegen- 
einander sind,  oder  wenn  ihre  elektrischen  Differenzen  dem 
Spannungsgesetze  gehorchen. 
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Die  Gleichungen  (9)  und  (10)  sind  die  Kirchhoff  sehen 
Gleichungen  für  die  Stromverzweigung.  Aus  ihnen 
kann  man,  wenn  die  Widerstände  und  elektromotorischen  Kräfte 
gegeben  sind,  in  jedem  System  irgendwie  verzweigter  linearer 
Leiter  die  Intensitäten  durch  Auflösung  linearer  Gleichungen  be- 
rechnen 1). 

§177. 

Die  Elektroden. 

Mehmen  wir  nun  an,  daß  an  der  Oberfläche  eines  beliebig 
begrenzten,  räumlich  ausgedehnten  Leiterstückes  t  überall  die 
Normalkomponente  S«  der  Strömung  gegeben  sei,  jedoch  so,  daß 
die  Bedingung  §176  (1): 

(1)  [Sndo  =  0 
befriedigt  ist,  so  ist  also  an  der  Oberfläche 

'^^z:  ^^  —  ^•»' 

und  hierdurch  ist,  mit  Hinzuziehung  der  Gleichung  §  173,  I** 

(2)  j^H'^^^O' 

in  der  die  Integration  über  die  Oberfläche  eines  beliebigen  Teiles 
von  t  erstreckt  ist,  die  Funktion  (p  im  Inneren  des  Raumes  r, 
abgesehen  von  einer  additiven  Konstanten,  eindeutig  bestimmt, 
wie  sich  mittels  der  Schlußweise  von  §  173  leicht  ergibt.  Diese 
Voraussetzung  ist  nun  zwar  in  den  realisierbaren  Fällen  niemals 
streng  erfüllt,  kann  aber  doch  häufig  mit  großer  Annäherung 
angenommen  werden. 

Der  wichtigste  Fall  dieser  Art  ist  der  der  sogenannten 
punktförmigen  Elektroden. 

Wenn  einem  räumlich  ausgedehnten  Leiter  durch  Leitungs- 
drähte ein  Strom  von  bekannter  Stärke  zu-  und  abgeleitet  wird, 
so  wird  der  Zustand  zwar  in  unmittelbarer  Nachbarschaft  der 
Mündungen  der  Drähte,  die  wir  die  Elektroden  nennen,  in 
unberechenbarer    Weise    von    der    Beschaffenheit    dieser    Stellen 


0  Kirchhoff,  Poggendorffs  Annalen,  Bd.  72  (1847).  Von  mathe- 
matiachen  Gesichtspunkten  sind  diese  linearen  Gleichungen  untersucht  von 
Ahrens,  Mathematische  Annalen-,  Bd.  49  (1897). 
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abhängig  sein;  aber 'in  Entfernungen,  die  im  Vergleich  zu  der 
Dicke  der  Drähte  groß  sind,  ist  dieser  Einfluß  nicht  mehr  merk- 
lich, und  die  Verteilung  der  Strömung  ist  dieselbe,  als  wenn  die 
Elektroden  Punkte  wären. 

Um  die  Bedingungen,  die  sich  hieraus  für  die  Funktion  q) 
ergeben,  zu  erhalten,  denken  wir  uns  zunächst  eine  solche  punkt- 
förmige Elektrode  e  im  Inneren  des  Leiters  r,  durch  die  ein  Strom 
von  der  Intensität  j  zugeführt  wird.  In  der  Nähe  dieser  Elek- 
trode, wo  der  Einfluß  der  entfernteren  Elektroden  nicht  mehr 
merklich  ist,  können  wir  dann  die  Niveauflächen  als  Kugelflächen 
betrachten,  deren  Mittelpunkt  in  e  liegt,  und  wenn  wir  über  eine 
solche  Kugelfläche  mit  dem  Radius  r  integrieren,  so  ergibt  sich 
nach  §176  (2): 

(3)  JA|?,,o  =  4.Ar^|f=-i, 
woraus  durch  Integration  nach  r  folgt: 

Diese  Gleichung  gilt  natürlich  nur  für  ein  unendlich  kleines 
r,  d.  h.  die  Funktion  q>  unterscheidet  sich  von  dem  Ausdrucke 
jlAnkr  nur  durch  einen  Bestandteil,  der  in  e  endlich  bleibt 
Um  dies  anzudeuten,  wollen  wir  nach  Biemanns  Vorgang  setzen 

• 

(4)  g?  =  j^^  -f  funct  cont, 

worin  funct.  cont  oder  wohl  auch  f.  c.  eine  Abkürzung  für 
„functio  continua"  ist  und  eine  Funktion  des  Ortes  bedeutet,  die 
im  Punkte  e  endlich  und  stetig  ist. 

Wenn  die  Elektrode  e  nicht  im  Inneren,  sondern  an  der 
Oberfläche  des  Leiters  liegt,  und  zwar  an  einer  Stelle,  die  eine 
bestimmte  Tangentialebene  hat,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Kugel, 
die  wir  benutzt  haben,  eine  Halbkugel,  und  die  Formel  (4)  wird 
so  modifiziert: 

• 

(5)  (p  =  ^^j^  -|-  funct.  cont. 

Neben  den  punktförmigen  Elektroden  betrachten  wir  auch 
noch  lineare'  Elektroden;  diese  sind  Kurven  e,  durch  deren 
Elemente  de  ein  Strom  von  der  Intensität  jde^  senkrecht  zu  de 
und  nach  allen  Seiten  gleichmäßig  in  den  Leiter  tritt.  Ist  e 
stetig  gekrümmt,  so  können  wir  das  Element  de  als  geradlinig 
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ansehen,  und  die  Niveauflächen  in  unmittelbarer  Nähe  von  de 
werden  zylindrisch. 

Ist  Q  der  Radius  einer  solchen  zylindrischen  Fläche,  so 
ergibt  die  Formel  §  176  (2),  angewandt  auf  die  Flächen  eines 
solchen  elementaren  Zylinders, 

27tkQ  —2-  de  =  — jde. 
folglich  durch  Integration  nach  q 

(6)  (f  =  - — ^  log  Q  -f-  funct.  cont., 

worin  jetzt  q  die  Entfernung  von  der  Elektrodenlinie  e  und  j  die 
aus  der  Längeneinheit  von  e  austretende  Elektrizitätsmenge 
bedeutet. 

Die  Intensität  des  gesamten  durch  e  eintretenden  Stromes 
ist  hier 

(7)  J  =  ^jde, 

Liegt  die  Elektrode  e  an  der  Oberfläche  des  Leiters,  so  tritt  eine 
der  Formel  (5)  entsprechende  Modifikation  ein. 

Wir  wollen  ferner  flächenhafte  Elektroden  e  betrachten. 
Wenn  eine  solche  Elektrodenfläche  e  im  Inneren  des  Leiters  liegt, 
so  ziehen  wir  eine  in  beliebigem  Sinne  positiv  zu  rechnende 
Normale  n  an  6  und  unterscheiden  die  positive  und  die  negative 
Seite  der  Fläche  e  durch  die  Indizes  1  und  2.  Es  ergibt  sich 
dann,  wenn  ji  und  jig  die  Stromdichten  sind,  mit  denen  der 
Strom  durch  das  Element  de  in  den  Leiter  eintritt, 

und  wenn  nun  j  =  ji  -\-  j, ,  nicht  j,  und  j^  einzeln  als  gegeben 
angesehen  werden, 

Hier  ist  nun  wieder 

de 


(10)  J=\j 


die  Gesamtintensität  des  durch  e  eintretenden  Stromes. 

Für  die  Funktion  (p  selbst  besteht  dann  noch  die  Bedingung, 
daß  sie  an  allen  nicht  elektromotorisch  wirksamen  Flächen  stetig 
sein  soll. 
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Wenn  wir  in  der  Formel  (9)  j  =  0  setzen,  so  erhalten  wir 
die  Bedingung,  wie  sie  an  einer  Fläche  gilt,  die,  ohne  Elektrode 
zu  sein,  zwei  Leiterteile  von  verschiedenem  Leitungsvermögen 
Aj  und  ^2  trennt. 

Wenn  mehrere  Elektroden  ^i,  Cg.,  ^si  •  •  •  vorhanden  sind,  seien 
sie  punktförmig,  linear  oder  flächenhaft,  so  ergibt  sich,  wenn 
die  ihnen  zugehörigen  Stromintensitäten  Ji,  Jj,  Jg,  ...  sind,  wenn 
man  eine  Fläche  0  legt,  die  alle  Elektroden  einschließt  und 
unter  w  die  nach  innen  gezogene  Normale  dieser  Fläche  be- 
zeichnet, 

(11)  |i||do  =  J,-|-J,  +  J,  +  ... 

Ist  also  der  Leiter  begrenzt,  so  daß  an  seiner  Oberfläche 
dq)/dn=^0  ist,  oder  findet  im  Unendlichen  keine  Strömung 
statt,  so  muß 

(12)  J,    +  J,4-e73    +   ...    =    0 

sein.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  ist  im  Unend- 
lichen eine  Strömung  vorhanden,  und  wir  müssen  zur  Aufrecht- 
erhaltung des  stationären  Zustandes  eine  oder  mehrere  Elek- 
troden im  Unendlichen  annehmen.  Die  Gleichung  (11)  gibt 
dann  Aufschluß  über  das  Verhalten  der  Funktion  5p  im  Un- 
endlichen. 

Endlich  muß  noch  eine  Form  der  Bedingungsgleichungen 
für  die  Elektroden  besprochen  werden,  die  gerade  für  Anwen- 
dungen von  Wichtigkeit  ist.  Es  kommt  oft  vor,  daß  Leiter  von 
sehr  verschiedenem  Leitvermögen  miteinander  in  Berührung  sind; 
so  ist  z.  B.  das  Leitvermögen  der  Metalle  millionenmal  größer, 
als  das  elektrolytischer  Flüssigkeiten. 

Wir  nehmen  also  an,  daß  zwei  Leiter  1  und  2  an  einer 
Fläche  zusammenstoßen,  und  unterscheiden  die  auf  die  beiden 
Leiter  bezüglichen  Größen  durch  die  Indizes  1  und  2.  Wir  kon- 
struieren einen  Stromfaden  für  den  Vektor  A  grad  9,  der  aus  dem 
einen  Leiter  in  den  anderen  hinüberführt,  und  wenden  auf  diesen 
den  Satz  §  97  (1)  an,  indem  wir  beachten,  daß  die  Divergenz 
dieses  Vektors  verschwindet;  so  ergibt  sich,  wenn  ^i,  ^a  zwei 
Querschnitte  dieses  Stromfadens  im  ersten  und  zweiten  Leiter 
und  Si,  §2  die  in  der  Richtung  des  Stromes  von  einem  festen 
Anfangspunkte  aus  gemessenen  Längen  auf  dem  Stromfaden  be- 
deuten : 
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■  ,^.^__    ^^^    «^^v    • 

Wenn  nun  Ai/Aj  unendlich  klein  ist,  während  Qi/q^  endlich  ist, 
so  muß  dq>2/dS2  gleich  Null  sein,  oder,  genauer  ausgedrückt, 
das  Gefälle  des  elektrischen  Potentials  q>  im  zweiten  Leiter  ist 
verschwindend  klein  im  Vergleich  mit  dem  Gefälle  im  ersten 
Leiter. 

An  solchen  Elektroden  nehmen  wir  also  die  Genzbedingung 

(13)  ^  =  const 

an.  Die  Konstante  bestimmt  sich  aus  der  Intensität  des  zu- 
geleiteten Stromes  und  der  etwa  zwischen  beiden  Leitern  be- 
stehenden Spannungsdifferenz.  Ist  diese  Spannungsdifferenz  (1,  2) 
eine  Funktion  des  Ortes,  so  tritt  an  Stelle  der  Bedingung  (13) 
die  folgende: 

(14)  g?i  =  (1,  2)  4-  const 

Dieser  Schluß  ist  aber  nicht  mehr  zulässig,  wenn  das  Ver- 
hältnis qi/q2  unendlich  groß  ist.  Dieser  Fall  wird  dann  ein- 
treten, wenn  vermöge  der  Gestalt  des  zweiten  Leiters  eine  außer- 
ordentliche Zusammenziehung  der  Stromfäden  nötig  ist,  wenn 
also  etwa  der  zweite  Leiter  die  Gestalt  eines  dünnen  Drahtes 
oder  einer  dünnen  Platte  hat. 

§178. 
.Widerstand  räumlich  ausgedehnter  Leiter. 

Die  Annahme  einer  punktförmigen  Elektrode  genügt,  wenn 
es  sich  darum  handelt,  bei  gegebener  Intensität  des  eintretenden 
Stromes  die  Stromverteilung  in  einem  nach  drei  Dimensionen 
räumlich  ausgedehnten  Leiter  zu  bestimmen.  Sie  ist  aber  un- 
zulänglich, wenn  der  Einfluß  des  Leitera  auf  den  Strom  selbst, 
mit  anderen  Worten  dessen  Widerstand  bestimmt  werden  soll, 
weil  eben  in  diesem  Falle  der  Wert  des  Potentials  in  der  Elek- 
trode selbst  unendlich  wird. 

Streng  genommen  müßte  man,  um  diese  Aufgabe  zu  lösen, 
den  Leiter  mit  seinen  Zuleitungsdrähten  und  der  galvanischen 
Kette,  der  der  Strom  seinen  Ursprung  verdankt,  als  ein  Ganzes 
betrachten;  dann  aber  ist  das  Problem  seiner  Komplikation  wegen 
der  Analysis  unzugänglich. 
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Die  Aufgabe  wird  wesentlich  einfacher,  wenn  wir  die  An- 
nahme machen,  daß  das  Leitvermögen  des  durchströmten  Kör- 
pers sehr  tiel  geringer  sei  als  das  der  Elektroden,  so  daß 
wir  nach  den  Ausführungen  des  vorigen  Paragraphen  das  Poten- 
tial an  der  Grenzfläche  der  Elektroden  als  konstant  ansehen 
dürfen. 

Dann  stellt  sich  die  Frage  so: 

Die  Funktion  g?  ist  so  zu  bestimmen,  daß  sie 
im  Inneren  eines  gegebenen  Raumes  r  der  Diffe- 
rentialgleichung ^9?  =  0  genügt,  daß  an  einem 
Teile  der  Oberfläche  von  r,  nämlich  an  den  Elek- 
troden, 9?  konstante  Werte  hat,  während  an  dem 
übrigen  Teile  der  Oberfläche  dq)/dn  =  0  ist. 

Dieser  Umstand  aber,  daß  die  Oberflächenbedingung  nicht 
einheitlich  ist,  sondern  sich  teilweise  auf  9?  selbst,  teilweise  auf 
seine  Ableitung  bezieht,  erschwert  auch  jetzt  noch  die  Lösung 
außerordentlich. 

Eine  weitere  Vereinfachung  wird  dann  durch  die  folgenden 
Annahmen  gemächt,  unter  denen  das  Problem  in  vielen  Fällen 
der  Analysis  zugänglich  wird. 

Die  Elektroden  sind  kreisförmige  Flächen, 
die  an  der  Oberfläche  des  Leiters  r  liegen; 
die  Badien  der  Elektroden  sind  uQendlich 
klein  im  Vergleich  zu  den  Krümmungsradien 
der  Oberfläche  von  r  in  der  Nähe  der  Elek- 
troden und  im  Vergleich  zu  ihrer  Entfernung 
von  anderen  Oberflächenteilen  und  von  an- 
deren Elektroden. 

Betrachten  wir  nämlich  einen  Baumteil  r^,  der  ein  Stück 
der  Grenze  enthält,  das  wir  als  eben  betrachten,  und  darin  eine 
der  kreisförmigen  Elektrodenflächen  e^.  Dann  ist  innerhalb  6^ 
die  Funktion  9?  konstant,  an  dem  außerhalb  e^  gelegenen  Teile 
der  Grenze  ist  d(p/dn  =  0^  und  dies  sind  nach  §141  genau 
die  Bedingungen,  denen  das  Potential  einer  mit  statischer 
Elektrizität  geladenen  Kreisscheibe  zu  genügen  hat.  Inner- 
halb der  Elektrode  ei  ist  dann  dfp/dn  proportional  mit  der 
Dichtigkeit  der  statischen  Elektrizität,  also  im  Inneren  von  Si 
[§  141  (13)] 
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m  ^  =      ^^ 

wenn  c,  eine  Konstante,  rj  der  Radius  von  e^  und  r  der  Abstand 
eines  variablen  Punktes  in  ei  von  dem  Mittelpunkte  von  e^  be- 
deutet. 

Man  kann  Ci  aus  der  eintretenden  Stromstärke^!  bestimmen; 
denn  es  ist,  wenn  A  die  konstante  Leitfähigkeit  des  Körpers  be- 
deutet, 

ji  =  —  AI   [^rdrdd'  =:  —  2  3rAriCi, 

00 
also 

(2)  -  c,=-       ^' 


Hierdurch  ist  also  das  Problem  der  elektrischen  Strömung  in 
dem  Körper  r  auf  das  Folgende  zurückgeführt: 

Es    soll    die   Funktion    tp    so  bestimmt   werden, 
daß  im  Inneren  von  r  die  Differentialgleichung 

(3)  ^dq>  =  0 

befriedigt  ist,  und   daß   an   der  Oberfläche  von  r 

worin   4>    eine    gegebene   Funktion    des.  Ortes    an 
der  Oberfläche  ist. 

Wird  die  Normale  nach  innen  gerechnet,  so  ist  0  außerhalb 
der  Elektroden  gleich  Null,  innerhalb  der  Elektroden  ei 


(5)  0  = Jl ^ 

und  entsprechend  in  den  anderen  Elektroden  63?  ^s?  •  •  •   Die  Funk- 
tion 0  muß  der  Bedingung  genügen 

wenn  das  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  ausgedehnt  wird; 
es  ist  also 

(6)  h+k  +  ---  =  0. 

Durch   diese   Bedingungen  ist  die  Funktion  (p  bis  auf  eine 
additive  Konstante  bestimmt,  und  wenn  die  Integration  gelungen 
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ist,  SO  kann  man  den  Wert  von  fp  auch  in  den  Elektrodenflächen 
bestimmen,  den  man,  zwar  nicht  genau,  aber  doch  angenähert 
gleich  einer  Konstanten  finden  wird. 

Sind  z.  B.  nur  zwei  Elektroden  ej,  Ca  vorhanden,  so  ist 

(7)  J=Ji  =  —J2 

die  Intensität  des  durch  e^  eintretenden  und  durch  62  austreten- 
den Stromes,  und  wenn  g?,  und  g?2  die  konstanten  Werte  von 
9?  in  61  und  e^  sind,  so  ist  der  Widerstand  W  des  ganzen 
Körpers  t  nach  §  176  (3)  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

(8)  jW  =  ip,-  ^,. 

Die  experimentelle  Bestätigung  dieses  Ergebnisses  ist  darum 
schwierig,  weil  der  Widerstand  in  hohem  Maße  abhängig  ist 
von  der  Oberflächenbeschaffenheit  der  Elektroden. 
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Stpömimg'  der  Elektrizität  In  Platten, 


§  179. 
Konforme  Abbildung  von  Flächen. 

Ähnlich  wie  wir  im  §  176  als  eine  Annäherung  an  wirkliche 
Vorgänge  die  Strömung  der  Elektrizität  in  Linien  betrachtet 
haben,  wollen  wir  jetzt  als  einen  idealen  Grenzfall  die  Strömung 
in  Flächen  untersuchen.  Es  ergeben  sich  dabei  mannigfaltige 
interessante  Probleme,  die  sich  näherungsweise  gut  realisieren 
lassen  und  auch  einer  mathematischen  Behandlung  leichter  zu- 
gänglich sind,  als  die  Probleme  der  Strömung  im  Räume. 

Um  die  Differentialgleichungen  aufzustellen,  durch  die  diese 
Flächenströme  bestimmt  sind,  müssen  wir  eine  geometrische  Be- 
trachtung vorausschicken. 

Wir  denken  uns  eine  krumme  Oberfläche  0  in  der  Weise 
analytisch  dargestellt,  daß  wir  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
!,)/,£;  eines  Punktes  dieser  Fläche  als  Funktionen  von  zwei 
neuen  Variablen  p^  q  betrachten: 

(1)  ^  =  9  CP»  Q)^     ri  =  if  (p,  g),     t  =  X  (P^  Q\ 

ähnlich  wie  wir  in  §  39  (1)  die  Koordinaten  eines  Baumpunktes 
überhaupt  als  Funktionen  von  drei  Variablen  dargestellt  haben. 
Man  kann  etwa  annehmen,  daß  die  Ausdrücke  (l)  aus  jenen 
hervorgehen,  indem  wir  die  dritte  Variable  r  einer  Konstanten 
gleich  setzen.  Konstante  Werte  von  p  bestimmen  dann  auf  der 
Fläche  eine  Kurvenschar,  die  die  ^-Kurven  heißen.  Ebenso 
bestimmen  konstante  Werte  von  q  die  Schar  der  2>-Kurven.  Je 
eine  Kurve  der  einen  und  der  anderen  dieser  beiden  Scharen 
bestimmen  in  ihrem  Durchschnitt  einen  Punkt  (p,  q)  der  Fläche  0- 
Durch  Differentiation  ergibt  sich  aus  (1): 
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d|  =  adp  -\-  a'dq^ 

(2)  drj  =  bdp  -\-  Vdq, 

d^  =  cdp  -{-  c'dq, 

worin  z.  B.  a,  a'  die  partiellen  Ableitungen  d^/dp^  ^S/S?  be- 
deuten.   Setzen  wir 

(3)  dö2  =  dg2  j^  dti^  +  d£;2  =  Edp^  +  2Fdpdq  +  Gdq^, 

^  =  a2    +  62    _^  c2, 

(4)  F  =  aa'  +  bb'  +  cc', 

ö  ==  a'2  -f  6'2  _^  c'2, 

so  ist  dö  ein  Linienelement  auf  der  Fläche  0. 

Wenn  es  nun  gelingt,  an  Stelle  der  Variable  jp,  q  zwei  neue 
Variable  x^  y  (Funktionen  von  p  und  q)  einzuführen,  so  daß  dö^ 
die  einfachere  Form  annimmt: 

(5)  d<y2  =  m^  (dx^  -|-  dy^)  =  m^ds^, 

so  können  wir  S,  rj,  g  auch  als  Funktionen  dieser  neuen  Variablen 
x^  y  ansehen,  die  dann  auf  der  Fläche  0  zwei  neue  Kurven- 
scharen, die  a;-Kurven  und  die  y-Kurven  bestimmen,  und  diese 
Kurven  sind  orthogonal.  Sie  haben  aber  noch  eine  andere 
wichtige  Eigenschaft,  nämlich  sie  vermitteln  eine  konforme 
Abbildung  der  Fläche  0  auf  eine  Ebene.  Wenn  wir  nämlich 
x^  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  Ebene  deuten,  so  ist 
ds  ein  Linienelement  in  dieser  Ebene  und  die  Gleichung  (5) 
zeigt,  daß  für  alle  einander  entsprechenden,  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Linienelemente  dö,  ds  das  Verhältnis  dö/ds  den- 
selben Wert  m  hat.  Unendlich  kleine,  einander  entsprechende 
Dreiecke  auf  der  Fläche  und  der  xy-Ehene  sind  also  einander 
ähnlich  Und  entsprechende  Winkel  sind  einander  gleich  (vgl.  §  49). 
Um  eine  solche  konforme  Abbildung  zu  finden,  kann  man 
den  Ausdruck  (3)  in  zwei  konjugiert  imaginäre,  Uneare  Faktoren 
zerlegen,  und  erhält  nach  (5): 

(6)  (Edp^Fdq+i^EG  —  F^dq)  {Edp-^-Fdq—i^EG—F^dq) 

=  Em^  (dx  -\-  idy)  (dx  —  idy). 

Wenn  es  nun  gelingt,  einen  Faktor  ft  so  zu  bestimmen,  daß 

^  [Edp  +  (jP  +  i  yEG  —  F^)  dq] 

ein  vollständiges  Differential  in  bezug  auf  p  und  q  wird,  so  setze 
man  dieses  gleich  dx  -\-  idy^  und  die  Gleichung  (6)  ist  befriedigt, 
wenn  m^  aus 

(7)  u^i'Em^  —  1 

29* 
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bestimmt  wird  (worin  fi  und  fi'  konjugiert  imaginär  sind).  So 
erhalten  wir  für  fi  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung : 

^^  dq    ~  dp 

und  jede  Lösung  dieser  partiellen  Differentialgleichung  gibt  uns 
eine  Darstellung  von  der  gesuchten  Form.  Hat  man  eine  Be- 
stimmung der  Funktionen  x^  j/,  so  kann  man  daraus  unendlich 
viele  andere  ableiten,  wenn  man 

^1  +  iyi  =  O  (x  -\-  iy) 

setzt,  worin  4>  eine  willkürliche  Funktion  ist. 

Als  einfaches  Beispiel  mag  die  Abbildung  der  Kugelfläche 
auf  die  Ebene  angeführt  werden.  Bedeutet  R  den  Kugelradius, 
so  setzen  wir  in  Polarkoordinaten 

(9)  I  =  jBcoS'9',     ri  ■=  jRsiu'ö'  cos 9,     g  =  JRsin'9'  sing? 

nehmen  wir  dann 

(10)  X  =  Big  -  cosfp,     y  =  Big  ^  sin 9, 
so  findet  sich: 

ds^  =  dx^  4-  dy^  —  B^ -^ ^ — ^, 

4  cos*  - 

und  wenn  wir  also 

»w  =  2  cos2  —  =  1  -|-  cos  '9' 

setzen,  so  ergibt  sich: 

dö  =  mds. 

Diese  Art  der  Abbildung  der  Kugelfläcbe  heißt  die  stereo- 
graphische Projektion.  Sie  wird  beim  Kartenzeichnen  häufig 
angewandt.  Man  kann  sie  darstellen  als  Zentralprojektion 
der  Punkte  der  Kugelfläche  vom  Südpol  aus  auf  die  Äquatorial- 
ebene. Jedem  Punkt  der  Kugel,  mit  Ausnahme  des  Südpoles 
selbst,  entspricht  ein  Punkt  der  Ebene  und  umgekehrt  Der  Süd- 
pol wird  ins  Unendliche  projiziert.  Diese  Art  der  Abbildung  hat 
die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  daß  jeder  Kreis  auf  der 
Kugelfläche  einem  Kreise  oder  einer  geraden  Linie 
in  der  Ebene  entspricht  und  umgekehrt. 
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§  180. 
Strömung  in  Platten. 

Wir  denken  uns  nun  eine  ebene  oder  gekrümmte  leitende 
Platte  von  der  unendlich  kleinen  Dicke  Ä,  die  wir  nicht  not- 
wendig als  konstant  vorauszusetzen  brauchen,  und  bezeichnen  die 
Mittelfläche  dieser  Platte  mit  0.  Diese  Fläche  0  stellen  wir  in 
der  Weise  dar,  wie  wir  es  im  vorigen  Paragraphen  besprochen 
haben,  daß  also  die  Koordinaten  S,  i?,  S  eines  Punktes  von  0  so 
als  Funktionen  zweier  Variablen  ic,  y  bestimmt  sind,  daß 
(1)  dö  =  mds,      ds^  =  dx^  -\-  dy^ 

wird.  Die  Platte  möge  das  Leitvermögen  A  haben,  welches 
ebenfalls  eine  Funktion  des  Ortes,  also  eine  Funktion  von  ^,  y 
sein  kann. 

Die  Elektroden  denken  wir  uns  als  Linienstücke,  die  die 
Platte  der  Quere  nach  durchsetzen.  Sollten  die  Elektroden 
punktförmig  sein,  so  wird  dies,  wenigstens  für  alle  Stellen,  deren 
Entfernung  von  den  Elektroden  im  Vergleich  zur  Dicke  der 
Platte  groß  ist,  keinen  merklichen  Unterschied  machen.   • 

Schneiden  wir  aus  der  Platte  ein  Stück  t  heraus,  das  keine 
Elektrode  enthält,  so  ist,  über  die  Grenzfläche  von  r  integriert, 
nach  §  173,  I** 


w  f 


*'■<)»  =  0. 


dn 

Das  Stück  r  begrenzen  wir  nun  so,  daß  wir  in  der  Fläche  0 
zunächst  eine  beliebige  geschlossene  Linie  6  abgrenzen,  und 
dann  durch  Errichtung  der  Normalen  zu  0  längs  ö  eine  Mantel- 
fläche konstruieren.  Die  tangential  an  die  Fläche  0  nach  innen 
gerichtete  Normale  an  ö  bezeichnen  wir  mit  v.  Alsdann  können 
wir  für  die  Mantelfläche  do  =  hdö  setzen,  und  da  durch  die 
Plattenflächen  keine  elektrische  Strömung  stattfindet,  so  folgt' 
aus  (2): 

(3)  ju|^dtf=-.  0, 

worin   wir    jetzt   qp    als   Funktion    in    der   Fläche    0    betrachten 
können. 

Die  Größe 

(4)  k  =  Xh 

bezeichnen  wir  als  die  Leitfähigkeit  der  Platte  und  erhalten 
aus  (3): 
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(5)  1 


i  |£  d«  =  0. 

ov 


Eine  Elektrode  repräsentieren  wir  durch  einen  Punkt  e  auf 
der  Fläche  0,  und  dann  ergibt  sich  nach  §  177  (6)  für  diesen 
Punkt  die  Bedingung: 

(6)  9  =  —  ö — h  ^^S  ^  ^"  ^^^^'  cont., 

worin  J  die  Gesamtintensität  des  eintretenden  Stromes,  also 
gleich  jh  ist.  Unter  q  können  wir  hier,  wenigstens  wenn  die 
Elektrode  an  einem  stetig  gekrümmten  Teile  der  Fläche  0  liegt, 
ein  in  dieser  Fläche  gemessenes,  von  e  auslaufendes  Linienelement 
verstehen. 

Wenn  wir  auch  solche  flächenhafte  Elektroden  in  der  Platte 
zulassen,  die  sich  in  der  Fläche  0  als  linienförmige  Elek- 
troden £  projizieren,  so  erhalten  wir  für  eine  solche  Linie  aus 
§  177  (8) 

und  wenn  wir  also 

setzen,  so  daß  dJ  die  durch  das  Element  de  der  Elektrode  s 
eintretende  Stromintensität  ist: 

Wir  führen  jetzt  die  Variablen  x^  y  ein,  die  wir  zugleich  als 
rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  Ebene  E  deuten.  *  Einer 
Kurve  ß  oder  s  in  der  Fläche  0  entspricht  eine  Kurve  s  oder  e 
in  der  Ebene  jB,  und  es  ist,  wenn  wir  mit  dn  das  Normalen- 
element an  s  in  der  Ebene,  mit  r  den  Abstand  eines  veränder- 
lichen Punktes  in  der  Ebene  von  dem  Bilde  einer  punktförmigen 
Elektrode  bezeichnen  (für  unendlich  kleine  r): 

d6  =  mds,      dv  =  mdn^      de  =  mde^      q  =  mr. 

Dadurch  gehen  die  Bedingungen  (5),  (6),  (7)  in  folgende  über: 

(8)  j 
im  allgemeinen, 

(9)  (f  =  X — j-  log  r  -[■  funct.  cont. 
für  die  Punktelektroden, 


dn 
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("»  *.  in  -  ^  (I?)  =  z 


dJ 

e 

für  die  Linienelektroden.    Aus  (8)  leitet  man  noch  mittels  des 
Gaussschen  Satzes  die  partielle  Differentialgleichung  her: 

^^'^  dx     ^     dy  ' 

die  für  alle  Punkte  gilt,  die  nicht  Elektroden  sind. 

Man  kommt  also  genau  auf  dieselben  Bedin- 
gungen, die  man  erhalten  hätte,  wenn  die 
Fläche  von  vornherein  als  eben  angenommen 
worden  wäre^). 

§181. 

Strömung  in  ebenen  Platten. 

Wir  nehmen  jetzt  eine  homogene  ebene  Platte  an,  so  daß 
die  Leitfähigkeit  k  konstant  ist.  Dann  wird  die  allgemeine 
Differentialgleichung  für  das  Potential  (p 

und  sie  besagt,  daß 

ein  vollständiges  Differential  ist,  also 

dq>  d^f        d(p  dif 

dx  ~ 'dy'      'dy  ~  ~  Jx' 
Es  ist  hiernach 

(2)  9  +  i>  =  2^  (^  +  iy) 

eine  Funktion  des  komplexen  Argumentes  x  -\-  yL 
Wir  setzen 

(3)  ^  =  9)4-^^,    z  =  x-\-iy,    x  =  F{z). 
Die  Funktion  ^  ist  durch  das  Integral 

*)  Die  Strömung  in  ebenen  und  gekrümmten  Platten  ist  in  mehreren 
Abhandlungen  von  Kirchhoff  behandelt.  Gesammelte  Abhandlungen, 
Leipzig  1882. 
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bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt    Die  Kurven 

(5)  ^  =  const 
sind  orthogonal  zu  den  Kurven 

(6)  9  =  const. 

Die  letzteren  sind  die  Niveaukurven,  die  ersteren  die 
Stromkurven. 

Die  Funktion  (p  muß  in  der  ganzen  Ebene,  mit  Ausnahme 
der  Elektroden,  stetig  sein.  Die  Funktion  i/;  muß  dagegen  an 
Linien  unstetig  werden. 

Wenn  wir  nämlich  ein  Flächenstück  betrachten,  in  dem 
keine  Elektrode  liegt,  in  dem  also  die  Funktion  q)  stetig  bleibt, 
so  ergibt  sich  aus  dem  Gauss  sehen  Theorem,  daß  das  in- 
tegral (4),  über  die  Begrenzung  dieses  Flächenstückes  genommen, 
verschwindet. 

Erstreckt  man  also  das  Integral  über  eine  geschlossene 
Kurve,  die  eine  Elektrode  e  einschließt,  so  ist  sein  Wert  unab- 
hängig von  der  Gestalt  des  Integrationsweges,  und  wenn  man 
für  den  Integrationsweg  einen  unendlich  kleinen  Kreis  wählt,  so 
kann  man  q>  durch  den  genäherten  Wert 

ersetzen.     Dann   wird,    wenn    man    der   Einfachheit  wegen   den 
Koordinatenanfangspunkt  in  die  Elektrode  e  legt: 

d(p  —  J  X       d(p  —  J  y 

dx  ~  27tkr^'      dy  ~  27tkr^' 

oder,  wenn  man  x  =  rcos^,  y  =  rsind'  setzt: 

^-  ay  —  -TT-  dx  =  ^ — r^  ad', 
dx     ^        dy  27tk 

Hieraus  ergibt  sich  dann  für  das  Integral  (4),  auf  dem  ge- 
schlossenen Wege  um  e  erstreckt,  der  Wert  —  J/k,  Die  Funk- 
tion 1^,  die  durch  (4)  definiert  ist,  ist  also  nicht  stetig,  sondern 
erleidet  eine  sprungweise  Änderung  von  der  Größe  —  J/k  an 
einer  Linie,  die  von  der  Elektrode  e  ausläuft. 

Dieselbe  Eigenschaft  hat  aber  die  Funktion  — J  \og  e/2  ick 
und  es  wird  folglich 

X  +  S T  log  ^ 

n  der  Umgebung  des  Punktes  e  stetig  bleiben. 
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Haben  wir  mehrere  Elektroden  ^1,62,^3,...,  in  denen  die 
Variable  z  die  komplexen  Werte  c?i,  Cg,  ^3,  ...  hat,  so  ist  demnach 

(7)  2nlcx=  —  J^\og{z  —  c^)  —  J^  log  (^  —  Ca)  —  e73  log  (^  —  Cg).... 

-|-  funct.  cont. , 

worin  funct.  cont.  eine  Funktion  bedeutet,  die  in  der  ganzen 
Platte  stetig  ist,  und  die  durch  die  Bedingungen  an  der  Grenze 
bestimmt  werden  muß. 

Nehmen  wir  eine  unendliche  Platte  an,  in  der  eine  endliche 
Anzahl  von  Elektroden  verteilt  ist,  so  muß,  wenn  im  Unend- 
lichen keine  Elektrode  liegt,  J^  -|-  Jj  -)-  «^s  +  •  •  •  =  ö  sein.  Die 
Funktion  g?  und  mithin  auch  %  ist  im  Unendlichen  konstant, 
und  es  ist  daher  auch  die  in  (7)  vorkommende  funct.  cont.  kon- 
stant, und  sie  kann  =  0  gesetzt  werden.  Dies  bleibt  auch  noch 
richtig,  wenn  im  Unendlichen  eine  Elektrode  mit  der  Stromstärke 

-^  {Ji  +  J2+  Jz-]-  -')  liegt. 

Setzen  wir  also  zur  Vereinfachung 

2:nrfcai  =  Ji,      2nka2  =  «Tj,      ^JtUa^  =  Jsj  ••• 

so  folgt  aus  (7): 

(8)  X  =  —  log  [(^  —  Ci)«i  (z  —  C2)««  {z  —  C?3)«3...] 

und  die  Funktion  %  ist  also  vollständig  bestimmt. 

Dies  Resultat  läßt  sich  aber  auch  auf  begrenzte  Platten 
anwenden,  wenn  die  Elektroden  so  verteilt  sind,  daß  die  Grenze 
zur  Stromlinie  wird.  Das  fruchtbarste  Hilfsmittel  zur  Lösung 
solcher  Probleme  besteht  darin,  daß  man  sich  die  begrenzte 
Platte  ins  Unendliche  erweitert  denkt,  und  daß  man  dann  in 
der  Erweiterung  die  Elektroden  so  anzubringen  sucht,  daß  die 
gegebene  Grenze  in  der  unbegrenzten  Platte  zur  Stromlinie  wird. 
.  Wenn  wir  die  Gleichung  (8)  nach  z  differentiieren,  so  er- 
gibt sich: 

/gx     ^  ^  _     «1     _  _^ ^  —<^(z)  ^ 

^   '     dz  z — Cj        z — Ca  {z  —  Ci)  {z  —  c^)  ... 

Hierin  ist  4>  {z)  eine  ganze  Funktion,  deren  Grad  um  eine 
oder  um  zwei  Einheiten  geringer  ist,  als  die  Anzahl  der  Punkte  c, 
je  nachdem  «i  -|-  «g  +  "s  4-  •••  nicht  verschwindet  oder  ver- 
schwindet, je  nachdem  also  eine  Elektrode  im  Unendlichen  liegt 
oder  nicht  Also  ist  allgemein  der  Grad  von  Q  (z)  um 
zwei  Einheiten  kleiner  als  die  Zahl  der  Elektroden. 
In  besonderen  Fällen  könnte  er  sich  auch  noch  weiter  vermindern. 
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Ist  also  m  die  Anzahl  der  Elektroden,  so  gibt  es  m  —  2 
Werte  von  ;?,  für  die  der  Differentialquotient  dx/dz  Null  ist. 
Von  diesen  Punkten  können  unter  Umständen  mehrere  in  einen 
zusammenfallen,  oder  es  können  einige  ins  Unendliche  fallen. 
Projiziert  man  aber  die  ganze  Platte  durch  stereographische  Pro- 
jektion auf  eine  Kugelfläche,  so  fällt  die  exzeptionelle  Stellung 
des  unendlich  entfernten  Punktes  völlig  weg. 

Diese  Punkte,  in  denen  dz /dz  verschwindet,  deren  es  also 
immer  m  —  2  gibt,  wollen  wir  Kreuzungspunkte  i)  nennen. 

In  diesen  Punkten  hat  die  Strömung  einen  besonderen 
Charakter.    Um  davon  eine  Anschauung  zu  gewinnen,  legen  wir 


Fig.  68. 


zur  Vereinfachung  den  Koordinaten- 
anfangspunkt in  einen  solchen  Punkt, 
und  denken  uns  %  nach  Potenzen 
von  z  entwickelt.  Nehmen  wir  noch 
Xq  =  0  an,  so  wird  diese  Ent- 
wickelung  die  Form  haben 
(10)  ;t  =  ia£r2 -j 

und  die  Konstante  a  wird,  wenn 
wir  annehmen,  daß  z  =  0  eine  ein- 
fache Wurzel  von  0  =  0  ist,  von 
Null  verschieden  sein.  Durch  eine 
Drehung     des    Koordinatensystems 

können  wir  erreichen,  daß  a  reell  und  positiv  wird.    Dann  ergibt 

sich  aus  (10)  in  erster  Annäherung: 

g?  =  —  2  axy^      ij;  =  a  {x^  —  y^)j 

und  es  sind  also  sowohl  die  Niveaukurven  als  die  Stromkurven 
gleichzeitige  Hyperbeln.  Die  Fig.  68  zeigt,  wie  diese  Kurven  in 
der  Nähe  des  Nullpunktes  verlaufen. 

Im  Nullpunkt  kreuzen  sich  zwei  Stromlinien.  Auf  der  einen 
von  ihnen  (der  Linie  x  -\-  y  =  0)  fließt  der  Strom  von  beiden 
Seiten  zu,  auf  der  anderen  (der  Linie  x  —  y  ==.  0)  fließt  er  ab. 
In  dem  Kreuzungspunkte  selbst  ist  die  Strömung  Null. 

Wenn  die  Gleichung  0  =:  0  mehrere  gleiche  Wurzeln  hat, 
so  schneiden  sich  in  einem  solchen  Punkte  mehr  als  zwei  Strom- 
linien. 

Repräsentiert  man  die  Werte  der  komplexen  Variablen  %  in 


*)  F.  Klein,  tjber  Biemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen. 
Leipzig  1882. 
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einer  j^-Ebene,  so  erhält  man  ein  konformes  Abbild  der  leitenden 
Platte,  die  aber,  da  derselbe  Wert  von  %  zu  verschiedenen  Werten 
von  z  gehören  kann,  die  ;|^- Ebene  mehrfach  überdecken  muJQ. 
Beispielsweise  wird  in  der  Umgebung  des  oben  betrachteten 
Kreuzungspunktes  derselbe  Wert  von  %  zu.  -\-  z  und  zu  —  z  ge- 
hören. Die  Bilder  der  Kreuzungspunkte  in  der  %- Ebene  sind 
Verzweigungspunkte.  Die  Bilder  der  Elektroden  fallen  ins 
Unendliche. 

Die  Kreuzungspunkte  können  auch  dadurch  charakterisiert 
werden,  daß  in  irgend  zwei  voneinander  verschiedenen  (z.  B.  auf- 
einander senkrechten)  Richtungen  x^  y  die  Derivierten  dq>jdx 
und  dq>/dy  verschwinden. 

Wir  werden  die  Formel  (8)  auch  auf  den  Fall  anwenden, 
daß  die  Anzahl  der  Elektroden  unendlich  ist.  Es  muß  nur  das 
unendliche  Produkt,  das  dann  in  der  Formel  (8)  auftritt,  kon- 
vergent sein,  oder  wenigstens  durch  Hinzufügung  eines  konstanten 
Faktors  konvergent  gemacht  werden  können. 

Aus  einer  solchen  Platte  können  wir  dann  durch  eine  ge- 
schlossene Stromlinie  eine  endliche  Platte  herausschneiden,  in 
der  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Elektroden  liegt. 

§182. 
Kreisförmige  Platten. 

Wir  betrachten  einige  Beispiele  zu  der  im  vorhergehenden 
auseinander  gesetzten  Theorie. 

Wenn  in  einer  unbegrenzten  Platte  nur  zwei  Elektroden 
Ci,  62  mit  den  Stromstärken  +  J  vorhanden  sind,  die  im  End- 
lichen liegen,  so  ist 

wenn  ^j,  Q2  die  Entfernungen  eines  variablen  Punktes  von  den 
Elektroden  Cj,  €2  bedeuten.  Die  Niveaukurven  tp  =■  const  sind 
hier  bestimmt  durch  die  Gleichung 

wo  c  der  Parameter  der  einzelnen  Kurve  ist,  und  diese  Kurven 
bilden  also  ein  Kreisbüschel  mit  imaginären  Schnittpunkten,  dessen 
Grenzpunkte  die  beiden  Elektroden  sind;  die  Stromlinien  bilden 
ein  zweites  Kreisbüschel,  aber  mit  reellen  Schnittpunkten,  und 
zwar  sind  die  Elektroden  die  Schnittpunkte  dieses  Büschels. 
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Wenn  man  einen  durch  die  Elektroden  gehenden  Kxeis  als 
Grenzkurve  auffaßt,  so  erhält  man  die  Strömung  in  einer 
kreisförmigen  Platte,  wenn  die  beiden  Elektroden  an  der 
Peripherie  liegen  (Fig.  69). 

Nehmen  wir  dagegen  in  der  unbegrenzten  Platte  zwei  Elek- 
troden mit  gleicher  positiver  Stromstärke  J  an,  so  muß  eine 
dritte  Elektrode  mit  entgegengesetzter  und  doppelt  so  großer 
Stromstärke  im  Unendlichen  angenommen  werden.     Dann  ist 


(2) 


*^  =  2l?Ä^*'S^><'" 


und  die  Niveaukurven  bestehen  in  einem  System  konfokaler  Lem- 
niskaten.    Die  Stromlinien  werden  in  diesem  Falle,  wie  aus  der 

Fig.  69.  Fig.  70. 


Geometrie  bekannt  ist,  gleichseitige  Hyperbeln,  die  alle  durch 
die  beiden  Brennpunkte  gehen.  Wir  haben  hier  einen  Kreuzungs- 
punkt im  Mittelpunkte  der  Lemniskaten. 

Auch  für  den  Fall,  daß  im  Inneren  einer  kreisförmigen 
Scheibe  eine  beliebige  Anzahl  von  Elektroden  ei,  Cg  ...  liegt,  läßt 
sich  das  Problem  leicht  lösen.  Es  müssen  in  diesem  Falle  die 
Stromstärken  Jj,  J^^  ...  der  Bedingung 

(3)  ^  J^_|_^^_)_...=  0 

genügen.  Wir  denken  uns  die  Scheibe  zu  einer  unendlichen 
Platte  erweitert,  und  fügen  zu  jeder  Elektrode  c,  in  dem  hinzu- 
gefügten äußeren  Teil  eine  Elektrode  e\  hinzu,  die  dieselbe  Strom- 
stärke wie  Ci  hat,  und  deren  Ort  der  harmonische  Pol  von  ei  in 
bezug  auf  den  gegebenen  Kreis  ist. 

Wenn  dann  p»-  und  pj  die  Entfernungen  eines  variablen 
Punktes  von  e»  und  ej  sind,  so  ist 
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Von  der  Richtigkeit  überzeugt  man  sich  leicht.  Denn  zu- 
nächst genügt  der  Logarithmus  einer  Entfernung  q  immer  der 
Differentialgleichung  ^d  log  q  =  0.  Führen  wir  aber  Polarkoor- 
dinaten r,  d'  um  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  ein, 
dessen  Radius  gleich  c  sei,  so  ist 

Q^  =  rf  +  r2  —  2  rri  cos  (d'  —  -^i), 
9i2  =  ri2  4-  r2  —  2  rri  cos  (^  —  ^i), 

rjri  =  c2, 

und  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  also  für  r  =  c,  ist  demnach 
riQ?  =  rlp2  =  c2  [rj  +  ri  —  2c  cos  (^  —  '9'a)]  =  ö(>ipi- 
Qi  '  Qi  —  ^1  :  c-»  Qi  '  Qi  =  ^i  :  C. 

Die  Normale  an  der  Grenzkurve  fällt  aber  hier  mit  dem 
Radius  r  zusammen,  und  es  ist  für  r  =  c 

d  log  QiQi  c  —  ri  cos  (d-  —  #i)    .    c  —  ri  cos  (ß^  —  ^^) 1 

Es  ist  also  nach  (3)  und  (4)  an  der  Peripherie  des  gegebenen 
Kreises 

r 

Dieser  Kreiö  ist  also  Stromlinie  und  kann  als  Grenze  einer 
Platte  betrachtet  werden. 

Nehmen  wir  z.  B.  im  Inneren  des  Kreises  zwei  Elektroden 
an,  so  haben  wir  zwei  Kreuzungspunkte.  Diese  müssen  auf  der 
Kreisperipherie  liegen.  Denn  der  Differentialquotient  d(p/dd'  kann 
nicht  auf  ^er  ganzen  Kreisperipherie  einerlei  Zeichen  haben,  weil 
sonst  q>  keine  eindeutige  Funktion  sein  könnte.  Es  muß  also 
dq>/dd'  auf  der  Kreisperipherie  zweimal  durch  Null  gehen.  Die 
Fig.  70  zeigt  den  ungefähren  Verlauf  der  Niveau-  und  Stromlinien. 

§  183. 

Strömung  in  Röhrenflächen. 

Das  Prinzip,  das  wir  oben  angedeutet  haben,  nach  dem  man 
unter  Umständen  unendlich  viele  Elektroden  in  einer  unbegrenzten 
Platte  annimmt,  um  die  Strömung  in  einer  endlichen  Platte  zu 
bestimmen,  dient  uns  unter  anderem  dazu,  um  die  Strömung  in 
einem    unendlichen,    von    zwei    parallelen    Geraden    begrenzten 
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Streifen  zu  bestimmen.  Wir  legen  die  a;- Achse  in  die  eine  be- 
grenzende Gerade  und  setzen  zur  Vereinfachung  der  Formeln  die 
Breite  der  Platte  =  7t, 

Wir  wollen  zunächst  nur  eine  Elektrode  e  im  Endlichen  an- 
nehmen, weil  sich  aus  diesem  Falle  der  allgemeine  leicht  durch 
Superposition  ableiten  läßt.  Sind  a,  b  die  Koordinaten  von  e,  so 
muß  b  <i  7t  sein  und  wir  setzen : 

(1)  0  =  X  -\-  yi,        c  =  a  +  bi. 

Wenn  nur  eine  Elektrode  im  Endlichen  vorhanden  ist,  so 
muß  eine  zweite  im  Unendlichen  liegen,  und  es  ist  nicht  gleich- 
gültig, ob  wir  diese  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  an- 
nehmen, ob  also  die  Strömung  im  ganzen  nach  der  positiven 
oder  der  negativen  Seite  der  x  hin  erfolgt.  W^ir  können  auch 
auf  jeder  Seite  im  Unendlichen  eine  Elektrode  annehmen. 

Wir  denken  uns  nun  zunächst  unseren  Streifen  zu  einer 
unendlichen  Platte  erweitert  und  fügen  zu  der  Elektrode  e  eine 
zweite  ef  hinzu,  die  in  bezug  auf  die  iP- Achse  symmetrisch  zu  e 
liegt,  also  die  Koordinate  c'  =  a  —  bi  hat,  und  lassen  in  ihr 
dieselbe  Stromstärke  eintreten  wie  in  e.  Dann  ist  für  diese 
Strömung  die  a?- Achse  Stromlinie,  nicht  aber  die  Kante  y  =  n. 
Wollte  man  diese  zur  Stromlinie  machen,  so  hätte  man  eine 
Elektrode  im  Punkte  c"  =  2  jri -|- c'  annehmen  müssen.  Um 
nun  dies  zu  vereinigen,  nehmen  wir  Elektroden  in  allen  Punkten 
2h7ti  -\-  c^  2h7ti  -\-  c'  an^  worin  h  eine  ganze  positive  oder  nega- 
tive Zahl  ist. 

Alle  diese  Elektroden,  mit  Ausnahme  der  ursprünglichen, 
liegen  dann  außerhalb  des  gegebenen  Streifens.  Ihre  Lage  fällt 
mit  den  Nullpunkten  der  Funktion 

(e*  —  e")  (e'  —  e^') 

zusammen,  und  die  Formel  §181  (8)  gibt  uns,  wenn  wir  noch 
zur  Vereinfachung  J/k  =  1  setzen: 

(2)  X  =  —  log  {e'  —  eO  (e*  —  e^), 
oder  wenn  x  =  <P  -\-  ii^  gesetzt  wird: 

(3)  e-v-*>  =  (e^  —  e")  {e*  —  e^'). 

Wenn  ^  reell  ist,  oder  wenn  der  imaginäre  Teü  von  ^  ein 
Vielfaches  von  jti  ist,  so  wird  der  Ausdruck  (3)  reell,  also  ilf 
gleich  einem  Vielfachen  von  tt. 
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Es  sind  also,  wie  es  sein  sollte,  alle  Linien  y  =  hn  Strom- 
linien. 

Multipliziert  man  den  Ausdruck  (3)  mit  seinem  konjugierten, 
so  ergibt  sich: 

(4)  e-2v  =  [eS*  —  2e«+*  cos  (6  —  y)  +  e^*] 

X  [f""  —  2e«+*  cos  (ft  +  y)  +  e»«], 

woraus  man  für  ein  konstantes  q>  die  Gleichung  der  Niveaukurven 
erhält. 

Für  ein  unendlich  großes  negatives  x  wird  9?  =  —  2  a,  also 
konstant,  für  ein  unendlich  großes  positives  x  aber  wird  q>  negativ 
unendlich,  und  zwar  genähert  =  —  2  o?,  und  wir  haben  also  hier 
den  Fall,  daß  die  zweite  Elektrode  auf  der  Seite  der  positiven  x 
im  unendlichen  liegt.  Um  den  entgegengesetzten  Fall  zu  er- 
halten, setze  man 

Xi=  —  log  {e-'  —  €-')  (e-'  —  e-^)  =  x-^2z^c^c\ 

oder  man  füge,  was  dasselbe  ist,  zu  der  vorigen  eine  konstante 
Strömung  in  der  Richtung  der  negativen  ic- Achse  von  gleicher 
Intensität  hinzu. 

Man  kann  auch  eine  lineare  Kombination  der  Funktionen 
X  und  i-^  nehmen,  und  erhält  dann  eine  Strömung,  die  teils  nach 
der  einen,  teils  nach  der  anderen  Seite  verläuft. 

Setzen  wir  q>  =  —  2  a,  so  geht  die  Gleichung  (4)  über  in 

gs«  _  4^2*  +  »  cos6  cosy  -\-  2e*+2a  (2cos26  -(-  2co82y  —  1) 

—  ^^^  cos  6  cosy  =  0, 

und  dies  ist  die  Gleichung  einer  speziellen  Niveaukurve,  nämlich 
der  ins  Unendliche  verlaufenden.  Für  x  z=.  —  00  wird  auf  dieser 
Kurve  cosy  =  0,  also  y  =  |;r;  diese  spezielle  Niveaulinie  hat 
also  die  Mittellinie  der  Platte  zur  Asymptote. 

Um  die  Kreuzungspunkte  zu  finden,  haben  wir  dx/dz  =  0 
zu  setzen  und  erhalten  aus  (2) 

e*  =z  e^  cos 6, 
also,  wenn  cos  6  positiv  ist 

X  =  a  -(-  log  cos  6,    1/  =  0 , 
und  wenn  cos  6  negativ  ist 

X  =  a  -\-  log  cos  ft,    y  =  7c. 

Wir  haben  also  einen  Kreuzungspunkt,  der  auf  einem  der 
beiden  Ränder  liegt,  und  zwar  auf  dem,   der  der  Elektrode  am 
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nächsten  kommt.    Liegt  die  Elektrode  gerade  in  der  Mitte,  so 
fällt  der  Kreuzungspunkt  ins  Unendliche. 

Dieser  letzte  Fall  ist  von  besonderem  Interesse.  In  ihm  ist 
die  Mittellinie  der  Platte  auch  Stromlinie,  und  wir  können  die 
auf  ihn  bezüglichen  Formeln  daher  auch  aus  (2)  ableiten,  wenn 
wir   c  =  c',  also   6  =  0  setzen.     Die   streifenförmige  Platte   er- 

Fig.71.  streckt  sich  dann  von  —  n  bis 

-4  7t ^  und  es  ergibt  sich; 

;jr  =  —  2  log  (e'  —  e«), 

oder,  wenn  wir  das  Koordi- 
natensystem so  legen,  daß 
a  ^=  0  wird: 

(5)     ;r  =r  -  2  log  (e'  —  1). 

Für  diesen  Fall  sind  die 
Niveau-  und  Stromlinien  in 
der  beistehenden  Fig.  71  dar- 
gestellt. 

Dieser  Fall  bietet  darum  ein  besonderes  Interesse ,  weil  er 
uns  die  Lösung  des  Strömungsproblems  in  einer  Zylinder- 
fläche gibt. 

.  Es  Ksit  nämlich  die  durch  (5)  definierte  Funktion  %  dieselben 
Werte  für  y  =  -\-  n  und  y  =  —  n  und  ist  überhaupt  periodisch 
mit  der  Periode  2:7r.  Denken  wir  uns  daher  den  Streiten,  mit 
Erhaltung  der  Funktionswerte  jr,  zum  Zylinder  zusammengerollt^ 
und  die  Ränder  aneinander  geheftet,  so  setzt  sich  die  Funktion  % 
nebst  ihren  Differentialquotienten  stetig  über  die  Naht  hinweg 
fort.  Sie  ist  also  auf  dem  ganzen  Zylinder  stetig  und  genügt 
den  Bedingungen,  die  wir  im  §  1 80  formuliert  haben. 

Der  Umfang  des  Zylinders,  der  nicht  notwendig  einen  kreis- 
förmigen Querschnitt  zu  haben  braucht,  ist  hier  gleich  2n  an- 
genommen. 

Wenn  nun  auf  einem  solchen  Zylinder  mehrere  Elektroden 
liegen,  so  führen  wir  ein  Koordinatensystem  ein,  bei  dem  die  y 
auf  einem  Querschnitt  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  aus 
als  Längen  gemessen  sind,  und  von  0  bis  2;r  laufen,  während 
die  X  von  diesem  Querschnitt  aus  auf  den  Erzeugenden  des  Zylin- 
ders gemessen  werden.  Hat  dann  eine  Elektrode  ev  die  Koor- 
dinaten X  ^  Gv^  y  =  6»,   und  die  Stromstärke  J»,  so  setzen  wir 
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und  erhalten  nach  (5): 

(6)  X  =  -^  j^log  (e'  -  e'*)  -  Ä0  -  B. 

« 

Die  lineare  Funktion  A^  -\-  B  kann  hier  hinzugefügt  werden, 
weil  wir  zu  jeder  Strömung  eine  konstante  Strömung  in  der 
Richtung  des  Zylinders  hinzufügen  können. 

Es  ist  hierin  Äk  die  Intensität  der  Strömung  in  der  Rich- 
tung der  0?- Achse  für  negativ  unendliche  x^  und  ÄTc  -\-  ZJ^  für 
positiv  unendliche  x. 

Wenn  im  Unendlichen  keine  Strömung  stattfinden  soll,  so 
muß  J.  =  0  und  2?  J^  =  0  sein. 

§  184; 

Strömung  in  einer  Ringfläche., 

Ähnlich  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  eine  elektrische 
Strömung  in  einem  unendlichen  Zylinder  untersucht  haben,  bei 
der  nur  eine  einzige  Elektrode  vorhanden  war,  und  im  Unend- 
lichen eine  konstante  Strömung  parallel  der  Zylindererzeugenden 
angenommen  werden  mußte,  so  können  wir  uns  auch  eine  Strö- 
mung in  einer  Ringfläche  denken,  bei  der  nur  eine  Elektrode 
vorhanden  ist.  Diese  Annahme  führt  dann  freilich  zu  einem 
mehrwertigen  Potential,  insofern  das  Potential,  wenn  man  längs 
einem  Parallelkreise  um  den  ganzen  Ring  herumgegangen  ist, 
nicht  wieder  zu  demselben  Werte  zurückkehrt,  und  auch  der 
Differentialquotient  des  Potentials  zeigt  noch  eine  solche  Mehr- 
wertigkeit. Um  dies»  Erscheinung  physikalisch  zu  deuten,  kann 
man  annehmen,  daß  eine  elektrische  Strömung  in  einem  Quer- 
schnitt der  Ringfläche  aus-  oder  eintritt. 

Man  kann  aber  die  Mehrdeutigkeit  des  Potentials  aufheben, 
wenn  man  verschiedene  Elektroden  zugleich  annimmt,  bei  denen 
die  Summe  der  Intensitäten  verschwindet,  und  dies  ist  der  Fall 
der  Wirklichkeit,  den  wir  aber  durch  das  angedeutete  Verfahren 
in  mehrere  einfachere  Fälle  zerlegen. 

Für  die  Mathematik  erhalten  wir  auf  dem  angedeuteten  Wege 
eine  einfache  Veranschaulichung  der  Fundamentaleigenschaften 
der  Thetafunktionen. 

Biemann- Web  er,  Partielle  Differentialgleichungen,    I.    5.  Aufl.  gQ 
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Die  Ringfläche,  die  wir  betrachten,  wird  erzeugt  durch  die 
Rotation  einer  Kreisperipherie  um  eine  in  seiner  Ebene  gelegene 
Achse,  die  die  Kreisperipherie  nicht  schneidet. 

Wir  haben  schon  früher  die  Punkte  einer  solchen  Ringfiäche 
durch  zwei  unabhängige  Variable  dargestellt. 

Wenn  nämlich  a  der  Radius  des  erzeugenden  Kreises,  c  der 

Abstand  seines  Mittelpunktes  von  der  Drehungsachse,  b  =  j/c^  —  a^ 
gesetzt  ist,  so  werden  die  rechtwinkligen  Koordinaten  |,  iy,  g  eines 
Punktes  der  Ringfläche  durch  zwei  veränderliche  Winkel  ca,  d" 
ausgedrückt  durch  die  Formel  [§46  (13)]: 

I  H \ cos  d", 

c  -\-  a  coscD 

(1)  rj  = sin  -ö", 


a  coso 

^  — ab 

f  =  — ; sin  CJ, 

c  -\-  a  cos  ö 

und  wir  können,  um  alle  Punkte  der  Ringfläche,  und  jeden  nur 
einmal  zu  erhalten,  o  und  d"  von  —  7t  bis  -|-  ;r  gehen  lassen 
(mit  Einschluß  der  einen  und  Ausschluß  der  anderen  Grenze). 
KonstantiBn  Werten  von  d^  entsprechen  die  Meridiankreise,  kon- 
stanten CD  die  Parallelkreise;  o  =  +7t  ist  der  äußere,  oj  =  0  der 
innere  Äquator. 

Für   das  Linienelement   auf   der  Fläche   haben  wir   an   der 
erwähnten  Stelle  den  Ausdruck  gefunden: 

62 

(2)  dö2  =  - — . (a2daj2  _l.  b^dd'^), 

^  ^  (c  +  a  cos  a})2  ^  '  ^' 

und  wir  erhalten  also  eine  konforme  Abbildung  der  Ringfläche 
auf  die  icy- Ebene,  wenn  wir 

,^.  acj  bd"  7t  b 

(3)  ^  =  ^^  y  =  ^^  ^^ 


7t  ^  7t  C  -\-  a  cos  0} 

setzen : 

und  die  ganze  Ringfläche  wird  einfach  abgebildet  auf  ein  Recht- 
eck, dessen  Seiten  die  Gleichungen 

X  =  ii  a^     y  =  :hb 

haben.     Den  Seiten  dieses  Rechtecks,  das  wir  das  Perioden- 
rechteck nennen,  entsprechen  die  vier  Ränder  zweier  Schnitte, 
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von  denen  der  eine  längs  dem  äußeren  Äquator  (ßJ  =  i  ^r),  der 
andere  längs  einem  Meridian  (-ö*  =  +  sr)  verläuft. 

Betrachten  wir  aber  x,  y  als  krummlinige  Koordinaten  eines 
Punktes  auf  der  Ringfläche,  so  entspricht  allen  Werten 

X  -\-  2fia,      y  -{-  2v6, 

für  beliebige  ganzzahlige  ^,  v  derselbe  Punkt  der  Ringfläche. 

Nach  §  180,  181  ist  nun  das  elektrische  Potential  q)  der 
reelle  Teil  einer  Funktion  %  =1  q)  -\-  ip  des  komplexen  Arguments 
z  =  X  -\-  iy,  die,  wenn  nur  eine  Elektrode  angenommen  wird, 
in  einem  Punkte  logarithimisch  unendlich  wird. 

Eine  solche  Funktion  läßt  sich  aber  leicht  darstellen  mit 
Hilfe  der  schon  im  §  142  zu  einem  ähnlichen  Zwecke  benutzten 
Thetafunktionen.    Wir  haben  dort  die  Funktion  betrachtet: 

(4)  »,,  (v)  = 

00 

v  =  l 

in   der   q   einen   echten   Bruch   bedeutet.     Diese   Funktion   kann 
auch  durch  die  unendliche  Reihe  dargestellt,  werden : 

(5)  -ö*!,  (v)  =  2  3^4  sin  ;r  t;  —  2  g®'^  sin  3  w  v  -f-  2  g"/^  sin  5  ;r  t; • 

Sie  hat  die  Eigenschaften,  die  aus  diesen  Ausdrücken  leicht 
zu  Terifizieren  sind: 

^11  (t;  +  1)  =  —  ^11  (v) 


(7)  »..  (.  +  '-^)  =  0. 


wenn  ft,  v  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  und  sie  Terschwindet  für 
keine  anderen  Werte  Ton  v.  Außerdem  ist  sie  für  alle  endlichen 
Werte  von  v  endlich  1). 

Hierin  machen  wir  nun  die  Annahme: 


z 


und  setzen: 

Dann  ergeben  sich  für  @{z)  aus  (6)  die  Eigenschaften: 


0  Weber,  EUiptische  Funktionen,  S.  48,  65;  Algebra,  Bd.  III,  §20,24. 

30* 
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0  (^  4-  a)  =  —  ®  {s  —  a), 


ntt 


(8) 

S  (z  -\-ih)  =  —  e     ^  e{z  —  ib), 

und  0  verschwindet  in  dem  Periodenrechteck  nur  an  der  einen 
Stelle  ^  =  0. 

Nun  bedeute  y  :=  a  -\-  ßi  irgend  einen  Punkt,  der  in  dem 
Periodenrechteck  liegt,  so  daß 

—  a<ia<ia\      — b<^ß<Zb. 
Wir  setzen: 

(9)  6^+*'^  =  r^^0(;^-  y), 

(10)  e*^  •    =r  e  «^    0  (^  -  y)  0  (/  —  y'), 

worin  ;8r',  y'  zu  ;?,  y  konjugiert  imaginär  sind.    Dadurch  ist  (p  als 
eine  reelle  Funktion  qp  (:c,  y)  Ton  ic,  i/  eindeutig  bestimmt. 

Für  diese  Funktionen  ergeben  sich  aus  (8)  die  folgenden 
Eigenschaften : 

(11)  9>  {^  +  öl»)  =  (p  {x  —  a,y), 

(12)  ^  {x,y  +  b)  =  q>  {x,y  ^  b)  ^  ^, 

und  außerdem  ist  für  den  Punkt  y 

9?  -[-  i^  =  log  {z  —  y)  +  funct.  cont, 
also: 

fl3)  g)  =  logr  -f-  funct.  cont., 

wenn  r  =  ^  {x  —  a)^  -\-  {y  —  ßY  die  Entfernung  des  Punktes  is 
vom  Punkte  y  bedeutet. 

Faßt  man  den  Punkt  y  als  Elektrode  und  9  als  elektrisches 
Potential  auf,  so  hat  man  die  eintretende  Stromstärke  =  —  2nk 
zu  setzen  [§  180,  (9)].  Die  Formel  (12)  aber  zeigt,  daß  bei 
y  z=z  -\-  b  und  y  =  —  b  die  Funktion  (p  sowohl  als  dq)/dy  ver- 
schiedene Werte  hat,  und  man  muß  daher  die  beiden  Ränder 
eines  an  dieser  Stelle  durch  den  Ring  geführten  Schnittes  als 
lineare  Elektroden  auffassen.  Die  an  dieser  Linie  eintretende 
Stromstärke  ist,  auf  die  Längeneinheit  bemessen, 

d(p 


bei  y  =  +  ft :    j^  =       k 


dy' 


bei  w  =  —  b:     7*0  =  —  ^  ^^ 
^  '^^  dy 
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also  nach  (12): 

und  folglich  die  ganze  durch  diese  Linien  eintretende  Stromstärke 
2  7tk^  also  ebensogroß  und  im  Zeichen  entgegengesetzt  wie  die 
Intensität  der  Punktelektrode. 

Die  durch  die  Formel  (12)  ausgedrückte  ünstetigkeit  der 
Funktion  q)  ist,  wie  man  sieht,  von  dem  Punkte  y  unabhängig. 
Nehmen  wir  also  mehrere  solcher  Punktelektroden  yi,y2i-"> 
mit  den  Stromstärken  Ji,  Jg^  •  •  •  ^^^  setzen 

(14)  J,  +  ^2  H =  0 

voraus,  und  bezeichnen  mit  ^i,  ^2?  •  •  •  ^i^  diesen  verschiedenen  y 
entsprechenden,  durch  (10)  definierten  Funktionen  9?,  so  erhalten 
wir  für  diesen  Strömungszuständ  das  Potential  durch  den  Aus- 
druck dargestellt: 

und  wegen  (14)  ist  diese  Funktion  auf  der  Ringfläche  eindeutig, 
und  mit  Ausnahme  der  Punkte  yi,  ya»  •••  stetig. 

Die  lineare  Elektrode  ist  jetzt  nicht  mehr  vorhanden. 

§  185. 
Strömung  in  einer  zusammengesetzten  Platte. 

Wir  wollen  noch  einen  Fall  betrachten,  in  dem  zwei  leitende 
Platten  von  verschiedenem  Leitvermögen  in  einer  Linie  zu- 
sammenstoßen, wobei  dann  an  dieser  Trennungslinie  eine  Brechung 
der  Stromlinien  stattfinden  muß. 

Eine  unendliche  ebene  Platte,  deren  Ebene  wir  zur  xy -Ebene 
wählen,  bestehe  aus  zwei  längs  der  ^- Achse  aneinander  stoßenden 
Teilen  aus  verschiedenem  Material,  z.  B.  aus  Kupfer  und  Zink. 
Für  den  einen  Teil,  den  wir  den  ersten  nennen  wollen,  hat  dann,i» 
negative,  für  den  zweiten  positive  Werte.  Wir  bezeichnen  alle 
Größen,  die  sich  auf  den  ersten  Körper  beziehen,  mit  dem  Index  1, 
die  entsprechenden  für  den  zweiten  Körper  mit  dem  Index  2. 

Es  sollen  im  ersten  Teile  die  Elektroden  e^,  ei,  el',  .  .  .  mit 
den  Stromstärken  e/j,  «71,  Jl',  ...,  im  zweiten  die  Elektroden 
^2,  62?  ^2?  . .  •  niit  den  Stromstärken  e/g,  «^21  J'i^  -  •  •  liegen,  in  be- 
liebiger Anzahl.    Es  sei  aber 
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J^  +  J[  +  j';-\ h  «^a  +  «^2  +  ^'  +  •••  =  0, 

eine  Gleichung,  die  wir  abgekürzt  so  darstellen: 

(1)  i;^x+2'^»  =  o. 

Wenn  femer  qpi  und  92  die  elektrischen  Potentiale  im  ersten 
und  im  zweiten  Teile  der  Platte  bedeuten,  so  ist  q>i  nur  für 
negative,  q>2  nur  für  positive  x  vorhanden. 

Die  Koordinaten  von  e^  und  e^  bezeichnen  wir  mit  ai,  b^  und 
as,  2^9,  und  setzen 

(2)  *■'  ""  V  (j;  -  a,y  +  (y  -  b,)\ 

ra  =  V  (a;  -  a^f  +  (2/  -  \)^ 

» 

verstehen  also  unter  rj  die  Entfernung  des  variablen  Punktes  a:,  y 
von  der  Elektrode  Cj,  und  entsprechend  für  die  übrigen  Elek- 
troden. Sind  endlich  Ä^  und  Ä?  die  Leitfähigkeiten  der  beiden 
Plattenteile,  und  (1,  2)  ihre  Spannungsdifferenz,  also  eine  gegebene 
Konstante,  so  haben  die  Funktionen  qPi,  9,  die  folgenden  Bedin- 
gungen zu  erfüllen: 

I.  Hauptgleichungen:  ^g?i  =  0,    ^(p^  =  0, 
IL  In  Ci  und  e^  ist 

9i  =  —  2^  ^^^^1  +  *^^^*'  ^^^^•' 

qPa  =  —  r — —-  log  rg  -f-  f unct.  cont. 

III.  Für  ir  =  0  ist 

IV.  Im   Unendlichen    erhalten    9,    und   q>2    konstante   Werte, 
deren  Unterschied  gleich  (1,  2)  ist. 

Dieses  Problem  läßt  sich  sehr  einfach  in  folgender  Weise 
lösen :  Wir  schließen  zunächst  den  Fall  aus,  daß  einer  der  Punkte  Ci 
symmetrisch  zu  einem  Punkt  63  liegt,  und  nehmen  zu  jeder  Elek- 
trode e  ihr  Spiegelbild  a  in  bezug  auf  die  Grenzlinie.  Nach  der 
Annahme  fällt  keiner  der  Punkte  s  mit  einem  der  Punkte  e  zu- 
sammen. Wir  bezeichnen  mit  q  die  Entfernung  des  variablen 
Punktes  a?,  y  von  c,  setzen  also  z.  B. : 


An  der  Grenze  selbst,  also  für  a?  =  0,  ist 
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d  log  r^  ^        d  log  Qi       d  log  ra  _        8  log  ga 
Wir  machen  den  folgenden  Ansatz: 
91  =  ^  ^  logr,  +  2  ^« log''»  +  2-^1  log Qi  +  <^M 

^'  ~  2  2«T"  ^°^*"«  +  2  ^1  i**g^i  +  2  -^«logpä  +  c"«, 

worin  sich  die  Summenzeichen  auf  die  sämtlichen  Elektroden  1 
oder  2  beziehen,  ^j,  jBj,  Ci,  J-g,  J5a,  Ca  sind  Konstanten,  die 
noch  näher  zu  bestimmen  sind. 

Durch  diese  Annahme  sind  die  Bedingungen  L  und  IL  schon 
befriedigt,  und  damit  IV.  erfüllt  sei,  muß 

(5)      2A  +  25.  =  |^,  2^.  +  :s5.  =  |^v 

(6)  C, -C,  =  (1,  2) 

sein.  Durch  (6)  ist  eine  der  Konstanten  C,,  (7a  durch  die  andere 
bestimmt;  eine  von  ihnen  bleibt  der  Natur  der  Sache  nach  will- 
kürlich. 

Die   Bedingungen   III.   ergeben   nun   mit   Rücksicht   auf   (3) 
und  (6): 

und  da  diese  Bedingungen  für  alle  Punkte  der  Grenze  bestehen 
müssen,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

A  =  ^i  —  2^,    —hA^=h,B,-{-j^, 
woraus  man  erhält: 
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A      ^1  T>      ^1    fei    fcg 

-^2  ^=^  "ZTT. i — tr\'t      ^2  = 


e/2         f^i    Äg 

ä(Äi  +  &a)'     ^^  ""Tjrli  *i  +  fca' 


und  hierdurch  sind  auch,  mit  Rücksicht  auf  (1),  die  Bedingungen 
(5)  befriedigt,  woraus  sich  dann  folgende  definitive  Lösung  des 
Problems  ergibt: 

9-»  =  2  i^  i«g*-.  +  2  «(fe7+\)  log*-« 


(8) 

9«  = 


fC^        j  ■    fCo    ^^"      ^  JT  n/o 


Diese  Formeln  bleiben  aber  auch  noch  richtig,  wenn  der 
vorhin  ausgeschlossene  Fall  eintritt,  daß  einige  der  Punkte  £  mit 
Punkten  e  zusammenfallen. 

Nehmen  wir  an,  daß  auf  jeder  Seite  nur  eine  Elektrode 
vorhanden  sei,  und  setzen  Ji  =  —  J^  z=  J^  so  folgt  hieraus  als 
Spezialfall : 

^»  =       2^A,((  +  fc2)  ^^^  "^  ^'^  ^'^'^  ~  ^*^^'«'^ 

—  (/Ti  —  &a)  log^j]  +  Ca, 

was  für  fci  =  fcg  in  den  früher  schon  gefundenen  Ausdruck  für 
eine  homogene  Platte  übergeht. 

Nehmen  wir  in  (9)  an,  daß  die  beiden  Elektroden  symme- 
trisch liegen,  so  wird  q^  =  rg,  q^  =  '"n  ^^^  ^^  ergibt  sich: 

Hier  werden  also  die  Niveaulinien,  und  folglich  auch  die 
Stromlinien,  genau  dieselben  Kreise,  als  ob  die  Platte  homogen 
wäre. 
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Endlich  wollen  wir  noch  den  Fall  betrachten,  daß  in  dem 
zweiten  Teile  der  Platte  keine  Elektrode  liege,  in  der  ersten 
zwei,  ^1,  ci.    Dann  ergibt  sich  aus  (8): 

und  es  zeigt  sich  also,  daß  in  der  elektrodenfreien  Hälfte  der 
Platte  die  Strömung  ganz  so  erfolgt,  als  ob  die  Platte  homogen 
wäre,  nämlich  in  Kreisen,  die  sich  in  den  Elektroden  schneiden. 
In  der  die  Elektroden  enthaltenden  Hälfte  der  Platte  erfolgt  die 
Strömung  nach  einem  komplizierteren  Gesetze. 
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§  186- 

Anwendung  des  Greensohen  Satzes  auf  elektrische 

Strömung. 

Im  §  174  haben  wir  die  Bestimraung  der  elektrischen  Strö- 
mung im  Räume  unter  gewissen  vereinfachenden  Voraussetzungen 
auf  die  Aufgabe  zurückgeführt,  die  Differentialgleichung 

(1)  ^9=rO 

mit  der  Grenzbedingung  zu  integrieren,  daß  an  der  Oberfläche 
des  gegebenen  Raumes  r 

p)  ff = *. 

d.  h.  gleich  einer  gegebenen  Funktion  an  der  Oberfläche  sein 
soll.  Diese  Funktion  ist  nicht  ganz  willkürlich,  sondern  muß  der 
Bedingung 

Odo  =  0 


1 


genügen;  andererseits  ist  aber  durch  die  Bedingungen  (1)  und  (2) 
die  Funktion  q)  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt 

Diese  Aufgabe  läßt  sich  nun  mit  Hilfe  des  Greenschen 
Satzes  auf  eine  einfachere  zurückführen. 

Wir  können  hierzu  die  Formel  §  103  (1)  benutzen.  Wenn 
nämlich  [7,  F  zwei  im  Gebiete  r  stetige  Funktionen  mit  stetigen 
Derivierten  bedeuten,  und  p^  q  zwei  Punkte  dieses  Gebietes  in  der 
gegenseitigen  Entfernung  r  sind,  so  ist  nach  dieser  Formel 
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(3)  4nVi,  =  {{u  —  ^\^rdt  —  {rjüdt 


V  rj  dn  dn 


do. 


Wir  bestimmen  nun  eine  Funktion  H  von  zwei  Punkten  p,  q 
im  Innern  des  Raumes  r,  die,  als  Funktion  von  g,  der  Differential- 
gleichung 

(4)  JH=0 

genügt,  die  überall,  mit  Ausnahme  des  Punktes  jp,  stetig  ist  und 
den  Bedingungen  genügt,  daß  im  Punkt  p 

(f))  H  = \-  funct.  cont, 

und  an  der  Oberfläche 

(6)  ^r—  =  const 

ist.    Die  Konstante  in  (6)  ist  nicht  willkürlich,  sondern  es  ergibt 
sich  dafür  aus  (3),  wenn  man 

(7)  Ü  =  ^^H 

und  V  =  1  setzt: 

(8)  F.  const  =  —  4ä, 

wenn  F  die  Größe  der  Oberfläche  von  t  ist,  also  sowohl  von  p 
als  von  q  unabhängig. 

Setzt  man  daher  in  (3)  für  V  die  Funktion  qp  und  macht  für 
ü  die  Annahme  (7),  so  folgt: 

(9)  4 sr qpp  =  Const  -\-\0Hdo, 
worin  die  neue  Konstante  mit  der  in  (6)  durch 


Const  =  —  const  1  9  do 


in  Zusammenhang  steht.  Diese  Konstante  ist  zwar  von  vorn- 
herein nicht  bekannt;  es  kommt  aber  auch  für  die  Funktion  g? 
auf  eine  additive  Konstante  nicht  an,  und  durch  (9)  ist  also, 
wenn  H  bekannt  ist,  unsere  Aufgabe  gelöst.  Wir  können  in  der 
Formel  (9)  die  Konstante  =  0  setzen.  * 

Die  Funktion  H  hat  für  sich   selbst  eine  physikalische  Be- 
deutung.    Sie   ist   das   elektrische    Potential   unter   der   Voraus- 
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Setzung,  daß  durch  eine  punktförmige  Elektrode  in  p  ein  Strom 
von  der  Intensität  4  ;r  A  austritt,  der  mit  überall  gleicher  Dichtig- 
keit durch  die  Oberfläche  eingetreten  ist^  worin  k  die  Leitfähig- 
keit der  Substanz  bedeutet  [§177  (4)]. 

Diese  Funktion  H^  die  nur  von  den  geometrischen  Verhält- 
nissen des  Körpers  r  abhängig  ist,  wird  von  F.  Neumann  die 
charakteristische  Funktion  genannt»). 

Die  Funktion  H  oder  jB^,g  unterscheidet  sich  von  der 
Greenschen  Funktion  (§103)  nur  durch  die  veränderte  Form 
der  Oberflächenbedingung  (6).  Durch  diese  ist  die  Funktion  H 
nur  bis  auf  eine  additive  Konstante,  d.  h.  eine  von  q  unabhängige 
Größe,  die  aber  eine  willkürliche  Funktion  von  p  sein  kann,  be- 
stimmt. Über  diese  willkürliche  Funktion  kann  man  aber  noch 
eine  nähere  Bestimmung  treffen. 

Betrachten  wir  zwei  Funktionen  Hp^^q  und  fip,,g,  und  wenden 
darauf  die  Formel  §  103  (4)  an,  in  der  wir  G  durch  U  ersetzen, 
so  ergibt  sich: 

was  sich  mit  Hilfe  von  (6)  und  (8)  auch  so  darstellen  läßt: 

^p«,pi  +  p J  ^P2,Q^^  =  ^Pi.P2  +  pj  ^Pu^d^' 
Da  nun  das  Integral 


1 


Hp^qdo 


nur  eine  Funktion  des  einen  Punktes  p  ist,  so  können  wir  die 
erwähnte  additive  Funktion  so  bestimmen,  daß,  wie  bei  der 
Greenschen  Funktion, 

(10)  Hp^q   =   Hq^p. 

Hierdurch  ist  dann  die  Funktion  Hp^q  bis  auf  eine  von  p 
und  q  unabhängige  additive  Größe,  die  willkürlich  bleibt,  bestimmt. 
Dabei  sind  p,  q  aber  als  innere  Punkte  vorausgesetzt. 

Läßt  man  einen  der  Punkte,  etwa  j9,  in  die  Oberfläche 
rücken,  so  geht  H  in  eine  ganz  bestimmte  Funktion  von  q  über, 
der  wir  keine  Bedingungen  mehr  vorschreiben  dürfen.  Es  läßt 
sich  zeigen,  daß  die  Bedingung  (6)  für  diesen  Fall  nicht  mehr 
allgemein  besteht.    Genauer  kann  man  aber  das  Verhalten  der 

^)  Vorlesungen  über  elektrische  Ströme,  herausgegeben  von  K.  Von  der 
Müh  11.     Leipzig  1884. 
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Funktion   H  für    die '  Oberflächenpunkte    erst    dann    bestimmen, 
wenn  sie  durch  Integration  ermittelt  ist. 

Nehmen  wir  an,  daß  eine  endliche  Anzahl  von  Elektroden 
^1,  ^2,  ...  mit  den  eintretenden  Stromintensitäten  ji^j^^  ...  an  der 
Oberfläche  verteilt  sind,  und  denken  uns  diese  Elektroden  wie 
in  §178  als  kleine  Scheiben,  in  denen  wir  9  als  konstant  an- 
sehen, so  ist  O  im  allgemeinen  gleich  Null,  und  nur  innerhalb 
der  Elektrodenflächen  e^ 

-  -^'  [§178(1),  (2)], 


27tkrrir?  —  r^ 

wenn  n  der  Radius  der  Elektrode  ist.  Nach  unserer  Annahme 
sind  die  Dimensionen  der  Elektroden  sehr  klein  im  Vergleich  zu 
den  Dimensionen  des  Körpers. 

Ist  nun  der  Punkt  p  entfernt  von  allen  Elektroden,  so  er- 
hält H^  wenn  q  innerhalb  einer  Elektrode  liegt,  endliche  Werte, 
die  nur  kleinen  Schwankungen  unterworfen  sind.  Wir  setzen  also 
den  Wert  von  H  in  ev  gleich  Hp^e^»    Dann  ergibt  die  Formel  (9) 

(11.)  in<p,^-y]^'{-JL^, 

und  durch  Ausführung  der  Integration  in  bezug  auf  da  über  die 
ganze  Elektrodenfläche 


(12)  4jr  A^p  =  —  2jjyHp^e,, 

wo  die  Summe  sich  auf  alle  e^  bezieht. 

Zur  Bestimmung  des  Widerstandes  kommt  es  aber  darauf 
an,  die  Funktion  (pp  unter  der  Voraussetzung  zu  bestimmen,  daß 
der  Punkt  2>  in  einer  der  Elektroden,  etwa  in  ^i,  liegt.  Dann 
enthält  die  Summe  (11)  ein  Glied 

und  der  Wert  des  Integrals 

(14)  ü;=^f^J±= 

läßt  sich  ermitteln,  wenn  die  Funktion  H  bekannt  ist. 

Für  die  übrigen  Glieder  der  Summe  (11)  gelten  die  früheren 
Ausdrücke. 

Nehmen  wir  nur  zwei  Elektroden  ej,  e^  an  und  setzen 
3  =  ji  =  —  ja,  so  ergibt  sich: 
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4:Jtk(p.i  =  —  i(—  üa  +  Äi,2), 

wenn  zur  Vereinfachung  cjPi,  q)^^  ^1,2  für  9«!,  ^ca»  ^«i,««  gesetzt  ist 
und  demnach  ist  der  Widerstand  des  ganzen  Körpers  [§  178  (8)J 

(^^^  T^=  4^(2iJi.2-t/,  -t/2). 

§  187. 

Methode  von  Kirchhoff  zur  Vergleichung  der 

Leitfähigkeiten. 

Auf  die  Theorie  der  Stromverteilung  in  körperlichen  Leitern 
hat  Kirchhoff  eine  Methode  gegründet,  um  das  Verhältnis  der 
Leitfähigkeiten  verschiedener  Substanzen  zu  bestimmen  i).  Das 
Piinzip  dieser  Methode  läßt  sich  aus  den  Entwickelungen  des 
vorigen  Paragraphen  leicht  ableiten. 

Wir  wollen  vier  Elektroden  ^j,  e^^  ^3,  e^  annehmen ;  e^  und  e^ 
sollen  durch  einen  Prüfdraht,  etwa  ein  Galvanometer,  miteinander 
verbunden  sein,  in  dem  keine  elektromotorische  Kraft  tätig  ist. 
Es  wird  dann  ein  Strom  von  der  Intensität  j  durch  e^  ein-  und 
durch  64  austreten.  Durch  e^  und  62  soll  der  Strom  einer  galva- 
nischen Kette,  dessen  Intensität  «7  sei,  ein-  und  austreten.  Die 
Stromstärke  j  wird  dann  von  der  als  gegeben  betrachteten  Strom- 
stärke J  abhängen,  und  kann  bestimmt  werden,  wenn  noch  der 
Widerstand  w  des  Galvanometers  bekannt  ist. 

Nach  den  Formeln  (11),  (12)  und  (13)  des  vorigen  Paragraphen 
erhalten  wir  für  die  Werte  g>i,  g>2?  ^s»  9a  des  elektrischen 
Potentials  (p  in  den  Elektroden  ^i,  e.^,  C3,  e^  die  Ausdrücke: 

4.Jtkq)^  =  —  Jüi     4-  JHi^2  —  j^i,3  +iifi,4, 
^'f         4.7tk(p,  =  ^JH,,s  +  JH2,s-jU,    +ifl3,4, 

Hieraus  ergibt  sich  nach  §186  (15): 

(2)  j 

W,,,  =  ^  (2  Hs,,  -  U,  -  U,) 


')  Monatsbericht    der    Berliner    Akademie    vom    Juli    1880    und    vom 
16.  April  1883. 
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für  die  Widerstände  des  Körpers,  wenn  nur  die  beiden  Elek- 
troden 1,2  oder  3,4  in  Tätigkeit  sind. 

Nun  fließt  aber  auch  im  Galvanometerdraht  ein  Strom  von 
der  Intensität  j^  und  zwar  von  e^  nach  eg  gerichtet,  und  wenn 
daher  w  der  Widerstand  des  Galvanometers  ist,  so  haben  wir 
nach  §  176  • 

(3)  jw  =  q)^  —  (ps, 

oder  mit  Hilfe  der  beiden  letzten  Gleichungen  (1) 

4.7t  kjw  =  J{H,,s  -  Hi,4  +  i/2,4  -  H,,s)  +  j{Us  +  ü,-2Hs^,), 

also  mittels  der  zweiten  Gleichung  (2) 

Wenn  wir  nun  annehmen,  was  in  praktischen  Anwendungen 
immer  zutrifft,  daß  der  Widerstand  W^i,  gegen  den  Widerstand  w 
vernachlässigt  werden  darf,  so  ist  hieraus 

(^)  •^"  ^^  =  4^  (^»-^  -  ^''*  +  ^''.*  -  -^m). 

Bezeichnen  wir  mit  P  das  elektrische  Potential  in  einem  be- 
liebigen Punkt  p,  das  sich  ergeben  würde,  wenn  nur  die  beiden 
Elektroden  ^i,  62  in  Tätigkeit  wären,  und  zwar  punktförmig  und 
mit  der  Intensität  J  ==  4jr  A,  so  ist  nach  §186  (12) 

und  wenn  also  P3,  P4  die  Werte  der  Funktion  P  in  den  Elek- 
troden f3,  64  bezeichnen,  so  können  wir  die  Formel  (5)  auch  so 
schreiben : 

(6)  •^■«'  =  4^  (-P»  -  ^*)- 

Um  nun  hieraus  l  zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  daß  zwei 
solche  Körper  Ay  A\  wie  wir  hier  einen  betrachtet  haben,  hinter- 
einander in  denselben  Stromkreis  mit  der  Intensität  J  ein- 
geschaltet seien. 

Die  Elektroden  ^3,  e^  einerseits,  e;l,  e's  andererseits,  verbinden 
wir  mit  den  beiden  Windungen  eines  Differentialgalvanometers, 
welches  so  eingerichtet  ist,  daß  kein  Ausschlag  der  Magnetnadel 
erfolgt,  wenn  beide  Windungen  in  umgekehrter  Richtung  von 
demselben  Strome  durchflössen  sind.  Dann  wird  bei  der  oben 
beschriebenen  Anordnung  die  Magnetnadel  dann  in  Ruhe  bleiben, 
wenn  j  =j'  ist.  Dies  erreichen  wir  durch  Vergrößerung  oder 
Verkleinerung   des  Widerstandes  w'   der   zweiten  Galvanometer- 
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Windung  durch  passende  Ein-  oder  Ausschaltungen,  und  dann 
sind  ti;,  w'  als  durch  die  Beobachtung  gegeben  anzusehen.  Wir 
haben  dann  außer  (6)  die  Gleichung 

J 


(7) 

und  daraus 

(8) 


Hierin  sind  nun  die  Größen  P,  P'  aus  der  Theorie  zu  be- 
stimmen, was  voraussetzt,  daß  die  leitenden  Körper  A^  A!  eine 
wohl  definierte  einfache  Gestalt  haben.  Besonders  einfach  ge- 
staltet sich  aber  die  Theorie  dann,  wenn  die  beiden  Körper  -4,  A* 
geometrisch  kongruent  sind  und  auch  die  Elektroden  an  kon- 
gruent Hegenden  Stellen  angebracht  sind.  Dann  sind  nämlich 
die  P  und  P'  identisch  und  wir  erhalten  einfach 


(9) 


w 


§  188.  . 

Strömung  in  einer  Kugel. 

Einfach  ist  die  Bestimmung  der  Funktion  H  für  eine  Kugel. 
Wir  bezeichnen  mit  c  den  Radius  der  Kugel,  mit  q^^  q  die  Ab- 
stände der  Punkte  p  und  q  vom  Mittelpunkte,  und  mit  ^  den 

Winkel  zwischen  Qq  und  g. 

Indem  wir  nun  die  Funk- 
tion Z7[§186  (7)]  nach  steigen- 
den Potenzen  von  q  entwickelt 
annehmen,  setzen  wir 


Fig.  72. 


(1)  Ä=:-i+;|;j„(."P., 

«=0 


worin  P„  oder  P«  (cos  ^)  die  ein- 
fache Kugelfunktion  nter  Ordnung 
(§  118)  und  An  eine  Konstante 
bedeutet;  und  wenn  wir  noch 

r  =  Vps  —  2qQo  cosa^  +  qS 

setzen  und  1/r  nach  fallenden  Potenzen  von  g  entwickeln,  ergibt 
sich  für  9>po: 
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n  =  0  ^  n  =  0 

Hieraus  folgt  nun  für  p  =  c 

und  da  diese  Größe  nach  §  186  (6)  konstant  sein  soll,  so  muß 
für  jedes  positive  n 

Ä    —       n-^l     Ql^ 

sein,  während  Aq  unbestimmt  bleibt  und  gleich  0  gesetzt  werden 
kann.     Demnach  wird 


.n  r%n 


(2)  H  = -\ -±1±1  ^^^P^. 


r       -^^      n       c 


Diese    unendliche    Reihe    läßt    sich    aber    durch    einen    ge- 
schlossenen Ausdruck  darstellen.     Es  ist  nämlich  [§118  (2)] 

(3)  ^  g'^gg  p   =  g  _  i 

und  wenn  man  mit  (Iq/q  multipliziert  und  integriert 

(4)  V--^-^P  — f  g^P  1  [dg 
^  w  ^2»  + 1    **       J  p  yc*  — 2cap9o cos -^  +  92^?        c  J    P  ' 

Setzen  wir 

(5)  9'=-,        ^  =  -^4, 


SO  ist   Q*  die  Entfernung   des   Poles  q'  von  q  vom  Mittelpunkte 
(Fig.  72),  und  es  ergibt  sich: 

(6)  f  '^f  =  _  f  ^g' 

=  —  -  log  (e'  —  Po  cos  «•  +  Vp's  —  2  Po  e'  cos  «•  +  qI), 

und  daraus  nach  (4)  und  (5),  wenn   man  die  additive  Konstante 
aus  Q  =  0  bestimmt, 


n  c^ 
—  -  log  (c2  —  9 Po  cos a*  +  Vc*  —  2c^QQo  cos^"  +  osp?) 

+  ilog2c». 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  gj 
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Demnach  ergibt  sich  schließlich  durch  Addition  von  (3)  und  (7) 
nach  (2): 

(8)Ä=i_  ' 


+  -  log  (c2  —  QQo  cos^  +  Vc*  —  2c2  9()ocos^  +  q^qI) 

log2c2. 

Um  hieraus  nach  der  Formel  §  86  (15)  den  Widerstand 
der  Kugel  zu  berechnen,  muß  man  diesen  Ausdruck  auf  zwei 
Punkte  der  Kugeloberfläche  anwenden;  man  setzt  alfio  q  =  Qq  =  c 
und  erhält 

Dieser  Ausdruck  gibt  uns  unmittelbar  den  Wert  He^^  «j?  wenn 
man  unter  '9'  den  auf  der  Kugelfläche  gemessenen  Winkel  zwischen 
den  Mittelpunkten  der  beiden  Elektroden  versteht. 

Um  aber  üi  zu  finden,  hat  man  d"  vom  Mittelpunkte  der 
ersten  Elektrode  innerhalb  dieser  zu  messen,  und  da  hierbei  d" 
fortwährend  sehr  klein  bleibt,  kann  man  r  =  2  c  sin('9'/2)  setzen 
und  kann  das  Quadrat  von  r  gegen  r  selbst  vernachlässigen. 
Man  erhält  dann  aus  (9) 

TT        ^        2    ,    1  ,       r 

if  1   = log  77-  • 

c         r    '    c     °  2c 
Hiernach  hat  man  den  Ausdruck 

77  —      ^      f    H^do     _  J_  pH^rdr 

zu  bilden  und  findet  durch  Ausführung  dieser  Integration  i) 
^)  Setzt  man  r  =  r,  sin  gr,  so  ergibt  sich  zunächst : 

^1  =  -  (l  +  log  ^')  —  ^  4-  -  j  log  (2  sin  5p)  d(coB  gp), 

log  (-  sin  9)=  2  log  (coB*  I)  +  2  ^^^  (^^^'  2 ) 

d (008  (p)  =  2d  (qo8* ^)  =  —  2d  fsin«  ^) 
folgt:  \  2/  \         2/ 

j  log  ( —  aiiKpjd  cos  ^  =  cos  ^  +  cos*  ^  log  (cos*  ~j  —  sin*^  log  (sin*  ^V 
was  zwischen  den  Grenzen  <p  =  0,  q)  =  —  genommen,  den  Wert  —  1  ergibt. 


und  aus 
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(10)  c/^  =  _i^4.ilog!i, 

und  ebenso     '• 

(11)  fr,  =  -^^  +  ilog5, 

und  folglich  erhält  man  den  Widerstand 

(12)  W=-±^{^^^-^-log'-l?  +  ^ 
^    ^  ^nk  In    ^2        c     ^   c^    ^    c 

c  sin  — 
worin  also  ^  den  Winkelabstand  der  beiden  Elektroden  bedeutet. 

§  189. 
Strömung  in  einer  planparallelen  Platte. 

Es  soll  jetzt  die  stationäre  Strömung  der  Elektrizität  in 
einer  planparallelen  Platte  untersucht  werden,  die  wir  zunächst 
als  seitlich  unbegrenzt  annehmen.  Es  sei  also  ein  Leiter  begrenzt 
von  zwei  unendlichen  parallelen  Ebenen  und  es  trete  ein  elek- 
trischer Strom  von  der  Intensität  j  ein  und  aus  durch  zwei  ein- 
ander gerade  gegenüberstehende,  gleiche,  kreisförmige  Elektroden, 
über  die  wir  die  Voraussetzungen  wie  in  §  178  machen. 

Wir  wählen  die  Mittelebene  der  beiden  Grenzebenen  zur 
a?2/- Ebene  und  bezeichnen  die  Dicke  der  Platte  mit  2ä,  den 
Radius  der  Elektroden  mit  ri.  Führen  wir  Zylinderkoordinaten 
z^  r,  -ö"  ein,  so  ist,  wie  aus  der  Symmetrie  folgt,  das  elektrische 
Potential  q)  von  dem  Winkel  %^  unabhängig.  Nehmen  wir  die 
positive  jsf- Achse  der  Richtung  des  positiven  Stromes  entgegen- 
gesetzt, so  ergeben  sich,  wenn  k  die  Leitfähigkeit  der  Substanz 
bedeutet,  zur  Bestimmung  von  9  die  Bedingungen: 

(2)  If  =  0,  B  =  ±h    r>n, 

(3)  |^  = ■^'  z  =  ±h    r<r,', 

für  unendlich  große  Werte  von  r  muß  fp  einen  konstanten  Wert 
erhalten. 

31* 
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Aus  der  Symmetrie  der  Anordnung  folgt,  daß  der  Strom  die 
Mittelebene  senkrecht  durchsetzt,  daß  also  die  Ebene  e  ^=  0  eine 
Niyeaufläche  sein  muß,  und  da  q)  bis  jetzt  nur  bis  auf  eine 
additive  Konstante  bestimmt  ist,   so  können  wir  annehmen,  daß 

(4)  9  =r  0       für  jgr  =  0 

sein  soll.  Dann  folgt,  wie  gleichfalls  aus  der  Symmetrie  zu 
schließen  ist, 

(5)  ip{—jg)z=  —  q>  (r), 

d.  h.,  <p  ist  eine  ungerade  Funktion  von  z» 

Es  genügt  daher,  wenn  wir  die  Funktion  9?  für  positive 
Werte  von  z  gefunden  haben. 

Zur  Integration  wenden  wir  die  Methode  der  partiku- 
laren Lösungen  an,  die  darin  besteht,  daß  man  partikulare 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (1)  zu  bestimmen  sucht  und 
dann  von  dem  Satze  Gebrauch  macht,  daß  man  bei  linearen 
Differentialgleichungen  allgemeinere  Lösungen  erhält,  wenn  man 
die  partikularen  mit  willkürlichen  Eonstanten  multipliziert  und 
die  Summe  bildet. 

Wir  suchen  nun  der  Differentialgleichung  (1)  dadurch  zu 
genügen,  daß  wir  für  9  das  Produkt  BZ  einer  Funktion  R  von 
r  allein  und  einer  Funktion  Z  von  z  allein  setzen.  Dies  gibt  die 
Bedingung: 

^^  Ii\dr^  +  r   dr)~  Z  dz^' 

und  diese  Gleichung,  deren  eine  Seite  nicht  von  z^  deren  andere 
nicht  von  r  abhängt,  kann  nur  bestehen,  wenn  beide  Seiten 
gleich  einer  und  derselben  Konstanten  «^  sind,  also: 

^  ^  dr^    ^    r  dr    ^  ' 

(8)  ^--^  =  «- 

Die  Lösung  wird  allgemein  genug,  wenn  wir  «^  als  positiv 
(a  reell  und  positiv)  voraussetzen.  Wollten  wir  eine  andere  An- 
nahme machen,  so  würde  sich  die  Lösung  in  einer  anderen  Form 
ergeben,  die  sich  aber  den  Grenzbedingungen  weniger  leicht  an- 
passen  läßt.     Die  Gleichung  (8)   wird  dann   durch  die  Funktion 

Z  =  e^*  —  e-«' 
befriedigt,  und  zwar  so,   daß  zugleich  die  Bedingungen  (4)  und 
(5)  durch  das  partikulare  Integral  selbst  erfüllt  sind. 
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Die  Differentialgleichung  (7)  geht,  wenn  wir  x  =  ar  setzen, 
in  die  Differentialgleichung  der  Be sseischen  Funktion  J^{x) 
oder  f7(a?)  über  [§  72  (13)],  und  wir  können  also 

B  =  J{ar) 

setzen.  Das  zweite  partikulare  Integral  der  Differentialgleichung  (7) 
kommt  hier  nicht  in  Betracht,  weil  es  für  r  =  0  nicht  endlich 
bleibt.  Demnach  genügen  wir  der  Differentialgleichung  (l),  wenn 
wir  für  9  einen  Ausdruck  von  der  Form  setzen 

(9)  9  =  ^  AJiar)  (6«'  — 6-«')i 

worin  sich  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  auf  verschiedene 
Werte  von  a  bezieht  und  A  eine  Reihe  willkürlicher  Konstanten 
durchläuft. 

Nun  liegt  aber  hier  kein  Grund  vor,  irgend  einen  positiven 
Wert  von  a  auszuschließen.  Wir  köünen  also  in  der  Summe  (9) 
unendlich  viele,  in  unendlich  kleinen  Intervallen  aufeinander 
folgende  Werte  von  a  benutzen.  Die  Konstante  A  hat  dann  für 
jedes  a  einen  willkürlichen  Wert,  und  sie  kann  also  als  eine 
willkürliche  Funktion  von  a  angesehen  werden,  die  wir  mit  F(oc)dn 
bezeichnen,  worin  da  den  unendlich  kleinen  Zuwachs  von  einem 
Werte  a  zum  nächsten  bedeutet.  Hierdurch  erhalten  wir  für  <p 
einen  Ausdruck  durch  ein  bestimmtes  Integral,  dem  wir  die 
Grenzen  0  und  00  geben  können,  nämlich 

OD 

(10)  <p  =  {F{u)J(ar)  (e«'  —  e-«')da. 

0 

Die  Funktion  F{a)  ist  hierin  noch  so  zu  bestimmen,  daß  die 
Bedingungen  (2),  (3)  erfüllt  werden. 

Um  dies  zu  erreichen,  bemerken  wir,  daß  sich  die  beiden 
Bedingungen  (2)  und  (3)  mit  Hilfe  der  für  Bes  sei  sehe  Funk- 
tionen bestehenden  Integralformeln  in  eine  zusammenfassen  lassen. 
Es  ist  nämlich  nach  §  81  (6)  und  (7) 


00 

1 


sm{ari)J(ar)  da  =  0,  r^Ti, 


,  r<ri, 


und  hiernach  können  die  beiden  Bedingungen  (2)  und  (3)  durch 
die  eine  ersetzt  werden: 
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0 

Aus  (10)  aber  ergibt  sich  für  z  =  h: 

OD 

(12)  ll  =  f  F(a)  J'(«r)«(e-»  +  «-«»)«?«, 

0 

nnd  durch  den  Vergleich  von  (11)  mit  (12)  findet  man 
nnd  folglich  ^^-2«Ar.  «(6-»  +  «-«*) 


ah\'» 


(13)  w  =  ^     ,      I  -T-n i  J(ar) da. 

0 

Dies  Integral  konvergiert  unbedingt  für  alle  Werte  von  z 
zwischen  — h  und  -\-h  und  verschwindet  für  r  ==  oo.  Es  genügt 
also  allen  Bedingungen  unserer  Aufgabe. 

Unser  Ausgangspunkt  in  den  Betrachtungen  §  178,  die  auch 
hier  zugrunde  liegen,  war  der,  daß  9  innerhalb  der  Elektroden- 
flächen einen  konstanten  Wert  haben  sollte.  Dieser  Forderung 
entspricht  unser  Ausdruck  (13)  aber  nicht  genau,  sondern  nur  so 
weit,  als  r^  im  Vergleich  mit  h  als  unendlich  klein  angesehen 
werden  kann.  Es  zeigt  sich  aber  hier,  daß  der  Ausdruck  (13) 
innerhalb  einer  Elektrodenfläche,  also  für  z  =  h  und  r  <  ri, 
schon  mit  Vernachlässigung  von  Größen  der  Ordnung  {r^/hy 
konstant  wird,  und  man  kann  daher  mittels  (13)  auch  die  Ab- 
hängigkeit des  Widerstandes  von  r^  und  h  mit  einer  gewissen 
Annäherung  finden. 

Aus  (13)  erhalten  wir  nämlich,  wenn  wir  an  die  Elektrode 
z  =  -\-  h^  ^<^i  gehen, 

/tix  j       f^*  —  ^""^   T/     X  sin ar,    , 

<^*)  "^^  =  2-Ä7;  J  e«*  +  e-"  '^^"'^  -^  '^«' 

oder,  wenn  wir 


6"Ä  ^«'»   2<?-2aÄ 


setzen : 


OD 

du 


(^^)  ^'•  =  2^j'^("''^'^''«''^ir 


0 


e-^""^  J {ar)9mar^  da 
a(l  -j-  e-2«h) 


§  190.      Riemanns  Theorie  der  Nobilischen  Farbenringe.  487 

Es  ist  aber  nach  §  82  (3)  für  r<ri 

(16)  1  J{ccr)  sin  ar^  -^  =  |      , 

0 

und  ferner 

00 

,-  _v  f  e~^ "*  J (ar)  sin ar,  da 


0 

00 


=  I  ^; — ; 5-;:  «^  (  «  r  i  si 


r-^\  da 
sm  i  a  ^  )  — 
h  J    a 


0 

und  nun  können  wir  mit  Vernachlässigung  von  Größen  der  Ord- 
nung (ri/A)3  setzen 

'^  (4)  ^^K"  t)  =  "^  ¥  • 

Danach  wird  das  Integral  (17)  gleich 

0 

Aus  (15),  (16)  und  (18)  ergibt  sich: 

^    _  _J_ ilog2 

Der  Widerstand  Tf^  der  Plätte  ist  aber  nach  §  178  aus 

jW  =  q>H  —  (p-h  =  ^q>h 
bestimmt,  und  folglich  ist 
(19)  T^=      1     _l2i2 

§  190. 
Riemanns  Theorie  der  Nobilischen  Farbenringe. 

Der  Ausdruck  (13)  §  189  für  das  Potential  q>  gestattet  leicht 
den  Übergang  zu  punktförmigen  Elektroden.  Man  braucht  darin 
nur  ri  =  0  und  sin  ar^jar^  =  1  zu  setzen.    So  ergibt  sich: 

0 

Für  eine  dünne  Platte,  d.  h.  für  Werte  von  r,  die  im  Ver- 
gleich zu  h  groß  sind,  ist  dieser  Ausdruck  schlecht  brauchbar. 
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Denn  das  Integral  ist  für  js  =  h  nur  bedingt  konvergent,  und 
das  Integral,  das  den  Differentialquotienten  dq>ldz  darstellt,  ist 
für  z  =  h  divergent.  Es  läßt  sieb  daher  auch  dem  Ausdruck  (1) 
nicht  unmittelbar  ansehen,  daß  er  der  Bedingung  §  189  (2)  ge- 
nügt. Einen  Ausdruck,  der  in  dieser  Hinsicht  weit  vorzuziehen 
ist,  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Funktion  q)  in  eine  Sinusreihe 
entwickeln,    in   der  jedes  einzelne   Glied  jener  Grenzbedingung 

genügt,  also  in  eine  ßeihe,  deren  Glieder  den  Faktor  sin  ^r-r  ^ 

enthalten,  worin  n  die  Reihe  der  ungeraden  ganzen  Zahlen 
durchläuft. 

Wir  entwickeln  also  eine  ungerade  Funktion  f{z\  die  in  dem 
Intervall  von  —  A  bis  -(-  ^  ^i*  ^^^  Funktion 
(2)  er    —  e- 

^   ^  ßuk      I      ß — ah 

Übereinstimmt,  und  darüber  hinaus  nach  dem  Gesetze: 

(3)  a,)  =  f{2h- ,) 

fortgesetzt  wird,  nach  §  35  in  eine  Sinusreihe 


2Ä 

und  in  dieser  Reihe  kommen  nach  (3)  nur  die  ungeraden  n  vor. 
Man  findet  nach  §  35  für  An 

h 
0 

und  nach  Ausführung  dieser  Integration 
(5)  A„  =  i-  iP ' 


2       Z. 


a 


h    ^    ,    n^Tt^ 
Macht  man  hiervon  in  (1)  Gebrauch,  so  folgt 


n  — 1 


(6)  <P  =  -4TS(-l)~si°^- 


71  kh  ^^^        ^  2h 


J 

0 


cc  «7(ar)da 


Setzt  man  hierin  nach  §  76  (9) 

r^...^_2f8in(«r|)d| 
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so  erhält  man  durch  Umkehrung  der  IntegrationBf olge : 


aJ(ar)doc 


a^  + 


J 

0 


2 

7t 


00 


d^ 


VS^-1 


J 
1 


oism(ar^)du 


J 

0 


aa  4- 


TW 


und  wenn  man  die  Integration  in  bezug    auf  a  nach  §  20  (3) 
ausführt,  so  ergibt  sich: 


(7) 


^ 


71  kh 


2h 


d| 


1 


Vi'-i 


Dieser  Ausdruck  wird  unendlich  für  r  ==  0,  ist  aber  sehr 
gut  konvergent  für  große  Werte  von  r. 
Der  Koeffizient 


00 


g-U 


ly^T  '^ « =  I  [^(»^)  +  »V(a)]   [§  76  (9)]  . 

1 

ist  eine  Besse Ische  Funktion  und  kann  für  hinlänglich  große 
Werte  von  k  durch  eine  halbkonvergente  Reihe  dargestellt  werden. 
Beschränkt  man  sich  in  dieser  halbkonvergenten  Keihe  auf  das 
erste  Glied,  was  für  große  Werte  von  rjh  gestattet  ist  [§79  (16)], 
so  folgt 


(p  = 


7t  Xh 


oder  endlich,  wenn  man. sich  auch  in  dieser  Reihe  auf  das  erste 
Glied  beschränkt, 


-  —         7r. 
e    2/»  3in 


^. 


ein   Ausdruck,    der    für  hinlänglich   große   Werte  von   r/h   ge- 
nügende Genauigkeit  gibt. 

Diese  Formeln  geben  für  z  =  0  den  Wert  g?  =  0,  und  es 
ist  in  ihnen  also  auch,  wenn  man  sich  auf  positive  Werte  von 
0  beschränkt,  die  Lösung  eines  anderen  physikalischen  Problems 
enthalten,  nämlich  das  der  Strömung  in  einem  Elektrolyten,  der 
in  einer  Schicht  von  der  Dicke  h  eine  Metallplatte  überdeckt, 
wenn  der  Strom  durch  eine  Elektrode  an  der  Oberfläche  des 
Elektrolyten  eintritt.  Es  muß  in  diesem  Falle  das  Potential  in 
dem  guten  Leiter  konstant  sein   und  kann  gleich  Null  gesetzt 
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werden.  Der  Differentialquotient  kdq)ldz  gibt  für  z  ^=  0  die 
Dichte,  mit  der  der  Strom  in  die  Metallplatte  eintritt,  die  eine 
Funktion  von  r  ist.  Die  Formel  (9)  ergibt  dafür  den  genäherten 
Ausdruck 

(10)  A|^  =  -i=r^. 

Hierauf  hat  Riemann  eine  Theorie  der  Erscheinung  der 
Nobilischen  Farbenringe  gegründet i).  Bei  geeigneter  Anord- 
nung nämlich  scheidet  sich  auf  der  Metallplatte  ein  Ion  ab,  und 
zwar  in  einer  Menge,  die  der  Stromdichte  proportional  ist.  Wenn 
nun  die  abgelagerte  Schicht  die  Farben  dünner  Plättchen  zeigt, 
so  läßt  sich  aus  der  Farbe  die  Dicke  dieser  Schicht  sehr  genau  be- 
stimmen, und  man  würde  damit  eine  Prüfung  für  die  Formel  (10) 
erhalten. 

Es  ist  jedoch  in  dieser  Theorie  von  Riemann  ein  Umstand 
nicht  berücksichtigt,  der  auf  die  Erscheinung  von  wesentlichem 
Einfluß  ist,  nämlich  die  Polarisation.  Es  entsteht  nämlich  eben 
durch  die  Ablagerung  des  Ions  an  der  Grenze  der  Metallplatte 
eine  elektromotorische  Kraft,  die  eine  der  ursprünglichen  ent- 
gegengesetzte elektrische  Strömung  erzeugt,  und  die  bis  zur 
völligen  Aufhebung  des  ursprünglichen  Stromes  ansteigen  kann. 

Hieraus  erklärt  sich  die  Abweichung  von  dem  Riemann  sehen 
Gesetze,  die  sich  bei  einer  Reihe  schöner  Versuche  von  Gueb- 
hard  ergeben  hat,  und  wir  wollen  daher  im  folgenden  noch  etwas 
auf  die  Theorie  der  elektrischen  Polarisation  eingehen  2). 

§191. 
Polarisation  der  Elektroden. 

Wenn  durch  einen  elektrolytischen  Prozeß  eine  chemische  Zer- 
setzung vor  sich  geht,  so  entsteht  durch  die  Ablagerung  auf  einer 
der  Elektroden  eine  elektromotorische  Kraft,  die  dem  ursprüng- 

*)  Zur  Theorie  der  Nobilischen  Farbenringe.    Biemanns  Werke,  S.  55. 

*)  Gu^bhard  hat  bei  seinen  Beobachtungen  die  Kurven  gleicher  Farbe 
nahe  über  ein  stimmend  gefunden  mit  den  Kurven  gleichen  Potentials,  wenn 
man  die  Strömung  in  der  Platte  nach  den  Annahmen  des  zweiundzwanzigsten 
Abschnittes  behandelt.  Die  Arbeiten  von  Gu^bhard  sind  veröffentlicht  in 
den  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie,  im  Journal  de  physique  und  in 
der  Zeitschrift  l']&lectricien  in  den  Jahren  1880  bis  1883.  Diese  Arbeiten 
haben  zu  weiteren  theoretischen  und  experimentellen  Untersuchungen  Anlaß 
gegeben,  von  denen  die  Arbeiten  von  W.Voigt  (Ann.  d.  Phys. ,  Bd.  XVII  und 
XIX)  und  Volterra  (Atti  di  Torino,  Bd.  XVIII)  hier  erwähnt  sein  mögen. 
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liehen  Strome  immer  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  diesen  also 
schwächt  und  daher  auch  auf  die  Stromverteilung  in  dem  Elektro- 
lyten einen  Einfluß  hat.  Diese  entgegenwirkende  elektromotorische 
Kraft  heißt  die  Polarisation  der  Elektrode.  Diese  Polarisation 
entsteht  aber  nicht  mit  einem  Male  in  ihrer  ganzen  Stärke,  son- 
dern steigt  allmählich  in  dem  Maße,  wie  sich  die  elektrolytische 
Substanz  auf  der  Elektrode  absetzt^). 

Die  genauen  Gesetze  dieses  Vorganges  ßind  nicht  bekannt, 
und  um  die  Erscheinung  theoretisch  angreifen  zu  können,  muß 
irgend  eine  plausible  Annahme  über  die  Wirkungsweise  der 
Polarisation  gemacht  werden. 

Der  Herausgeber  dieses  Werkes  hat  die  Annahme  gemacht, 
daß  die  elektromotorische  Kraft  der  Polarisation  mit  der  sie  er- 
zeugenden Stromdichte  porportional  sei,  und  hat  daraus  für  das 
elektrische  Potential  (p  die  Grenzbedingung 

cn       ^ 

hergeleitet,  worin  h  als  konstant  angesehen  wurde  2). 

Diese  Annahme  kann  aber  dem  wirklichen  Vorgange  nur  in 
den  Anfangsstadien  entsprechen,  solange  die  Polarisation  noch 
schwach  ist,  und  die  Beobachtung  der  Nobili sehen  Ringe,  die 
durch  starke  Ströme  erzeugt  werden,  gibt  daher  auch  keine  Be- 
stätigung derselben. 

Eine  andere  Annahme  ist  von  Röitis)  gemacht  und  von 
Volter ra*)  theoretisch  verfolgt  worden.  Diese  Annahme  führt  auf 
eine  auch  mathematisch  interessante  Form  der  Grenzbedingungen, 

Nach  dieser  Annahme  kann  die  Polarisation  in  einem  ge- 
gebenen Falle  immer  nur  bis  zu  einem  gewissen  Maximum  an- 
steigen. Wenn  dies  Maximum  erreicht  ist,  bringt  eine  weitere 
Ablagerung  des  Ions  keine  Veränderung  mehr  hervor.  Es  wird 
sich  dann,   wenn  die  Stärke  des  eintretenden  Stromes  konstant 


^)  Bei  den  Versuchen  von  Beetz,  auf  die  sich  Ei e mann  bezieht,  wird 
eine  Lösung  von  Bleioxyd  in  konzentrierter  Kalilauge  durch  einen  Strom 
zersetzt,  der  durch  eine  punktförmige  Elektrode  eintritt,  und  an  einer  Platte 
aus  Platin,  vergoldetem  Silber  oder  Neusilber  austritt.  Auf  der  Platte  lagert 
sich  Bleisuperoxyd  an  der  Anode  ab ,  während  ^n  der  Kathode  Wasserstoff 
frei  wird.    Die  Versuche  sind  in  mannigfacher  Weise  abgeändert  worden. 

•)  H.  Weber,  Über  die  B  esse  Ischen  Funktionen  und  ihre  Anwendung 
auf  die  Theorie  der  elektrischen  Ströme.     Grelles  Journal,  Bd.  75  (1872). 

®)  Nuovo  Gimento,  vol.  X. 

*)  Atti  della  R.  Accademia  di  Torino,  vol.  XVIII.  (1882—1883). 
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erhalten  wird,  mit  der  Zeit  ein  stationärer  Zustand  einstellen, 
wo  dann  anf  einem  Teile  der  leitenden  Oberfläche  dieses  Maxi- 
mum erreicht  ist.  In  dem  anderen  Teile  dieser  Fläche,  wo  das 
Maximum  noch  nicht  erreicht  ist,  darf  beim  stationären  Zustande 
kein  Strom  eintreten,  da  sonst  eben  die  Polarisation  noch  steigen 
würde.  Der  ganze  Strom  tritt  also  durch  die  Stellen  der  Fläche 
ein,  wo  das  Maximum  erreicht  ist  Diese  Bedingungen  wollen 
wir  nun  in  einem  einfachen  Falle  mathematisch  formulieren. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  auf  einer  unendlichen  Metall- 
platte, deren  obere  Grenzfläche  wir  zur  xy- Ebene  wählen,  eine 
elektrolytische  Flüssigkeit  von  unendlicher  Höhe  ausgebreitet. 
Durch  einen  Punkt  e  dieser  Flüssigkeit  trete  ein  Strom  von  ge- 
gebener Stärke  J  ein.  Die  Elektrode  liege  in  der  ^- Achse  und 
habe  die  Höhe  c  über  der  Grenzfläche.  Es  wird  sich  dann  in 
der  Grenzfläche  ein  Kreis  bilden,  dessen  Radius  mit  a  bezeichnet 
sein  mag,  in  dessen  Innern  die  Polarisation  ihr  Maximum  er- 
reicht hat.  Da  wir  das  elektrische  Potential  in  dem  Metall  als 
konstant  ansehen  können,  so  wird  das  Potential  in  der  Flüssig- 
keit ebenfalls  im  Unendlichen  konstant,  und  da  es  auf  eine 
additive  Konstante  nicht  ankommt,  so  können  wir  es  im  Unend- 
lichen gleich  Null  annehmen.  Der  Wert  des  Potentials  an  jeder 
Stelle  der  Metallfläche  drückt  dann  die  elektromotorische  Kraft 
der  Polarisation  aus,  und  diese  wirkt  dem  ursprünglichen  Strome 
entgegen  und  hat  also  bei  positivem  j  einen  negativen  W^^rt. 
Das  Maximum  der  Polarisation  sei  daher  gleich  —  E.  Da,  wo 
das  Maximum  der  Polarisation  noch  nicht  erreicht  ist,  darf,  wenn 
der  stationäre  Zustand  erreicht  ist,  kein  Strom  mehr  in  das 
Metall  eintreten,  da  sonst  die  Polarisation  noch  wachsen  würde; 
an  diesen  Stellen  muß  also  dq)/da  =  0  sein.  In  diesen  Teilen 
der  Grenze  wird  die  Polarisation,  d.  h.  also  der  Wert  des  Poten- 
tials q)  selbst,  mit  der  Dicke  der  abgelagerten  Schicht  propro- 
tional  angenommen,  und  der  Wert  von  (p  bestimmt  demnach  die 
Newtonsche  Farbe. 

Wenn  keine  Polarisation  vorhanden  wäre,  so  wären  die  Be- 
dingungen, denen  die  Funktion  9,  die  wir  in  diesem  Falle  mit  (p^ 
bezeichnen  wollen,  zu  genügen  hat,  die  folgenden: 

J(p^  =  0,         jsi  >  0 

9i  =r  0  für  ^  =  0  und  im  Unendlichen, 

qp,  =  --^. 1-  funct.  cont.  im  Punkte  e. 
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wenn  k  die  Leitfähigkeit  der  Flüssigkeit  und 

Q  =1  ^(^  —  c)2  4-  r2 

den  Abstand  eines  veränderlichen  Punktes  p  von  der  Elektrode  e 
bedeutet.     Diesen  Bedingungen  genügt  die  Funktion 


^^  -^  4.7tX\Q   ""?)' 


wenn 


q'  =  y(^  +  c)a  4-  r2 

den  Abstand  des  Punktes  p  von  dem  Spiegelbild  e'  der  Elek- 
trode e  bedeutet.  Aus  diesem  Ausdruck  für  ^i  ergibt  sich  für 
die  Dichte,  mit  der  der  Strom  in  das  Metall  eintritt: 

d0         2n  1/^2  -f-  r2® 

Um  nun  das  wahre  Potential  q>  zu  erhalten,  hat  man  zu  q)^ 
noch  einen  von  der  Polarisation  herrührenden  Teil  (p^  hinzu- 
zufügen. Wenn  wir  annehmen,  daß  bei  unendlich  schwachen 
Strömen  die  Polarisation  mit  der  Stromdichte  proportional  sei, 
so  folgt  aus  dem  Ausdruck  für  d(pi/d0  daß  ^g  ^^  Unend- 
lichen wie  die  dritte  Potenz  von  l/r  verschwinden  muß, 
und  daraus  ergibt  sich,  daß  Qcp  für  ein  unendlich  wachsendes  q 
nicht  bloß  endlich  bleiben,  sondern  verschwinden  muß. 

Demnach  ergeben  sich  aus  unseren  Voraussetzungen  unter 
Berücksichtigung  der  Polarisation  für  das  Potential  <p  im  statio- 
nären Zustande  die  folgenden  Bedingungen: 

(1)  ^g?  =  0    für   ^  >  0, 

(2)  flp  =  ---^. 1-  funct.  cont^  im  Punkte  6, 

(3)  9  =  —  E   für    ^  =  0,    r  <  a, 

(4)  1^  =  0  für    ;^  =  0,    r  >  a, 

(5)  Q(p  =  0  im  Unendlichen. 

Wir  können  die  Aufgabe  aber  auch  durch  eine  etwas  andere 
ersetzen,  bei  der  wir  uns  die  Flüssigkeit  den  ganzen  unendlichen 
Raum,  auch  für  negative  js:^  ausfüllend  denken.  Wir  fügen  dann 
im  Punkte  e'  eine  Elektrode  von  derselben  Stromstärke  J  hinzu 
und  bestimmen  die  Funktion  (p  so,  daß  sie  im  ganzen  Räume 
der  Bedingung  ^<p  =  0  genügt,  daß  sie  im  Innern  der  Kreis- 
fläche aß  den  konstanten  Wert  —  E  erhält  und  in  dem  Punkte  e 
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und  e'  der  Bedingung  (2)  genügt.  Diese  Funktion  g?  genügt  : 
Bedingung  (4)  von  selbst  und  stimmt  für  positive  z  mit  ^ 
durch  die  ursprüngliche  Aufgabe  geforderten    Funktion    über-: 


Fig.  73. 


;i  e 


a 


a 


ß 


Das  so  gefaßte  Problem  kÜLi 
wir  aber  auch  als  ein  elektrost^' 
seh  es  deuten.  Es  handelt  sich  <L 
um  das  Gleichgewicht  der  Elektri^:' 
auf  einer  Kreisscheibe  a/S  unter  i- 
Einflüsse    zweier    gegebenen,    in 


);e' 


—  Punkten  e,  e'  konzentrierten  gleui-^ 
Elektrizitätsmengen  j/4:7tX^  und  i 
Bedingung  (5)  besagt  dann,  daß  i 
gesamte,  in  den  Punkten  e,  e'  und  a. 
der  Kreisscheibe  angehäufte  Elektr. 
zitätsmenge  gleich  Null  sein  s--- 
[§  135  (8)].  Dieses  elektrostatische  Problem  ist  aber  durch  dit- 
Bedingungen  vollständig  bestimmt,  und  der  konstante  Potenm.- 
wert  —  jB  in  der  Kreisscheibe  ist  gleichfalls  durch  die  übrig-: 
Bedingungen  bestimmt. 

In  unserem  Falle  aber  ist  E  gegeben,  und  daraus  foL* 
eine  Relation,  aus  der  man  den  unbekannten  Radius  ; 
zu  bestimmen  hat^). 

')  In    der   Abhandlung    aBin    Beitrag   zur    Theorie    der  Nobiliscbtfi 

Farbenringe"  in  derZeitschr.  f.  Math.  u.  Physik,  Bd.  49  (1903)  gibt  Bicha:: 

Gans   die    eine   Lösung   des   durch    die   Gleichungen    (1)   bis  (5)    gestelltem 
Problems,  wenn  in  der  Ebene  z  =z  0: 

27iX  1  2 


g)  ~ 


Vr«  +  c*        n  Vr*  +  c* 


arc  ctg 


i^f^) 


und 


1  lA*— a«    ,      2 

arcctff  1/ ;; arc  ctg 

a  ^  f      a*        ^    an  ^ 

2nXa\2  ^  aJ 


f-^ 


arc  ctg  - 


gesetzt  wird. 

Eine  andere  Lösung  teilte  mir  Herr  M.  Hafen  in  Wien  am  I.Mai  1901 
brieflich  mit: 
Man  setze 

2a 


u  =  arc  sin 


Vz*  -f  (r  -h  ay  +   Vz^  +  (r  ~  a)« 


+  J(i-^)"»*[<^-'.'?7]. 
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Der  zylindrische  Fall. 

Das  Problem,  das  in  den  Gleichungen  (1)  bis  (5)  des  vorigen 
Paragraphen  enthalten  ist,  gehört  zu  einer  Klasse  von  Aufgaben, 
die  uns  schon  mehrfach  unübersteigliche  Hindernisse  in  den  Weg 
gelegt  haben.  Diese  Schwierigkeit  besteht  darin,  daß  die  Grenz- 
bedingungen sich  teils  auf  die  Funktion  tp  selbst,  teils  auf  ihren 
Differentialquotienten  beziehen,  und  solche  Probleme  sind  zurzeit 
nur  in  wenigen  Fällen  zu  lösen. 

Um  aber  doch  ein  Beispiel  zu  haben,  das  von  dem  Vorgange 
eine  richtige  Vorstellung  gibt,  greifen  wir  zu  einem  Auskunfts- 
mittel, das  uns  schon  oft  gute  Dienste  geleistet  hat,  wenn  sich 
die  dabei  vorausgesetzten  Verhältnisse  auch  schwer  genau  reali- 
sieren lassen,  wir  meinen  den  zylindrischen  Fall  (§  143). 

An  Stelle  der  Elektroden  e,  e'  nehmen  wir  zwei  auf  der 
Ebene  der  Fig.  74  senkrechte,  unendlich  ausgedehnte,  lineare 
Elektroden.  An  Stelle  des  Kreises  aß  in  der  Fig.  73  tritt  ein 
diesen  Elektroden  paralleler  Streifen  von  der  Breite  2a,  dessen 
Spur  in  der  Ebene  der  Fig.  74  gleichfalls  mit  aß  bezeichnet  ist, 
und  wir  können  als  wirksames  Hilfsmittel  die  konforme  Abbildung 
anwenden. 

Im  Falle  der  elektrischen  Strömung  brauchen  wir  nicht  ein- 
mal die  Elektrodenlinien  und  den  Streifen  unendlich  anzunehmen, 
wenn  wir  uns  die  ganze  Vorrichtung  durch  zwei  auf  der  Rich- 
tung der  Elektroden  senkrechte ,  also  mit  der  Ebene  der  Fig.  74 
parallele,  nichtleitende  Ebenen  begrenzt  denken. 

dann  genügen  u  und  v  den  folgenden  Bedingungen: 

1 .    u  und  V  sind  im  ganzen  Baume  stetig    und   verschwinden  im 

* 

c 
Unendlichen  wie 


2.  —  und  —  stetig,  außer  bei  z  =  0,  r^<.a*y 

3.  Ju  =0,     Jv  =  0, 

TT  1  o  o 

4.  w  =  — ,      V  =  ,  wenn  z  =  0  und  r*  <  a*, 

^  Vr*  -f-  c* 

und  es  ergibt  sich: 

^  =  _  li;«  _  (,  _  I)  J_  _  (,  _  J.)  J_. 

Die    Begründung    dieser   Formeln    wird    in    einer   demnächst    in    den 
Mathematischen  Annalen  erscheinenden  Abhandlung  gegeben. 
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Wenn  wir  die  xy -Ebene  senkrecht  zu  der  Richtung  der 
Elektroden  legen  und  0  =  x  -}-  iy  setzen,  so  muß  jetzt  also  (p 
der  reelle  Teil  einer  Funktion  des  komplexen  Argu- 
mentes 0  sein,  und  es  muß  [§  177  (6)] 


(1) 


0 
9  =  —  ^r^^  log  Q  +  funct.  cont.    in  c, 

=  —  jr-^  log  q'-\-  funct.  cont.    in  e', 

2  TT  A 


ferner  muß  9  an  der  reellen  Achse  zwischen  a  und  ß  den  kon- 
stanten Wert  —  E  haben. 

Im  unendlichen  muß  (p  gleich  Null  sein. 

Wir  bilden  zunächst  die  ganze  unendliche  ;er- Ebene,  die  durch 
beide  Ränder  des  Schnittes  aß  begrenzt  ist,  in  einer  i«?- Ebene 
auf  den  Einheitskreis  ab  (Fig.  75),  so  daß  der  unendlich  ferne 

Fig.  74.  Fig.  7ö. 


Punkt  der  ;8f-Ebene  dem  Nullpunkt  der  w-Ehene  entspricht.  Dazu 
haben  wir  die  Mittel  in  den  §§  146,  147  kennen  gelernt,  wonach 
sich  ergibt  [§  147  (5)]: 


A  W  ^  =  _  1  4-  

dw        dw  w        w  —  l^^iü-f-l' 


und  durch  Integration,  wenn   die  Integrationskonstanten  daraus 
bestimmt  werden,  daß  0  =  a  ist  für  w  =  l  und  0=^0  für  w  =  i: 


oder 
(2). 


w 


20  ,     1 

z=  W  -\ 

a  w 


__  0  —  y^2  _  a- 

a 
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Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  ist  hier  so  zu  bestimmen, 
daß  w  für  ;er  =  00  nicht  unendlich,  sondern  Null  wird-  Dies 
tritt  dann  ein,  wenn  die  Quadratwurzel,  f solange  is  reell,  positiv 
und  größer  als  a  ist,  positiv  genommen  und  dann  in  der  zer- 
schnittenen ;er^  Ebene  stetig  fortgesetzt  wird. 

Die  Bilder  der  Punkte  e  und  e'  liegen  in  der  ti;- Ebene  auf 
der  imaginären  Achse,  und  zwar  in  den  Entfernungen 

(3)  +,  =  ±V^-^ 

vom  Nullpunkte.  In  diesen  beiden  Punkten  wird  (p  unendlich, 
wie  es  die  Formeln  (1)  verlangen.  Überdies  ist  q)  der  reelle  Teil 
einer  Funktion  des  komplexen  Argumentes  w 

9  +  i>  =  %(u?). 

Die  Funktion  (p  ist  an  der  Kreisperipherie  konstant,  gleich 
—  J?,  und  im  Kreismittelpunkte  =  0.  Diese  Funktion  läßt  sich 
bilden,  wenn  man  außerhalb  des  Kreises  die  Pole  6i,^l  der 
Punkte  6,  ef  nimmt.  Ist  dann  ^  ein  variabler  Punkt  und  (ex)  die 
Entfernung  der  Punkte  e  und  x^  so  wird  die  Funktion 

,      {ex)  {e* x) 
^^(e,x){e!,x) 

an  der  Kreisperipherie  konstant,  und  im  Innern  nur  in  den 
Punkten  e,  e'  logarithmisch  unendlich.  Die  Größen  (ex),  (e^x), 
(e'x),  (e'ix)  sind  die  absoluten  Werte  von  w  -\-  iy,  w  —  iy~S 
w  —  iy,  w  -\-  iy"^,  und  daraus  folgt,  wenn  man  die  Koeffi- 
zienten der  Logarithmen  in  (1)  berücksichtigt,  daß  9  der  reelle 
Teil  der  Funktion 

.  = j_,     n^^y-^  +  i 

ist,  die  für  w  =  0  verschwindet,  und  deren  reeller  Teil,  wenn 
der  absolute  Wert  von  t«;  =  1 ,  also  w  mit  w?— ^  konjugiert 
imaginär  wird,  den  Wert 

_  J_  1^^  jw'r-'  +  iy(w-^y-'  +  1) 

4t7tX    ^    (M;2y2  _j_  1)  (w-^yi  -f  1) 

erhält.  Dieser  Wert  erweist  sich  aber  von  w  unabhängig,  näm- 
lich gleich  (j/ytX)\ogy,  und  man  erhält  also,  wenn  man  für  y  den 
Wert  (3)  einsetzt:  

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    6.  Aufl.  32 
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Läßt  man  a  Yon  0  bis  ao  gehen,  so  geht  die  rechte  Seite 
Yon  (4)  stets  abnehmend  Yon  ao  bis  0  nnd  nimmt  also  jeden 
positiven  Wert  E  einmal  an.  Es  ist  also  a  durch  den  Wert 
▼on  E  nnd  die  sonstigen  Daten  des  Problems  eindeutig  bestimmt, 
nnd  es  ist  dabei  zn  bemerken,  daß  a  um  so  kleiner  wird,  je 
größer  unter  sonst  gleichen  Umstanden  die  elektromotorische 
Kraft  E  der  Polarisation  vbL 

§  193. 
Strömung  in  einem  Zylinder. 

Wir  betrachten  jetzt  noch  den  Fall  eines  Kreiszyiinders  und 
nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  daß  der  elektrische  Strom 
durch  zwei  punktförmige  Elektroden  in  den  Mittelpunkten  der 
Grundflächen  aus-  und  eintritt.  Die  in  §  190  gegebenen  Formeln 
von  Riemann,  die  dort  für  eine  unbegrenzte  Platte  abgeleitet 
sind,  lassen  sich  leicht  so  erweitem,  daß  sie  auch  für  eine  durch 
einen  zylinderförmigen  Band  begrenzte  Platte  gelten.  Diese 
Reihen  aber,  die  die  Besselschen  Funktionen  für  ein  imaginäres 
Argument  enthalten,  sind  wegen  der  Art  ihrer  Konvergenz  nur 
für  dünne  Platten  und  in  größerer  Entfernung  von  der  Achse 
anwendbar.  Für  einen  Zylinder,  dessen  Länge  im  Vergleich  zum 
Durchmesser  groß  ist,  sind  die  Formeln,  die  wir  dort  zuerst  er- 
halten haben,  in  denen  die  Besselschen  Funktionen  mit  reellem 
Argument  vorkommen,  weit  besser  anwendbar.  Kirchhoff  hat 
diese  Formeln  abgeleitet,  um  seine  Methode  zur  Bestimmung  des 
elektrischen  Leitvermögens  auf  zylindrische  Stäbe  anwenden  zu 
können  i). 

Bezeichnen  wir  also  den  Radius  des  Zylinders  mit  1  und 
behalten  sonst  die  Bezeichnung  des  §  190  bei,  so  wird  das  elek- 
trische Potential  jetzt  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt: 

^^  8r2  ^  r  dr^  dz^  ~    ' 

(2)  1^  =  0      fürr=l, 

(3)  |^  =  a>     für^  =  4.Ä,     r<l. 


^)  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie,  26.  April  1883. 
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Hierin  bedeutet  O  eine  Funktion  von  r,  durch  die  das  Ein- 
strömen der  Elektrizität  in  die  Grundfläche  dargestellt  wird,  und 
die,  wenn  wir,  wie  in  §  178,  zunächst  eine  kreisförmige  Elektrode 
annehmen,  den  Ausdruck  hat: 

=  0,  r>ri. 

Im  Endresultat  lassen  wir  r^  =  0  werden. 

Nach  den  Bedingungen  ist  (p  eine  ungerade  P'unktion  von  ^cr, 
und  dadurch  reduzieren  sich  die  beiden  in  (3)  enthaltenen  Be- 
dingungen auf  eine.  Den  Gleichungen  (1)  und  (2)  wird  aber 
genügt  durch  jeden  Ausdruck  von  folgender  Form: 


(5)  9  =  A^  +  S  ^>  {e'-'  -  e''^')J{k,r), 


»=1 


wenn  J{x)  die  Besselsche  Funktion  der  Ordnung  Null  bedeutet, 
und  wenn  Ay  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 

(6)  J\x)  =  0 

durchläuft    Zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  ^oi  A  1-^21  •••  er- 
hält man  aber  nach  (3) 


9=.! 

woraus  nach  §  83  (10),  (13), 

1 

1                                 2  Ja>J(A,r)rdr 
(7)  A  =  2fa>rdr,      A^  =       .  /, j-^^^ 


Nun  ist 
I  c     rar 


1 


^r^  —  r2 


=  ^1, 


und  da  wir  für  ein  unendlich  kleines  r  in  den  Integralen  (7) 
J(A,r)  =  1  setzen  können,  so  folgt  aus  (4) 

Für  die  Anwendung   der  Kirchh  off  sehen  Methode  kommt 
es  darauf  an,   den  Wert  (p^   der  Funktion   q>  für   einen  Punkt 

32* 
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der  Peripherie  des  Grundkreises,  also  für  jsr  =  A,  r  =  1  zu  be- 
stimmen.    Hierfür  erhält  man  nach  (5)  und  (8) 

i    U    .      '    1— e-2^>*        1      \ 

(9)         ^.  =  f,(Ä  +  2r:;:--ür.x:j(Xö> 

Da  Aj  ungefähr  =:  3,8  ist,  so  wird,  wenn  h  einigermaßen 
groß  ist,  d.  h.  wenn  die  Länge  des  Zylinders  auch  nur  ein  mäßiges 
Vielfache  seines  Radius  ist,  mit  großer  Annäherung 


^—2l^h 


=    1 


1  +e 
gesetzt  werden  dürfen,  und  man  erhält  aus  (9) 


(10)  ^.  =  i_  (ä  +  2  t;^^ 

Die  hier  vorkommende  Summe 

1 


A.  J(A.) 
ist  eine  reine  Zahl,  für  die  Kirchhoff  den  Wert 

berechnet,  und  daraus  ergibt  sich,  wenn  man  jetzt  den  Radius 
nicht  mehr  mit  1,  sondern  mit  B  bezeichnet,  und  die  Dimen- 
sionen beachtet 

(^^^  ^^  =  idü^  (*  ""  1«. 0,38479). 

§  194. 
Kugel  im  konstanten  Stromfelde. 

Wir  wollen  hier  noch  ein  Beispiel  für  eine  andere  Art  von 
Problemen  über  stationäre  Ströme  behandeln. 

Es  sei  ein  als  unbegrenzt  anzusehender  Leiter  von  einem 
konstanten  elektrischen  Strome  in  einer  festen  Richtung  durch- 
flössen, er  bilde  also  ein  konstante-s  Stromfeld.  In  dieses 
Feld  werde  ein  Körper  von  anderem  Leitungsvermögen  hinein- 
gebracht Dadurch  wird  das  Feld  verändert,  und  diese  Änderung 
ist  zu  bestimmen. 

Der  Einfluß  des  Körpers  wird  sich  nur  auf  eine  endliche 
Entfernung  hin  merklich  machen;  im  Unendlichen  können  wir 
nach  wie  vor  das  Feld  als  konstant  betrachten. 


n 


§  194.  Engel  im  konstauten  Stromfelde.  501 

Um  nun  die  Differentialgleichungen  für  dieses  Problem  auf- 
zustellen, bezeichnen  wir  mit  k^  das  Leitvermögen  des  unend- 
lichen Feldes,  mit  Ag  das  des -eingetauchten  Körpers,  mit  ^'  die 
Stromdichte  im  unendlichen  Felde,  und  wählen  die  Richtung 
dieses  Stromes  zur .  positiven  a:- Richtung. 

Es  ist  dann  in  dem  ungestörten  Felde  das  elektrische  Potential 

(1)  9'  =  -^^' 

Nach  Einbringung  des  Körpers  sei  (pi  das  Potential  im 
AuJßenraume  und  92  in^  Innern  des  Körpers.  Wir  haben  dann 
diese  Funktionen  den  Bedingungen  gemäß  zu  bestimmen: 

(2)  J(p^  =  0,      ^^2  =  0. 

Ist  n  die  Richtung  der  Normale  an  der  Grenzfläche,  gleich- 
viel in  welchem  Sinne  positiv  genommen,  so  muß  an  der  Grenz- 
fläche 

(3)  <]Px  =  <]P2,     ^iJ^=^^J^ 
sein,  und 

(4)  für  r  =  00 ,  9i  =  —  Y" 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  zwischen  den  beiden 
Leitern  keine.  Spannungsdifferenz  an.  Die  Berücksichtigung  einer 
konstanten  Spannungsdifferenz  hätte  auch  keine  Schwierigkeit 
und  würde  zu  demselben  Resultate  führen. 

Man  sieht  nun,  daß  diese  Differentialgleichungen  mit  ihren 
Nebenbedingungen  dieselben  sind,  die  wir  in  §  158  für  die 
magnetische  Induktion  eines  Körpers  von  weichem  Eisen  in  einem 
konstanten  Magnetfelde  erhalten  haben,  und  es  sind  also  die  dort 
gegebenen  Resultate  hier  unmittelbar  anwendbar. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  der  eingetauchte  Körper  sei  eine  Kugel 
vom  Radius  c,  und  es  sei  r  die  Entfernung  eines  variablen  Punktes 
vom  Kugelmittelpunkte,  so  können  wir  den  Ansatz  machen: 

worin  Ä  und  B  noch  zu  bestimmende  Konstanten  sind. 

Durch  diese  Annahme  sind  (2)  und  (4)  allgemein  befriedigt, 
und  zur  Bestimmung  von  A  und  B  dienen  die  Gleichungen  (3), 

diese  ergeben  wegen 

dx X 

dr        r 


602  Dreiundzwanzigster  Abschnitt.  §  194. 

die  folgenden  linearen  Gleichungen: 


also 


B  = ? ,     A  =   ^'  ~  ^^  ci>, 

It  A|      — |—    A2  Ji  Aj     —j--     An 


Hieraus  erhellt,  daß  im  Innern  der  Kugel  die  Strömung 
geradlinig,  der  a?- Richtung  parallel,  verläuft,  und  zwar  mit  einer 
Dichtigkeit 

(7)  y  = ^Jh^. 

£  Aj   -|—  A2 

Ist  beispielsweise  das  Leitvermögen  der  Kugel  unendlich  groß 
im  Verhältnis  zu  dem  des  umgebenden  Mediums,  so  ist  die  Strom- 
dichte in  der  Kugel  das  Dreifache  von  der  im  unendlichen  Felde. 

In  dem  die  Kugel  umgebenden  Felde  sind  die  Stromlinien 
nicht  mehr  geradlinig,  sondern  sie  werden  in  die  Kugel  hinein- 
gezogen oder  von  ihr  abgedrängt,  je  nachdem  Ag  ^  Aj  ist,  wie  es 
die  Formeln  (5)  und  (7)  zeigen.  Nehmen  wir  auch  hier  Ag  un- 
endlich groß,  so  folgt 

(s)  ..=-f('-r:). 

und  der  andere  extreme  Fall,  in  dem  der  eingetauchte  Körper 
ein  Nichtleiter,  also  Ag  =  0  ist,  gibt 

Im  Falle  (8)  ist  y^  =  0  für  r  =  c  und  die  Kugeloberfläche 
ist  Niveaufläche;  die  Stromlinien  münden  senkrecht  auf  die 
Kugelfläche.  Im  Falle  (9)  ist  g^i/gr  =  0  für  r  =  c,  d.  h.  die 
Kugeloberfläche  ist  von  Stromlinien  überzogen. 

Weit  schwieriger  wird  das  Problem,  wenn  die  Polarisation  an 
der  Grenze  (nach  der  Annahme  des  §191)  berücksichtigt  werden 
soll.  Für  den  Fall,  daß  der  eingetauchte  Körper  ein  unendlicher 
Zylinder  ist,  hat  Volterra  die  Differentialgleichungen  integriert^). 

^)  Atti  deUa  K.  Accademia  di  Torino,  Bd.  XVIII,  1882. 
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Elektrolytische  Verschiebungen. 


§  195. 
Differentialgleichungen  der  lonenbewegung. 

Wir  haben  im  zwanzigsten  Abschnitte  die  Differential- 
gleichungen für  die  Bewegung  der  Ionen  in  Elektrolyten  unter 
dem  Einflüsse  des  elektrischen  Stromes  aufgestellt  und  wollen 
uns  nun  mit  den  Fällen  beschäftigen,  in  denen  eine  Integration 
dieser  Gleichungen  möglich  ist.  Es  treten  uns  dabei  zum  ersten 
Male  nicht  lineare  partielle  Differentialgleichungen  entgegen, 
deren  Integration  uns  neue  Erscheinungen  kennen  lehren  wird. 

Wir  erinnern  zunächst  an  die  Differentialgleichungen  und  an 
die  früher  gebrauchten  Bezeichnungen.    Es  ist: 

B  eine  bei  konstanter  Temperatur  unveränderliche  uni- 
verselle Konstante. 

±ri  die  von  einem  Grammion  mitgeführte  Elektrizitäts- 
menge {-\-ri  für  die  Kationen,  — rj   für  die  Anionen). 

a,  /3,  y,  ...  die  Konzentrationen  der  Ionen,  also  gesuchte 
Funktionen  von  Ort  und  Zeit.  [Wir  bezeichnen  durch 
dieselben  Buchstaben  oc,  /3,  ...  auch  die  lonenarten 
(Kalium,  Natrium  ...)  selbst]. 

o,  6,  c,  . . .  die  entsprechenden  Beweglichkeiten ,  die  im 
allgemeinen  von  a,  /3,  y,  ...,  aber  in  gegebener,  wenn 
auch  unbekannter  Weise  abhängen  können. 

6  der  elektrische  Kraftvektor  des  Feldes  mit  den  Kompo- 
nenten   Ex^   Ey,   Eg. 

Dann  haben  wir  für  jede  der  lonenarten  eine  Differential- 
gleichung [§172  (10)] 

(1)  ^  =  div  (iZa  grada  +  T^aaß), 


504  Vierundzwanzigster  Abschnitt.  §  195. 

und  außerdem  für  die  Bestimmung  der  elektrischen  und  magne- 
tischen Kraft  die  sechs  Maxwel Ischen  Gleichungen.  Als  un- 
bekannte Funktionen  der  Koordinaten  und  der  Zeit  sind  dann 
zu  betrachten 

a,  /3,  y, . . .  E^,  Ey,  E,,  -ftf,,  My,  M,, 

und  die  Anzahl  der  Differentialgleichungen  stimmt  überein  mit 
der  Anzahl  dieser  Funktionen. 

Wir  machen  aber  jetzt  die  Annahme,  daß  die  elektrischen 
und  magnetischen  Kräfte  in  jedem  Augenblicke  den  Bedingungen 
des  stationären  Zustandes  genügen,  daß  also  d^B/dt  und 
8?K/9^  =  0  gesetzt  werden  können.  Diese  Annahme  ist  zwar, 
wenn  die  Konzentrationen  veränderlich  sind,  nicht  in  aller 
Strenge  mit  den  Maxwellschen  Gleichungen  verträglich.  Sie 
wird  jedoch  zulässig  sein,  wenn  die  Veränderungen  der  Kon- 
zentrationen nur  langsam  erfolgen,  wie  es  in  den  Versuchen 
immer  der  Fall  ist. 

Nach  dieser  Annahme  ist  der  elektrische  Kraftvektor  ein 
Potentialvektor,  also 

(2)  £,___,    Uy--—,    ^,___. 

Die  Größe 

(3)  k  =z  fi^  ^aoc 

ist  die  Leitfähigkeit  der  Lösung,  ferner 

(4)  3  =  —  A  grad  q) 
der  Vektor  des  Leitungsstromes,  und 

(5)  S  ==  lyi?  ^ +a  grada 

der  Vektor  des  Diffusionsstromes,  so  daß  hier  der  lonenstrom 

(6)  3  +  g  =  © 

als  der  wahre  Strom  anzusehen  ist  (§  172). 

Die  Dichtigkeit  der  wahren  Elektrizität  ist  gleich  ri  ^]  +a, 

[§172  (8)]  und  da  i?  sehr  groß  ist,  so  ist  nahezu 

(7)  V  ip«  =  0. 


Diese  Relation  nehmen  wir  jetzt  als  erfüllt  an.    Die  Lösung 
ist  dann  an  jeder  Stelle  „neutral". 


§  196. 


BiDäre  Elektrolyte. 
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Die  Differentialgleichungen  (1)  erhalten  dann  die  Gestalt: 


(8) 


doc 


=  B 


da 


doc 

8¥ 


da 


±V 


dx 
dq) 


+ 


doc 
dy 


da 


oaa 


dx 


daa 


dy 
d(p 


+ 


doc 


dz 
d(p 


dx 


+ 


8«/ 


daoc 


dy 


+ 


d^ 


dz 


Die  Anzahl  der  Gleichungen  (7),  (8)  stimmt  jetzt  bereits  mit 
der  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Funktionen  oc,  tp  überein. 

Wenn  wir  die  Gleichung  (8)  mit  ib^  multiplizieren  und  die 
Summe  bilden,  so  folgt  nach  (4),  (5)  und  (6) 

(9)  div  ©  =  0, 

eine  Gleichung,  die  also  hier  nicht  für  den  Leitungsstrom,  wie 
beim  stationären  Zustande,  sondern  für  den  aus  Leitungsstrom 
und  Diffusionsstrom  zusammengesetzten  lonenstrom  gilt. 

Die  Beweglichkeiten  a,  6,  ...  können  bei  genügender 
Verdünnung  der  Lösung  als  konstant  betrachtet  werden. 


§  196. 
Binäre  Elektrolyte. 

Wenn  wir  die  Beweglichkeiten  als  konstant  annehmen,  so 
läßt  sich  aus  den  vorstehenden  Annahmen  zunächst  ein  einfaches 
und  schönes  Resultat  ableiten  für  den  Fall,  daß  zwei  lonenarten 
in  der  Lösung  vorhanden  sind,  also  für  den  Fall  eines  binären 
Elektrolyten.  Die  beiden  Konzentrationen  sind  einander  gleich, 
also  oc  =  ß^  die  Beweglichkeiten  können  aber  verschieden  sein. 
Dann  erhalten  wir  aus  §  195  (8)  zwei  Gleichungen  für  oc  und  9, 
nämlich  wenn  a,  a  sich  auf  das  Kation  beziehen: 


(1) 


doc 


doc 

dt 


d  oc 


=  jßad oc  -\-  ria 


dg) 

dx 


doc 


=  Bb^a  —  7}  b 


dx 
d  (p 


+ 


9  q> 

'dy 


doc 


da 


dy 
dtp 


+ 


8jp] 

dz 


dz 


dx 


dx 


-+- 


doc^         doc^ 

dy     .  dz 


dy 


dz 


woraus  sich  durch  Elimination  von  (p  ergibt  (indem  man  die  erste 
mit  6,  die  zweite  mit  a  multipliziert  und  addiert): 
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und  durch  Subtraktion  der  beiden  mit  ft,  a  multiplizierten  Glei- 
chungen (1)  erhält  man  für  fp  die  Gleichung 

3«^        3«-^        8«^  ,  ^ 

(3)  8a:  8y     ,  8;g a  —  b  8a 

*TS       '       dy       '       dz     ~       2abrj    dt' 

Die  Gleichung  (2)  ist  dieselbe,  die,  wie  wir  später  noch  sehen 
werden,  die  Wärmeleitung  in  einem  homogenen  isotropen  Körper 
bestimmt,  wenn  a  die  Temperatur  und  2Rab/(a  -|-  b)  der  so- 
genannte Temperatur-Leitungskoeffizient  ist. 

Man  kann  nun,  wenn  es  die  Grenzbedingungen  gestatten, 
die  Differentialgleichung  (2)  für  sich,  ohne  Rücksicht  auf  den 
elektrischen  Zustand,  integrieren,  und  nachträglich  aus  der  Glei- 
chung (3)  das  elektrische  Potential  bestimmen.  Wenn  z.  B.  in 
einem  unbegrenzten  Felde  die  Konzentration  a  zu  Anfang  (für 
t  =  0)  als  Funktion  des  Ortes  gegeben  ist,  so  ist  schon  allein 
durch  die  Gleichung  (2)  diese  Funktion  für  alle  Zeiten  bestimmt. 

Die  Diffusion  ist  also  dann  unabhängig  von  dem  etwa 
gleichzeitig  stattfindenden  elektrischen  Strome.  Es  ist 
aber,  wenn  a  nicht  =  6  ist,  und  a  von  t  abhängig,  mit  der 
Diffusion  immer  notwendig  ein  elektrischer  Strom  verbunden,  wie 
ihn  die  Gleichung  (3)  ergibt. 

§  197. 
Vorgänge  in  einer  Dimension. 

Die  Differentialgleichungen  unseres  Problems  vereinfachen 
sich  wesentlich,  wenn  wir  annehmen,  daß  der  ganze  Vorgang  nur 
von  einer  räumlichen  Koordinate  x  abhängt.  Diese  Voraus- 
setzung ist  praktisch  leicht  zu  realisieren,  wenn  man  sich  die 
elektrolytische  Flüssigkeit  in  eine  zylindrische  Glasröhre  ein- 
geschlossen denkt,  die  von  einem  zu  den  Wänden  parallelen 
elektrischen  Strome  durchflössen  ist. 

Die  Vorgänge  an  den  Elektroden  müssen  hier  die  Grenz- 
bedingungen geben.  Da  diese  aber  nicht  nur  mathematisch  das 
Problem  sehr  erschweren  würden,  sondern  auch  zurzeit  physi- 
kalisch noch  nicht  zu  formulieren  sind,  müssen  wir  die  Elektroden 
in   unendlicher   Entfernung  denken.     Das  Ergebnis  ist   dann  bei 


\ 
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wirklichen  Vorgängen  nur  auf  den  Teil  des  Apparates  anwendbar, 
der  sich  in  genügender  Entfernung  von  den  Elektroden  befindet 
Wenn  wir  also  jetzt  die  Annahme  machen,  daß  die  Konzen- 
trationen und  das  elektrische  Potential  nur  von  der  einen  Koordi- 
nate X  abhängen,  so  ergeben  die  Gleichungen  §  195  (8): 

8a^—  daa^ 

(1)  ^_iJ_^+„ 8^. 

dt  8.r     —  '       dx 

Die  Gleichung  §  195  (9),  die  jetzt  die  einfache  Gestalt 
dSx/dx  =r  0  erhält,  zeigt,  daß  der  elektrische  Strom,  der  jetzt 
nur  in  der  Richtung  der  a?- Achse  fließt,  konstant  oder  wenigstens 
nur  von  der  Zeit  abhängig  ist.  Wir  bezeichnen  diesen  konstanten 
Wert  mit  S,  verstehen  also  unter  S  die  gegebene  Stromdichte, 
die  in  dem  Apparate  vorhanden  ist,  die  wir  uns  konstant  erhalten 
oder  auch  mit  der  Zeit  veränderlich  denken  können. 

Es  ergibt  sich  dann  aus  (4),  (5)  und  (6),  §  195 

(2)       s=-,«2-fI+^^s+«|| 

als  eine  gegebene  Größe. 

Der  nächst  einfache  Fall,  den  wir  jetzt  zu  behandeln  haben, 
ist  der  von  drei  lonenarten.  Diesen  Fall  erhält  man,  wenn  zwei 
Verbindungen  mit  einem  gemeinsamen  Ion,  etwa  Chlorkalium,  cc  p, 
und  Chlomatrium,  ßg^  in  einer  Lösung  gemischt  sind.  Es  seien 
also  a,  ß  die  Konzentrationen  der  Kationen  (Kalium  und  Natrium), 
Q  die  Konzentration  des  gemeinsamen  Anions  (Chlor),  a,  6,  r  die 
entsprechenden  Beweglichkeiten,  die  wir  als  konstant  ansehen. 
Es  ist  dann  zunächst  nach  §  195  (7) 

(3)  p  =  a  +  /3, 
und  wir  erhalten  die  drei  Gleichungen  (1): 

00t  — — 

(4)  dß        p,8«/3    ,       .^dx 

dQ      j,  d^Q  ^dx 
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und  für  die  Stromdichte  erhält  man  aus  (2)  und  (3): 
(5)  S  =  -n'[(a  +  r)a  +  (6  +  r)  ^]  || 

_         8[(a-r)«  +  (6-r)^] 

'  dx 

Mit  Hilfe  dieser  letzten  Gleichung,  in  der  S  als  eine  ge- 
gebene Konstante  (oder  Funktion  der  Zeit  allein)  anzusehen  ist, 
und  die  eine  Folge  aus  den  Gleichungen  (4)  ist,  kann  man  q) 
aus  zweien  der  Gleichungen  (4)  eliminieren  und  erhält  zwei  Glei- 
chungen für  die  dann  allein  noch  übrig  bleibenden  unbekannten 
Funktionen  a,  ß, 

§  198. 
Eine  partikulare  Lösung. 

Wir  stellen  nun  die  Frage,  ob  ein  Zustand  möglich  ist,  der 
sich  mit  einer  konstanten  Geschwindigkeit  v  in  der  Richtung  der 
positiven  a?- Achse  fortpflanzt,  mit  anderen  Worten,  wir  fragen, 
ob  wir  den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  genügen  können, 
wenn  wir  a  und  ß  als  Funktionen  von  x  —  vt  ansehen.  Wenn 
diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  ist 

ru  ^  — _    ^     i^  — _    ^     ^^  — _    ^ 

^^  dt~       ^dx'    dt~       ^dx'    Tt~       ^dx' 

und  die  Gleichungen  (4)  §197  lassen  sich,  wenn  man  dies  ein- 
setzt, in  bezug  auf  x  integrieren.  Man  erhält  so,  wenn  man  die 
Integrationskonstanten  mit  -4,  5,  C  bezeichnet: 

1^8«,  d(p         . 

'  dx  d  X 

(2)  /J.  +  ii^||  +  6.^||=:5, 

und  aus  §  197  (5)  folgt 

(3)  ri{C—  A  —  B)  =  S. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  J.,  5,  C,  v  müssen  noch  drei 
weitere  Bedingungen  hinzukommen.  Wir  erhalten  aber  vier  Bedin- 
gungen, wenn  wir  annehmen,  daß  für  a;  =  -j-  oo  und  x  =  —  oo 
die  Konzentrationen  cc  und  ß  gegeben  sein  sollen,  und  diese  Werte 
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können  also  nicht  voneinander-  unabhängig  sein.  Wir  wollen  an- 
nehmen, daß  auf  der  einen  Seite  im  Unendlichen  nur  die  beiden 
lonenarten  ocq,  auf  der  anderen  nvtr  ßQ  in  der  Lösung  vor- 
handen seien,  oder,  was  dasselbe  ist,  es  sei 

für  X  =  —  CO  :        a  =  «0,         ß  =  0, 
^^  für  a?  =  +  00  :         a  =  0,  ß  =  ß^. 

Dann  ergeben  sich  die  Konstanten  A^  B  beide  gleich  Null,  und 

(5)  C'  =  | 

ist  durch  die  gegebene  Stromstärke  unmittelbar  bestimmt. 

Setzen  wir  a?  =  —  oo  ,  so  ergibt  sich  aus  der  ersten  und 
-dritten  Gleichung  (2),  weil  im  Unendlichen  dajdx  =  0  ist: 

«.t'-ri,«o(g)_=C  =  A, 

und  daraus: 

(6)  V  = 


«0  ^  (a  +  0 ' 
und  ebenso  ergibt  sich  aus  o;  =  +  oo: 

n\  —  gft 

^^^  ""  ~  ß,riQ>^ry 

Dadurch  ist  nicht  nur  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  v 
bestimmt,  die  also  mit  der  Stromstärke  proportional  ist,  sondern 
es  zeigt  sich  auch,  daß  die  Konzentrationen  «O)  ßo  in  einem  ganz 
bestimmten  Verhältnis  stehen  müssen,  wenn  unsere  Annahme 
zulässig  sein  soll: 

(8)  «0  •  /^o  =  — i —  :  T — i —  ^)- 


*)  Um  von  der  Größe  der  Geschwindigkeit  eine  Anschauung  zu  be- 
kommen, mögen  folgende  Annahmen  gemacht  sein.  Nach  Kohlrausch  ist 
der  Reihe  nach  für  Kalium,  Natrium,  Chlor  im  absoluten  elektromagnetischen 
Maßsystem  (0 GS): 

??o  =  64 .  lO~^^         i?&  =  43  .  10""^^         TIC  =  65  .  10~^^ 
also,  da  1?  =  9650  zu  setzen  ist,  abgerundet: 

fl  =  7  .  10~^^,         &  =  5  .  10""^^         c  =  7  .  10~^®» 
folglich  für  KCl: 

OL 

i —  rund  =  0,5. 

a  -\-  r 
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Um  die  Funktionen  a,  /3  zu  bestimmen,  genügt  es  jetzt, 
wenn  wir  sie  für  einen  besonderen  Wert  von  ^,  etwa  ^  =  0, 
ermitteln  können.  Denn  um  sie  dann  allgemein  zu  erhalten, 
braucht  man  nur  x  —  vi  an  Stelle  von  x  zu  setzen.  Wenn 
man  aber  in  (2)  A  und  5  =  0  setzt  und  dann  durch  a  und  /3 
dividiert,  so  folgt: 

woraus  man  durch  Elimination  von  dq)/dx  erhält: 

°  p  v{a  —  0) 

dx  Rab     ' 

und  daraus  durch  Integration: 

vja  —  l) 

(10)  "  =  Consta    -^^"^    \ 

P 

Nach  (4)  muß  dieser  Quotient  unendlich  werden  bei  ;r  =  —  oo 
und  Null  bei  a;  =  -|-  00.  Es  ist  also  unsere  Annahme  bei  posi- 
tivem S  nur  mit  der  Voraussetzung 

(11)  a<6 

verträglich.  [Im  entgegengesetzten  Falle  hätte  man  bereits  in  den 
Gleichungen  (1)  das  Vorzeichen  entgegengesetzt  nehmen  müssen.] 
In  dem  Beispiel  Chlornatrium -Chiorkalium  würde  also  a  dem 
Natrium,  ß  dem  Kalium  entsprechen,  und  die  Wanderung  geht 
in  der  Richtung  vom  Natrium  zum  Kalium. 

Geht  X  von  —  oo  zu  -|-  qo,  so  durchläuft  ajß  alle  Werte  von 
Unendlich  zu  Null,  nimmt  also  auch  den  Wert  1  an,  und  wenn 


Nehmen  wir  eine  Vio-Normallösung  an,  so  wäre  ä©  =  0,0001  zu  setzen.  Wenn 
wir  ferner  im  elektromagnetischen  Maßsystem  5  =  0,001  setzen,  d.  h.,  wenn 
wir  durch  die  Einheit  des  Querschnittes  einen  Strom  von  der  Stärke  von 
Vioo  Ampere  gehen  lassen,  so  haben  wir  (gleichfalls  in  elektromagnetischem 
MaJß)  ri  •=.  9650  zu  setzen,  und  der  Ausdruck  (6)  ergibt 

0,001.0,5        ,  ,  1 

V  =  TTTz — oder  rund  = 


9650  .  0,0001  2000 

Es  würde  also  bei  dieser  Geschwindigkeit  der  Zustand  in  2000  Sekunden 
um  1  cm,  und  folglich  im  Tage  ungefähr  um  43  cm  fortrücken. 
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wir  also  in  (10)  die  Konstante  =  1  setzen,  so  verfügen  wir  damit 
nur  über  den  Anfangspunkt  der  x.    Wir  erhalten  dann: 

V  {a  —  6)  35 
(12)  «    _    ^-^^  ,y 

P 

Um  a,  ß  selbst  zu  bestimmen,  führen  wir  eine  neue  Hilfs- 
funktion ip  ein,  indem  wir  nach  (12)  setzen: 

V  X  V  X 

(13)  a=(/;e""^,        /3  =  ^6~^, 

(14)  p  =  a  +  /J  =  ^U"""^  +  e"^^), 
und  die  beiden  Gleichungen  (9)  ergeben  dann: 

ax        '     '  aa? 
und  durch  Integration: 

(15)  xi,  =  e    ^    . 

Eine  willkürliche  Konstante  braucht  hier  nicht  beigefügt  zu 
werden,  da  es  auf  eine  additive  Konstante  bei  (p  nicht  ankommt 

Um  aber  endlich  noch  <p,  oder  was  dasselbe  ist,  ^  zu  be- 
stimmen, gehen  wir  mit  (14)  in  die  dritte  Gleichung  (2). 

Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 


V  X  V  X 

hR 


(16)  <J  =  e   «^  +  e 

also  9  =  (5^,  so  ergibt  sich: 

Da  6  eine  gegebene  Funktion  von  x  ist,  so  haben  wir  hier 
eine  lineare,  nicht  homogene  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
für  ^,  die  sich  nach  der  Methode  des  §  65  leicht  integrieren  läßt. 


^)  Bei  der  obigen  Annahme 

V  =  1/2000,  R  =  2,414  .  10^^  a  =  5  .  10"^*,  &  =  7  .  10~^* 

würde  sich  hieraus  ungefähr  ergeben: 

a  —12a; 

Die  Mischung  bei  der  Lösung  ist  also  nur  merklich  in  einem  sehr  schmalen 
Bereiche,  und  die  Grenze  wird  um  so  schärfer,  je  größer  die  Stromstärke  ist. 
Der  Mischungsbereich  ist  um  so  ausgedehnter,  je  kleiner  a  —  h  ist,  und  wenn 
man  a  -^  h  annehmen  wollte,  so  wäre  im  ganzen  Felde  (t  =  ß. 
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Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  Null  statt  S/rj^  so 
ergibt  sich  das  Integral  der  verkürzten  Gleichung: 

V  X 

C       - 


worin  c  die  Integrationskonstante  ist.  Diese  muß  dann  durch 
eine  Funktion  von  x  ersetzt  werden,  so  daß  die  Gleichung  (17) 
befriedigt  ist.     Man  findet 


de  S 


V  X 

__   ^2rB 


und  folglich,  dA  itf  für  x  =  —  oo  nach  (13)  verschwinden  muß: 


V  X 


X 


Se     2rÄ 


2rJJi^Vö 


V  X 


V7 


00 


Diese  Formeln  stellen  also  den  Vorgang  der  elektrolytischen 
Wanderung  angenähert  dar,  wenn  am  Anfange  zwei  verschiedene 
elektrolytische  Lösungen  mit  einem  gemeinsamen  Ion  aneinander 
grenzen,  wobei  jedoch  ein  ganz  bestimmtes  Verhältnis  der  Kon- 
zentrationen, das  durch  (8)  gegeben  ist,  vorausgesetzt  werden 
muß.  Ist  diese  Voraussetzung  erfüllt,  so  werden  sich  die  Elektro- 
lyte  nicht  weiter  mischen,  als  der  Formel  (12)  entspricht,  und 
die  Trennungsfläche  wird  mit  einer  der  Stromstärke  proportio- 
nalen und  der  absoluten  Konzentration  umgekehrt  proportionalen 
Geschwindigkeit  in  der  Richtung  von  dem  schwerer  beweglichen 
zu  dem  leichter  beweglichen  Körper  fortwandern. 

Es  fragt  sich  aber,  was  geschieht,  wenn  das  Konzentrations- 
verhältnis nicht  gerade  den  hierfür  vorgeschriebenen  Wert  hat. 
Hierauf  können  wir  aber  bis  jetzt  nur  bei  Einführung  weiterer 
beschränkender  Voraussetzungen  antworten. 

§  199. 
Vernachlässigung  der  Diffusion. 

Die  Vereinfachung,  die  wir  jetzt  noch  einführen,  besteht 
darin,  daß  wir  den  Einfluß  der  Diffusion  vernachlässigen  und 
also  bloß  die  Wanderung  der  Ionen  unter  dem  Einflüsse  des 
elektrischen    Stromes    berücksichtigen.      Ob   und   inwieweit    dies 
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jj,  so         gestattet  igt,  hängt  von  der  Stromstärke,   aber  auch  noch  von 
anderen  Umständen  ab^). 

Besonders  wird  da,  wo  sehr  starke  Eonzentrationsänderungen 
bestehen,  der  Einfluß  der  Diffusion  stärker  sein,  und  an  solchen 
Stellen  wird  daher  eine  bedeutende  Abweichung  des  wirklichen 

urcli         Vorganges  von  dem  Resultate  der  angenäherten  Theorie  zu  er- 

(li)         warten  sein. 

Wir  werden  also  jetzt  in  den  Differentialgleichungen  §  197  (1) 
die  ersten  Glieder  der  rechten  Seite  weglassen,  wodurch  sich 
ergibt,  wenn  wir  uns  auf  dreierlei  Ionen  beschränken: 

«uß:  du_  ^^^8"^ 

dt  ~     ^     dx     ^ 

(I)  dj^  _        ^^^al 

dt  ~     '^     dx    ' 

dQ__        ^'^T-X 

ct~       '^       dx      ' 

(2)  p  =  a  +  /J, 

und  die  Gleichung  (5),  §197,  wird  mit   der  gleichen  Vernach- 
lässigung 

(3)  -'||=S. 
wenn 

(4)  i  =  ri>[(a  +  r)a  +  (P -\- r) ß] 

die  Leitfähigkeit  ist.    Da  S  in  bezug  auf  x  konstant  ist,  können 
wir  durch  (3)  die  Funktion  g?  eliminieren  und  erhalten  aus  (1): 

dcc    ,       ^    d    acc 


(5)  ■^-\-i^TZ-r  =  ^^- 


dt  ^    '     dx    k 


n' 

'    ,  *)  Vgl.    F.    Kohlrausch,    Über    elektrolytische    Verschiebungen    von 

^'^^  Lösungen   und   Lösung^gemischen.     Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie, 

Je?  19.  Nov.   1896.      H.  Weber,   Über  die   Differentialgleichungen   der   elektro- 

ij;  lytischen  Verschiebungen,  ebenda,  4.  Nov.  1897. 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    I.    5.  Aufl.  33 
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von  denen  die  letzte  nach  (2)  und  (4)  aus  den  beiden  ersten 
folgt. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Beweglichkeiten  «,  J,  r  als 
Konstanten,  so  können  wir  von  diesen  Gleichungen  zunächst 
eine  allgemeine  erste  Integralgleichung  ableiten,  wenn  wir  die 
erste  von  ihnen  mit  (a  -\-  r)/a^  die  zweite  mit  (b  +  0/^  multi- 
plizieren und  addieren.     Es  ergibt  sich  dann,  da  nach  (4) 

d_  (a+jr)ccj-jb_±r)ß  _ 

dx  A  ~"' 

ist  * 

'«)       Ä  c-^ « + *-^' ^) = «• 

Wenn  wir  also 

setzen,  so  ist  dco/dt  =  0,  folglich  cö  eine  Funktion  von  x  allein, 
die  also  bestimmt  ist,  wenn  sie  in  einem  Augenblicke  f  =■  0  ge- 
geben ist;  übrigens  ist  co  wesentlich  positiv. 

Mit  Hilfe  dieses  Integrals  läßt  sich  das  System  der  Glei- 
chungen (5)  auf  eine  einzige  Gleichung  reduzieren. 

Wenn  man  nämlich  die  beiden  ersten  Gleichungen  (5)  mit 
i^2(a*-|-  r),  Tj^  (b  -j-  r)  multipliziert  und  addiert,  so  ergibt  sich 
nach  (4)  : 

und  hierin  kann  man  nach  (4)  und  (7)  setzen 

a(a  -f  r)a  +  b{b  +  r)ß  =  ^^  +  ^^^  —  a  J«. 
Führt  man  dies  in  (8)  ein,  so  erhält  man: 

oder,  da  cö  von  t  unabhängig  ist: 

d    A        ri^Sab    d   ^_ 

Die  Stromdichte  S  ist  eine  Konstante  oder  auch  eine  bloße 
Funktion  der  Zeit,  co  ist  eine  Funktion  von  x^  und  von  der  Zeit 
unabhängig.  Wir  führen  nun  zwei  neue  Variable  |,  5  ein  durch 
die  Integrale 


n 
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X  t 


0  0 

wodurch  die  Differentialgleichung  (9)  übergeht  in 

(11)  ^A_»«=o. 

Die  Variable  |  wächst  mit  x^  und  ist,  wenn  co  konstant  ist, 
mit  X  proportional.  Ebenso  ist  bei  konstantem  S  die  Variable  % 
mit  t  proportional;  wenn  wir  aber  annehmen,  daß  S  wenigstens 
sein  Zeichen  nicht  ändert  (positiv  bleibt),  so  wächst  g  gleich- 
zeitig mit  t 

Setzen  wir  noch  weiter  zur  Vereinfachung: 

(^^^  0?  _      b{a-\-r)a-\-  a{b  +  r)ß 

^  ^  X~  ri^ab[{a  +  r)  «  +  (6  H-  r)/£<]' 

so  geht  die  Gleichung  (11)  in  folgende  über: 

(''>  H  +  «'  i  =  "• 

und  hier  haben  wir  nun  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  von  der  Art,  deren  Integration  wir  in  den  §§  66  und 
67  auf  die  Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen reduziert  haben.  Wenn  ©  gefunden  ist,  so  erhält 
man,  da  <»  schon  bekannt  ist,  A  aus  (12)  und  hat  dann  in  (4) 
und  (7)  zwei  Gleichungen  ersten  Grades,  aus  denen  a  und  ß  zu 
berechnen  sind. 

Um  (13)  zu  integrieren,  hat  man  nach  §66  (1)  und  §67  (2) 
das   System   gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zu  integrieren: 

d©  :  d|  :  dg  =  0  :  02  :  1, 
dessen  beide  Integrale  sind: 

©=:=c,      I  -  sn  =  c,, 

und  folglich  ist  das  allgemeine  Integral  von  (13)  nach  §67  (8): 

77(©,|  — ©2g)  =  0 

mit  der  willkürlichen  Funktion  TI,  Hierfür  kann  man  aber  auch 
setzen: 

(14)  ©  =  Z(|  — ©H), 

worin  F  eine  willkürliche  Funktion  ist.  Um  F  zu  bestimmen, 
setzen  wir  <  =  0,  oder  was  dasselbe  ist,   S  =  0,  und  wenn  also 

33* 
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@  für  ^  =  0  als  Funktion  von  x  (oder  von  |)  für  alle  Werte 
der  Variablen  gegeben  ist,  so  ist  damit  auch  die  Funktion  F 
bestimmt  i). 

§  200. 
Geometrische  Deutung  des  Integrals. 

Unsere  Aufgabe  war  die,  die  Funktion  ©  aus  einem  gegebenen 
Anfangszustande  für  alle  Werte  von  |  und  für  alle  positiven 
Werte  von  S  der  Differentialgleichung  (13)  gemäß  zu  bestimmen. 
Diese  Aufgabe  ist  durch  die  Formel  (14)  des  vorigen  Paragraphen 
aber  nur  insoweit  gelöst,  als  S  sich  daraus  eindeutig  bestimmen 
läßt.  Ist  dies  nicht  mehr  der  Fall,  so  kommen  wir  «zu  mehr- 
wertigen Funktionen,  und  es  ist  dann  noch  die  Frage,  welcher 
von  diesen  Werten  der  richtige  ist.  In  vielen  Fällen  ergeben 
sich  notwendige  Unstet igkeiten  für  die  Funktion  (9,  über  deren 
Verhalten  uns  die  Differentialgleichung  selbst  keinen  Aufschluß 
mehr  gibt,  und  es  muß  dann  zur  Lösung  der  Aufgabe  noch 
anderswoher  eine  Bestimmung  kommen. 

Die  Formel  (14)  §199: 

(1)  0  =  Z(|  — ©2  g) 

läßt  sich  geometrisch  folgendermaßen  interpretieren: 

Wir  nehmen  |,  g  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer 
Ebene.  Dann  besagt  die  Gleichung  (1),  daß,  wenn  in  einem 
Punkte  loi  So  ^i^  bestimmter  Wert  S^  gilt,  dieser  selbe  Wert 
auf  der  ganzen  geraden  Linie 

(2)  I  -  ©o'S  =  So  -  ®IU 

herrschen  muß,  und  dies  ist  im  Grunde  auch  der  Inhalt  der 
Differentialgleichung  §  199  (13).  Die  gerade  Linie  (2)  ist  außer 
durch  einen  Punkt  |o?  So  durch  den  Winkel,  den  sie  mit  der 
J- Achse  einschließt,  bestimmt,  dessen  Kotangente  &^  ist. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  der  Wert  von  ©  für  alle  Punkte  der 
|- Achse  (der  Anfangszustand)  gegeben,  so  kann  man  von  jedem 

^)  Wir  steUen  hier  noch  die  Dimensionen  der  vorkommenden  Größen 
zusammen,  deren  genaue  Beachtung  ein  vorzügliches  Hilfsmittel  zur  Kon- 
trolle der  Bechnung  ist.  Bei  den  elektrischen  Größen  ist  das  elektrostatische 
Maß  angenommen.  In  dem  Verhältnis  8/ri  gibt  aber  das  elektromagnetische 
Maß  denselben  Wert: 

[R]  =:  [i2e-2],  [rj\  =  [m-V2ty2t-i],  [S]  =  [mV8?-V8^2],  [;t]  =  [f-i], 
[«]  =  [ß]  =  [mZ-3],      [a]  =  [b]  =  [t],      [io]  =  [m^-S],      [S]  =  [m?-3f], 

=  [m*i-5],     [C]  =  [lt-2]. 
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Geometrische  Deutung  des  Integrals. 
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Punkt  dieser  Achse  eine  Linie  (2)  auslaufen  lassen,  und  hat  auf 
dieser  Linie  denselben  Wert  @  =  0^  bestehen  zu  lassen. 

Wenn  aber  nun  zwei  solche  Linien  sich  durchschneiden,  so 
müssen  in  einem  solchen  Schnittpunkte  zwei  verschiedene  Werte  © 
stattfinden,  was  physikalisch  sinnlos  wäre. 

Denken  wir  uns  alle  diese  geraden  Linien  von  den  Punkten 
der  |- Achse  aus  gezogen,  so  können  diese  Linien  auf  der  Seite 
der  positiven  5  eine  einhüllende  Kurve  haben,  und  die  stetige 
Fortsetzung  von  der  f- Achse  aus  gibt  uns  also  die  Werte  von  ® 
nur  soweit  unzweifelhaft,  als  wir  nicht  bis  zu  dieser  Enveloppe 
herangehen. 

Wir  können  der  Gleichung  (1)  auch  den  Ausdruck  geben, 
daß  &  ungeändert  bleiben  soll,  wenn  {,  5  sich  der  Bedingung 

d|  —  02rfg  =  0 

gemäß  ändert,  oder,  indem  wir  zu  den  ursprünglichen  Variablen 
X,  t  [nach  §  199  (10)]  zurückkehren, 

cadx  —  ahri^SQ^dt  =  0. 

Dies  kann  man  auch  so  ausdrücken,  daß  sich  ein  bestimmter 
Wert  0  in  der  Flüssigkeit  mit  der  Geschwindigkeit 


V  = 


o 


02 


fortpflanzt    Bei  gleichbleibendem  cd  bewegt  sich  also  ein  größerer 
Wert  von  0  mit  größerer  Geschwindigkeit,    und  wenn   also  © 


Fig.  76. 


eine  mit  wachsendem 
X  abnehmende  Funk- 
tion ist,  80  wird  der 
Abfall  mit  der  Zeit 
immer  steiler,  und 
es  werden  schließlich 
die  größeren  Werte 
die  kleineren  einholen. 
Dann  müssen  notwen- 
digerweise Unstetig- 
keiten  eintreten. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Funktion  ©  f ür  g  =r  0  sei  durch 
die  punktierte  Kurve  in  Fig.  76  dargestellt.  Es  werden  dann  die 
geraden  Linien  |  —  ©o  S  =  const  eine  Kurve  x'  x  x"  einhüllen, 
und  in  dem  schraffierten  Teile  der  Ebene  erhält  man  durch 
stetige  Fortsetzung  zwei  verschiedene  Werte  von  ©,  je   nachdem 


518  Vierundzwanzigster  Abschnitt.  §  201. 

man  von  der  positiven  oder  von  der  negativen  Seite  herkommt. 
Also  ist  durch  die  bisher  getroffenen  Festsetzungen  die  Funktion  @ 
nur  in  dem  nicht  schraffierten  Teile  der  Ebene  |J:  bestimmt. 

§  201. 

Fortpflanzung  einer  Unstetigkeit. 

Nach  den  letzten  Ausführungen  ist  es  notwendig,  über  die 
Bewegung  von  Unstetigkeiten  eine  Bestimmung  zu  treffen.  Die 
Differentialgleichung  selbst  kann  darüber  keinen  Aufschluß  geben, 
und  es  muß  also  noch  eine  andere  Bedingung  aufgesucht  werden. 
Eine  solche  erhalten  wir  aus  der  Forderung,  daß  der  Zusammen- 
hang der  Ionen  nirgends  unterbrochen  werden  darf. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  im  Augenblicke  t  bei  der  Abszisse  x^ 
eine  Unstetigkeit  der  Funktionen  a,  ß  vorhanden.  Die  Werte  der 
Funktionen  a,  /J,  A,  co,  0  an  dieser  Unstetigkeitsstelle  wollen  wir 
so  bezeichnen: 

Qx  «1,  A,  Ai,  0,     für    X  =  x^  —  0, 

^  ^  «21  /^ai  ^2»  ®a     für     x  =  x^  -{-  0. 

Das  von  der  Zeit  unabhängige  cd  können  wir  an  der  Stelle  x^ 
stetig  annehmen.    Denn  wenn  auch  o  für  einen  Wert  von  x^  etwa 
für  X  =  x'  unstetig  ist,  so  ist  rr'  mit  der  Zeit  unveränderlich,  und 
das  zu  ä;  =  ü?®  gehörige  co  wird  also,  während  x^  über  x'  hinweg- 
Fig.77.  geht,    bereits   im   nächsten   Augen- 

blick wieder  stetig. 

In  dem  Zeitelemente  dt  möge 
die  Unstetigkeitsstelle  um  die  Strecke 
dx^  nach  vorwärts  gewandert  sein. 
Wir  betrachten  ein  rechtwinkliges 
Parallelepipedon  von  der  Höhe  dx^ 
und  der  Flächeneinheit  als  Grund- 
fläche. In  diesem  Parallelepipedon  ist  in  der  Zeit  dt  die  Kon- 
zentration der  ersten  lonenart  in  der  Strecke  dx^  von  a^  auf  o^ 
gestiegen,  und  folglich  ist  die  Zunahme  an  Masse 

(2)  («1  —  «a)  ö^  ^^' 

« 

Da  wir  hier  von  der  Kraft  der  Diffusion,  also  vom  osmoti- 
schen Druck,  absehen!),  so  ist  als  treibende  Kraft  nur  die  elek- 
trische Kraft  zu  berücksichtigen,  und   nach   §172(13)  ist  diese 


^)  Diese  Annahme  ist  freilich,  gerade  an  Unstetigkeitsstellen,  bedenklich. 
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Kraft,  auf  ein  Grammion,  d.  h.  auf  die  Elektrizitätsmenge  rj  be- 
zogen, gleich  rj  S/L  Mithin  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich 
die  Ionen  der  ersten  Art  durch  den  Querschnitt  Xq  bewegen,  gleich 
ariSlX^^  und  durch  den  Querschnitt  x^-^dx^  gleich  ai]S/l^. 
Der  Gewinn  an  Masse,  den  das  Parallelepipedon  erfährt,  ist  also 
hiernach  gleich 

und   dieser   Ausdruck   muß   dem    Ausdruck  (2)   gleich  sein.     So 

ergibt  sich 

.  .  dx^ ari  S     /«i        «jX 

^  ^  dt    ~  OCi  —  «2  V^         ^2/ 

als  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Unstetigkeits- 
stelle  wandert. 

Nun  haben  wir,  da  o  stetig  angenommen  ist,  mit  Rücksicht 
auf  die  Definition  von  k  [§199  (4)]: 

und  daraus  durch  Elimination  von  (a  -\-  r): 

^ <^2  ^  jjAb  -+-  r)  («1  ß2  —  c^g  ßl) 

\p)  ^1  ^2  '^1  ^2 

&o(ai  —  «a)  =       (6  +  r)  (o^  ß^  —  oCiß^), 
folglich  nach  (4): 
.  V  doc^ ahri^ScD 

(jv  V  n-t   An 

und  derselbe  Ausdruck  ergibt  sich  für  das  Fortrücken  der  Un- 
stetigkeit von  ß.  Wenn  wir  statt  der  Variablen  x^  t  die  Variablen 
I,  g  [§199  (10)]  einführen,  so  folgt  hieraus: 

rf|0   0)2 

oder  endlich,  wenn  man  nach  §199  (12)  co  =  l&  setzt: 

(7)  5f  =  ®.®»- 

Hieraus  erhält  man  die  Fortpflanzung  der  Unstetigkeitsstelle 
durch  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung.  Hat 
man  nämlich,  wie  oben  gezeigt,   0  aus  dem  Anfangszustande  be- 
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stimmt,  jBO  ist  ®  in  dem  schraffierten  Stücke  (x',  «,  x")  (Fig.  76) 
zweiwertig.  Diese  Zweiwertigkeit  kann  man  durch  eine  doppelte 
Überdeckung  der  1 5  -  Ebene  veranschaulichen,  und  der  eine  Wert, 
den  man  für  &i  nehmen  kann,  schließt  stetig  an  den  Kurven- 
zweig  xx'  an,  der  andere  0^  ^^  den  Kurvenzweig  xx".  Nun 
gibt  die  Integration  der  Differentialgleichung 

(8)  d|  — 0,  ®2dg  =  0 

eine  von  dem  Punkte  x  auslaufende  Kurve  s  (Fig.  76),  und  diese 
Kurve  stellt  uns  nach  (7)  den  Weg  der  Unstetigkeitsstelle  dar. 
Auf  der  einen  Seite  von  s  gilt  der  Wert  ©j,  auf  der  anderen  ®2, 


X 


§202. 
Unstetigkeit  im  Anfangszustande. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  schon  von   Anfang  an  bei 
:  0  eine  Unstetigkeit  vorhanden  sei,   so  daß  also  dort  zwei 

Fig.  78.  Fig.  79. 


verschiedene  Werte  ©i,  S^  unmittelbar  aneinander  grenzen.  Es 
sind  dann  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  ©1  >  ©2.  Konstruieren  wir  in  der  |g-Ebene  vom  Null- 
punkte aus  die  beiden  geraden  Linien 

(1)  |_®^2g^0,        ^-®li  =  0,^ 

so  begrenzen  diese  einen  Sektor  (1,  0,  2),  Fig.  78,  in  dem  sich  nach 
der  Differentialgleichung  §  199  (13)  zwei  verschiedene  Werte  ©j,  ©a 
für  ©  ergeben  würden,  und  man  hat  also  hier  nach  der  Diffe- 
rentialgleichung (8)  (§201)  eine  Kurve  s  zu  bestimmen,  in  der 
sich  die  Unstetigkeitsstelle  fortbewegt. 

2.  ©1  <  ©2.  In  diesem  Falle  gibt  uns  die  Konstruktion  der 
geraden  Linien  (1)  die  Werte  der  Funktion  ©  in  der  SS-Ebene, 
soweit  sie  außerhalb  des  Sektors  (1,  0,  2),  Fig.  79,  liegt. 
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Um  sie  im  Innern  des  Sektors  zu  bestimmen,  bemerken  wir, 
daß  sich  die  Werte  von  ®  an  den  Linien  (Ol),  (0,2)  stetig  yer- 
halten  müssen.  Denn  wäre  etwa  (Ol)  eine  ünstetigkeitslinie,  in 
der  zwei  Werte  ®i  und  0^  zusammenstoßen,  so  würde  aus  der 
Differentialgleichung  §201  (8)  für  diese  Linie  folgen 

und  nach  (1)  ist  auf  dieser  Linie  d^  —  ®id^^  woraus  ©s  =  ®i 
folgt.  Ebenso  yerhält  es  sich  an  der  Linie  (0  2).  Nun  läßt  sich 
der  Sektor  (10  2)  durch  eine  diesen  Grenzbedingungen  genügende 
stetige  Lösung  der  Differentialgleichung  §  199  (13)  ausfüllen. 
Die  geraden  Linien,  in  denen  eine  solche  stetige  Lösung  konstant 
ist,  müssen  alle  in  dem  Nullpunkte,  als  dem  einzigen  Unstetig- 
keitspunkte,  zusammenstoßen,  d.  h.  es  muß  &  eine  Funktion  des 
Verhältnisses  |/-g  sein.  Dies  können  wir  durch  die  Differential- 
gleichung 

ausdrücken.    Verbindet  man   diese  mit  der  Differentialgleichung 

SO  folgt 
(4) 


s  =  ||, 


und  diese  Funktion  genügt  in  der  Tat  den  beiden  Gleichungen 
(2),  (3).  Sie  genügt  aber  ferner  auch  der  weiteren  Bedingung, 
daß  ®  an  den  beiden  geraden  Linien  (1)  in  die  konstanten  Werte 
®i  und  ©2  übergeht,  und  sie  genügt  also  allen  Anforderungen. 

Es  ist  aber  noch  zu  bemerken,  daß  man  in  diesem  Falle 
allen  Forderungen  unserer  Aufgabe  auch  durch  eine  unstetige 
Lösung  genügen  kann,  wenn  man  Tom  Nullpunkte  aus  eine 
Linie  (0  3)  (Fig.  79)  mit  der  Gleichung 

(5)  |_@^@,g  =  0 

auslaufen  läßt,  und  in  dem  Sektor  (10  3)  den  konstanten  Wert 
©1,  in  (2  0  3)  den  Wert  ©2  bestehen  läßt.  Dann  ist  an  dieser 
Ünstetigkeitslinie  die  Differentialgleichung  §  201  (8)  gleichfalls 
befriedigt.  Ja,  man  kann  beliebig  viele  solcher  Lösungen  finden, 
wenn  man  statt  der  einen  Ünstetigkeitslinie  (0  3)  deren  mehrere 
einschiebt,  und  in  jedem  der  so  gebildeten  Sektoren  der  Funktion  & 
einen  konstanten  Wert  gibt. 
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Nimmt  man  z.  B.  drei  Sektoren  an,  so  setze  man: 

0=r  ®i  in  (10  3), 
0  =  ©8  in  (3  0  4), 
&  =  e^  in  (2  04), 

und  nehme  für  ©g   einen   beliebigen  konstanten  Wert    zwischen 
©1   und   02-     Dann   erhält   man  für  die   beiden   geraden   Linien 

Pig  8Q  (0  3),  (0  4)  die  Gleichungen: 


=    01  03, 


dt 


-t4  =  0«  a. 


3' 


Alle  diese  verschiedenen  An- 
nahmen genügen  den  gestellten 
Bedingungen.  Es  ist  aber  kein 
Zweifel,  daß  die  stetige  Lösung 
die  physikalisch  allein  zulässige 
ist,  und  daß  die  anderen  un- 
stetigen den  Charakter  von  la- 
bilen Zuständen  haben,  die  sich  schon  infolge  des  hier  vernach- 
lässigten Einflusses  der  Diffusion  als  unhaltbar  erweisen. 

^.  Die     Differential- 

gleichungen §  199  (13) 
und  §  201  (8)  bleiben 
ungeändert,  wenn  rf| 
und  dt  in  —  d |  und 
—  dt  umgewandelt 
und  ®  ungeändert  ge- 
lassen wird.  Die  Vor- 
zeichenänderung von 
d  t  wird  aber  durch 
ümkehrung  der  Strom- 
richtung bewirkt,  und 
es  ergibt  sich  daraus, 
daß  der  elektrolytische 
Vorgang  rückgängig 
gemacht  wird,  wenn  die  Stromrichtung  umgekehrt  wird.  Dies 
wird  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  gelten,  daß  der  in  dem 
Moment  der  Umkehrung  des  Stromes  herrschende  Zustand  den 
weiteren  Verlauf  nach  vorwärts  und  nach  rückwärts  eindeutig 
bestimmt.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  kann  man  auch  nicht  auf 
die  Umkehrbarkeit  des  Prozesses  schließen. 
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Wenn  z.  B.  unter  der  Voraussetzung,  daß  im  Falle  2.  in 
dem  Sektor  (1 0  2)  immer  die  stetige  Lösung  dem  wirklichen 
Vorgange  entspricht,  der  Strom  umgekehrt  wird  in  dem  Augen- 
blicke, wo  der  Prozeß  bis  zu  der  Linie  S'  vorgedrungen  ist, 
so  wird  zunächst  der  Prozeß  umgekehrt,  bis  der  Zustand 
wieder  durch  die  Linie  |  dargestellt  ist,  wo  aus  der  stetigen 
Lösung  eine  unstetige  geworden  fst.  Wenn  aber  nun  der  Strom 
in  der  zweiten  Richtung  weiter  fließt,  so  tritt  von  da  an  der 
Fall  I.  ein  und  es  bildet  sich  eine  ünstetigkeitslinie  (0  4), 
Fig.  81. 

Eine  abermalige  Umkehrung  des  Stromes  bei  |"  wird  aber 
jetzt  den  Vorgang  nicht  wieder  rückgängig  machen,  sondern  es 
tritt  sofort  eine  Auflösung  der  Unstetigkeit  ein,  wie  im  Falle  2., 
und  wie  es  die  Linien  (4  5)  und  (4  6)  in  der  Figur  andeuten. 

§203. 
Beispiel. 

Um  die  gefundenen  Resultate  an  einem  einfachen  Beispiele 
zu  veranschaulichen,  nehmen  wir  an,  daß  zu  Anfang  die  beiden 
Elektrolyte  uq,  ßQ  bei  a;  =  0  in  einer  scharfen  Grenze  zu- 
sammenstoßen, so  daß 

«  r=  «Q,      ß  =  0       für      ^  =  0,    ;r  <  0 
^  ^  a  =  0,        ß  =  ßo      für       t  =  0,x>0 

sei.    Darin  können  a^,  ^o  noch  beliebige  Funktionen  von  x  (oder 
auch  Konstanten)  sein.     Es  ist  dann  nach  §  199  (4),  (7),  (12): 

a-^-r  ^        1 

(2) 


A  =  w2(flf-|-^)aoi     o  =  — ' — «05     0=-r-     für  ^  =  0,  a:<0, 


l  =  ri^{b-\-r)ß%    a}  =  ^^-ßo,     ®=^     tm  t  =  0,  x>0. 

Die  Anfangswerte   ®i,  ©2   si^d  ^Iso  hier  konstant  und  bei 
X  =  0  mit  einer  Unstetigkeit  behaftet. 

Die  oben  unterschiedenen  beiden  Fälle  sind  jetzt  folgende: 

1.     ©1  >  ®2,         «  <  *, 

d.  h.  die  Ionen  a  haben  die  kleinere  Beweglichkeit  (z.  B.  a 
Natrium,  ß  Kalium).  Es  ist  dann  0  überhaupt  konstant  und 
zwar  gleich  1/ri^a  oder   l/iy^fe,  und  die  beiden  Werte  stoßen  in 
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der  Linie  s  (Fig.  78)  zusammen,  die  hier  eine  Gerade  ist  und 
die  Gleichung 

hat.  Da  o  unabhängig  von  t  ist,  und  die  Grenze  nach  vorwärts 
wandert,  so  ist  für  co  an  der  Unstetigkeitsstelle  der  Wert  (b  -|-  r)  ßo/b 
zu  setzen.  Demnach  ergibt  sich  für  die  Geschwindigkeit,  mit  der 
die  Grenze  wandert,  nach  §  201  (6) 

^^  dt         aori{a-\-r)' 

ein  Ausdruck,  der  mit  §  198  (6)  übereinstimmt. 

.  Um  die  Konzentrationen  a,  ß  in  irgend  einem  Augenblicke  t 
zu  bestimmen,  müssen  wir  drei  Abschnitte  unterscheiden: 

a)  ^  <  0,        0  =  4- , 

a-\-r       .    b-\-r  ^       a-4-r 

^  =  ^  =(«  +  »•)«  +  (*  +  ^)^  =  («  +  '')«o    [§  199  (12)], 


woraus 


a  =  Uq,        /3  =  0. 

1 


b)  0  <  iP  <  a^o,         &  = 


ri^a^ 


®  ^         /     I     \       I    /i.  I     \ia        a(ft-|-r)  ^ 

^  =  ^2  =  («  +  0«  +  (*  +  0/J  =  -^y-^  ^0, 

woraus 

c)  x,<x,        ®  =  -^j, 

^  =  ^  =  («  +  »-)«  +  (*  +  »•)^  =  (*  +  r)ßo, 

woraus 

«  =  0,        /3  =  /3o. 
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Es  tritt  also  hier  nirgends  eine  Mischung  der  Ionen  a,  ß 
ein.  Wenn  anfänglich  eine  Unstetigkeit  von  c^  vorhanden  ist, 
wenn  also  (a-|-r)o6o/«  von  {b  -j-  r)ßQ/b  verschieden  ist,  so  tritt 
bei  0?  =  0  eine  bleibende  Unstetigkeit  für  die  Funktion  a  ein, 
*  bei  X  =  Xq  stoßen  die  beiden  lonenarten  in  dem  unter  b)  an- 
gegebenen Konzentrationsverhältnisse  zusammen. 

Sind  Mo  und  ^q  konstant  und  stehen  sie  im  Verhältnisse 

A   —  ^  +  ^    b-\-r 
«0  :  Po  —  — ^:  — j— , 

so  ist  CD  bei  der  Stelle  x  =  0  stetig  und  es  tritt  der  Fall  ein, 
daß  die  eine  loneuart  die  andere  glatt  vor  sich  her  schiebt. 
Dies  ist,  wie  man  sieht,  der  Grenzfall  der  in  §  198  betrachteten 
Bewegung. 

2.     @i  <  02,        a  >.6. 

In  diesem  Falle  hat  das  nachfolgende  Ion  (Kalium)  die 
größere  Beweglichkeit.  Wir  haben  hier  die  beiden  geraden 
Linien  (Ol),  (0  2)  (Fig. 81)  mit  den  Gleichungen: 

oder  nach  (2): 

(4)  ^*aa|  =  e,         ri^bn  =  t\ 

diesen  entsprechen  die  Abszissen  x^^  x^  zweier  Pimkte,  die  beide 
positiv  sind,  und  in  denen  also  nach  (2)  cd  den  Wert  (b'^r)ßo/b 
hat.  Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieser  Punkte  erhält 
man  nach  (4)  und  §  199  (10)  die  Ausdrücke: 

dx^  Sb^  äx2 a2  dxi 

IT  ~  ria(b-^r)ßo'  .      'dT~¥'dr' 

Der  Punkt  X2  schreitet  also  mit  größerer  Geschwindigkeit 
voran  als  der  Punkt  x^^  und  die  beiden  Punkte  schließen  also 
einen  vorwärtsschreitenden  und  dabei  immer  breiter  werdenden 
Bereich  ein. 

Zwischen  diesen  beiden  Punkten  haben  wir  nach  §  202  (4): 


=  z-,  =  («  +  »-)«  +  (b  +  r)ß  =  ~lj^  ß, 
a-\-r       .    b-j-r  b-\-r 


woraus  sich  ergibt: 
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_       a(6-fr)^o      /l./T         \ 
b{a-^r)(a-b)Wr  i        V' 


ß=     -        ^' 


a 


(f.yi-4 


Es  findet  also  in  dem  Bereiche  zwischen  Xj  und  X2  eine 
Mischimg  der  beiden  lonenarten  statt. 

In  den  drei  außerhalb  dieses  Bereiches  liegenden  Gebieten 
a;  <  0,  0  <  a?  <C  -^n  ^a  <C  ^  verhält  sich  alles  genau  wie  in 
den  Fällen  1.,  a),  b),  c). 

Wird  der  Strom  umgekehrt,  nachdem  die  Mischung  in  einer 
Strecke  eingetreten  ist,  so  geht  der  Zustand  zurück  bis  zur  voll- 
ständigen'Entmischung;  von  da  an  schreitet  die  scharfe  Grenze 
nach  1.  rückwärts.  Wenn  aber  der  Strom  wieder  umgekehrt, 
d.  h.  die  ursprüngliche  Stromrichtung  wieder  hergestellt  wird,  so 
tritt  sofort  wieder  Mischung  ein. 

Die  Betrachtungen,  die  zu  den  vorstehenden  Resultaten 
geführt  haben,  sind  auch  noch  auf  den  Fall  anwendbar,  daß  zwei 
elektrolytische  Lösungen  ohne  gemeinsames  Ion,  also  etwa  ocq 
und  ^<J,  zu  Anfang  in  einer  scharfen  Grenze  zusammenstoßen, 
weil  in  diesem  Falle  niemals  in  einem  Raumteile  alle  vier  Arten 
von  Ionen  gemischt  auftreten.  Man  erhält  dann,  je  nach  den 
Größenverhältnissen  der  Beweglichkeiten  of,  6,  r,  s  vier  mögliche 

Fälle: 

1.  a  <C  ^1      s  <;  r; 

2.  a  >  6,      s  <  r; 

3.  a  <  6,      s  >  r; 

4.  a  >>  6,      s  >  r. 

Im  ersten  Falle  schreitet  je  eine  scharfe  Grenze  x^^  x^  nach 
vorwärts  und  nach  rückwärts,  so  daß  in  den  drei  dadurch  ent- 
standenen Gebieten  sich  nur  Lösungen  von  a  (»,  a<5,  ß6  be- 
finden. In  den  drei  übrigen  Fällen  werden  aus  einer  oder  aus 
beiden  Trennungsflächen  fortschreitende  und  allmählich  breiter 
werdende  Bereiche,  in  denen  die  angrenzenden  Substanzen  sich 
mischen. 

Nehmen  wir  aber  an,  daß  schon  zu  Anfang  Raumteile  vor- 
handen sind,  in  denen  alle  vier  lonenarten  gemischt  enthalten 
sind,  so  führt  das  Problem  auf  höhere  Differentialgleichungen, 
zu   deren   Integration    die   hier  angewandten   Mittel   nicht  mehr 


§  203.  Beispiel.  527 

ausreichen.  Diese  Differentialgleichungen  sind  zwar  den  Methoden, 
die  Riemann  auf  die  Schaligleiehungen  angewandt  hat,  die  wir 
in  der  Hydrodynamik  kennen  lernen  werden,  noch  zugänglich;  in- 
dessen entbehren  die  Resultate  der  Einfachheit  und  Anschau- 
lichkeit. 

Beobachtungen  von  Wetham  (Philosophical  Transactions 
184  A.,  p.  354,  1893)  stimmen  im  allgemeinen  mit  den  Ergeb- 
nissen der  Theorie  überein. 


